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Begriindung einer Algebra 
physikalisch beobachtbarer Funktionen 
mittels Faltungsoperationen. 


I]. Fourier-Transformation von Potenzreihen und Multipolreihen. 
Zusammenhang mit Laplace- und Mellin-Transformation. 
Eine Erweiterung der Funktionentheorie. 


Von 
R. HOSEMANN und S.N. Baccut*. 
Mit. 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. Februar 1953.) 


I. Einleitung. 

In einer vorangehenden Untersuchung, im folgenden mit I bezeich- 
net’, wurde eine beobachtbare Funktion k(t), K(v) im ¢ bzw. v-Raum 
durch Faltung einer mathematischen Funktion g(t), G(v) mit der MeB- 
fehlerstatistik h(t), H(v) des in dem betreffenden Raum benutzten Be- 
obachtungsorgans definiert. Es wurde gezeigt, daB es fiir jedes k(t), 
K(v) eine unendliche Mannigfaltigkeit von verschiedenen g, G-Funk- 
tionen gibt, die innerhalb der MeBfehler und innerhalb der jeweiligen 
MeBbereiche auf dasselbe 2, K fiihren. Die Gesamtheit aller dieser Funk- 
tionen wurde g- bzw. G-Funktionenkomplex von k bzw. K genannt. 
Gleichheitszeichen bedeuteten dann nicht mathematische Identitaten 
zwischen einzelnen g- bzw. G-Funktionen an sich, sondern nur Gleich- 
heiten innerhalb der MeBfehler und der MeBbereiche fiir die ganzen 
Funktionenkomplexe?. Es ergab sich hieraus eine innerhalb Meffehler 
und MeBbereich eineindeutige Zuordnung von g-Funktionenkomplexen 
und den Funktionskomplexen G ihrer FourteER-Transformierten | sowie 
die Allgemeingiiltigkeit des Faltungstheorems der Fourrer-Transfor- 
mation fiir derartige Komplexe. . In gleicher Weise gelang eine eindeutige 
Definition des Komplexes der Punktfunktionen P und der aus ihnen 
gebildeten Multipole P”, deren Fourrer-Transformierten eineindeutig 
durch Potenzen von ¢ und vy gegeben sind und mit dem Komplex der 


* University College of Science, Calcutta, Indien. 

1 | Begriindung einer Algebra physikalisch beobachtbarer 'unktionen mittels 
Faltungsoperationen. I. Prazisionen, Funktionenkomplex, Punktfunktionen, 
FourierR-Transformation eines Komplexes, Integro-Differentialoperatoren” Z. 
Physik 135, 50 (1953). 

2 Man kann auch sagen, die einzelnen Funktionen g, des Funktionenkomplexes g 
sind zueinander A4quivalent und kann dies unter Benutzung eines Aquivalenzzei- 
chens (-=—) formulieren durch g,—=~ g,, womit g, keinesfalls identisch ist mit g,. 
Vgl. hierzu auch das auf S.10 in der FuBnote gegebene Peispiel. 
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Integro-Differentialoperatoren im engen Zusammenhang stehen. Es 
wurde schlieBlich gezeigt, daB durch den Grenztibergang nach ver- 
schwindenden MeBfehlern 5t—>0, 6v->0 automatisch auch die jeweiligen - 
MeBbereiche ,,bis ins Unendliche“ wachsen und das Gleichheitszeichen 
in allen Gleichungen nun eine Identitat von Funktionenkomplex zu 
Funktionenkomplex bedeutet. Es wurde auch gezeigt, dab der iiblichen 
Analysis der Funktionen deshalb in sehr vielen Fallen der Erfolg versagt 
bleibt, weil sie sich nicht mit dem Studium dieses Grenziiberganges, 
sondern dem Spezialfall 6¢=0, 6v=0 befaBt. Da dieser Grenziibergang 
in sehr vielen Fallen Merkmale einer ungleichmaBigen Konvergenz zeigt, 
so stellte sich das Bemiihen der Analysis, ,,Funktionen als solche“ zu 
studieren, a's eine rein mathematische Angelegenheit heraus, wahrend 
fiir eine mathematische Theorie observabler Funktionen keine Unter- 
schiede bestehen zwischen allen Funktionen eines Funktionenkomplexes. 

Die vorliegende Untersuchung beschaftigt sich ausschlieBlich mit dem 
Studium dieses Grenziiberganges d6t-+0, d6y-+0, wobei interessante Zu- 
sammenhange mit dem Spezialfall 6¢=0, 6y=0 auftreten und eine Er- 
weiterung der Funktionentheorie nétig wird. Insbesondere wird an Hand 
zahlreicher Beispiele gezeigt, wie man mit Funktionenkomplexen prak- 
tisch rechnet. Um das Verstaéndnis des Folgenden zu erleichtern, seien 
einige wesentliche Ergebnisse von I in einer gestraffteren Darstellung 
nochmals wiederholt: 

Es sei 

h(t, t); H (dy, ») 
die MeBfehlerstatistik im / und »-Raum mit den mittleren MeBfehlern 
6t, dv und 
S(tust)s  — S(¥%, ¥) 

die MeBbereichsgestaltsfunktion’. Sie habe innerhalb der jeweiligen 
MeBbereiche |t|<¢,,; |v|<y,, den Wert 1 und gehe auBerhalb dieser 
MeBbereiche in irgendeiner Weise gegen Null derart, daB sie von einem 
gewissen Wert |¢|>¢, 24,,; |»| >», >¥,, ab identisch Null ist. Dann 
kann man die Observablen k, AK auBerhalb der MeBfehler d¢, dy» und 
innerhalb dieser MeBbereiche ¢,,, »,, in Erweiterung von I (7), I (20) 
darstellen durch 


Sra (1) 
falls nur gilt 

Ot<t,,; ov<y,,. 
Denn ob man zuerst g, G durch Faltung mit h, H ,,verschmiert“’ und 
dann durch Multiplikationen mit s, S auBerhalb des MeBbereiches ..ab- 


. EWwatb (1940) hat derartige Gestaltfunktionen erstmalig zur Beschreibung 
von Kristallstrukturen eingefiihrt. 


Begriindung einer Algebra physikalisch beobachtbarer Funktionen, II. 3 


schneidet“ oder ob man zuerst g,G@ durch Multiplikation mit s, S ab- 
‘schneidet und dann durch Faltung mit h, H verschmiert, ist nach obiger 
: Festsetzung der Bedeutung des Gleichheitszeichens fiir von Null ver- 
»schiedene MeBfehler gleichgiiltig. Da ferner die Integrale fkdt, fhat, 
fsdt, [K dy, fH dy, JS dy fiir endliche MeBfehler stets ,konvergieren‘ 
und man sich aus den g, G-Funktionenkomplexen stets Funktionen aus- 
suchen kann, die auBerhalb der MeBbereiche (,im Unendlichen") ge- 
-niigend schnell gegen Null gehen [vgl. hierzu den schon von SOMMER- 
FELD (1947) eingefiihrten ,,Konvergenzfaktor‘‘], so hat bei FourIER- 
Transformation von (1) das Faltungstheorem dieser Transformation volle 
Giiltigkeit. Definiert man weiter 


S= (h); H = S(s), (2) 
h=7(S); s= 87 (4), 


so folgt aus (1) durch Fourter-Transformation %} bzw. durch FouRIER- 


Invertransformation %~! sofort: 
51 (K) =k = (gh) s = (gs)h, 


Pn = (3) 
%(k) =K =(GH)S =(GS)H. 


Beide Gleichungen stimmen vollig mit (1) tiberein. Aus (2) aber folgt: 
Je kleiner 6#, dy (d.h. je schmaler h, H), um so gr6Ber ist »,,, t,, (d.h. 
um so breiter ausgedehnt ist S, s) und umgekehrt. Ist 6 ein Zahlenfaktor 
der GréBenordnung 10°, so folgt ganz entsprechend I (23), I (24) 


vy, dt=fB;  t, dv=B. (4) 


Im Limes 6/0, 6v—0 Andert sich an allen diesen Zusammenhangen 
natiirlich gar nichts. Die MeBbereichsgrenzen t¢,,, v,, gehen dann gegen 
, unendlich‘‘. Ohne im folgenden miBverstandlich zu werden, schreiben 
wir statt der Observablen k, K dann g,G. Es ist also 


og =G; e1G=g, falls dt-0, dv—>0. (5) 


Hier bedeuten die Gleichheitszeichen trotz gegen Null gehender MeB- 
fehler nicht Identitaten im alten Sinn, sondern lediglich Identitaten 
zwischen Funktionenkomplexen. Welche spezielle Funktion eines Funk- 
tionenkomplexes man in diese Gleichungen auch immer einsetzen mag, 
andert nichts an ihrem Bestehen, da alle Funktionen eines Komplexes 
beobachtbar miteinander identisch sind. Der groBe Vorteil dieser Auf- 
fassung besteht darin, daB man sich zur Berechnung eines speziellen 
Problemes die geeignete Funktion ihres Komplexes aussuchen kann, 
mit der sich méglichst leicht rechnen 148t. Man tut gut daran, sich 
diesen zunachst ungewohnten Sachverhalt im folgenden stets klar vor 


Augen zu halten. Andernfalls wird man manches nicht gut verstehen 
1* 


4 R. HoseMann und S. N. BaGcut: 


konnen. Es wurde in I ferner noch gezeigt, daB die Funktionen eines 
Komplexes sich mit 640, 6v—>0 in dreifacher Hinsicht voneinander — 
unterscheiden k6énnen: 

1. In bezug auf Nullmengen; 

2. im ,,Unendlichen“‘ (jenseits von ¢,,, Vy_) ; 

3. in bezug auf Feinheiten in d¢-, 6v-Umgebungen. Zu diesen ge- 
héren nicht nur die ,,Feinstrukturen‘’ von Punktfunktionen P und 
Multipolen P“), sondern auch unbeobachtbar dicht liegende Fluktua- 
tionen [vgl. I (16) |. 

Im Spezialfall 6¢=0, 6v=0 dagegen verfiigt man tiber derartige 
Reserven in der Wahl spezieller Funktionen aus zu berechnenden Funk- 
tionenkomplexen nicht. Die analytische Behandlung von physikalischen 
Problemen wird deshalb oft starr und fiihrt dann auf uniiberwindliche 
Konvergenz- bzw. Divergenzschwierigkeiten. Dies soll zunachst am 
Beispiel der FourtER-, LAPLACE- und MELLIN-Transformation gezeigt 
werden. 


II. Zusammenhang zwischen LAPLACE -, MELLIN- 
und FOURIER-Transformation. 
Die Funktion @(z) der komplexen Zahl z lasse sich um z=0 in eine 
Potenz- bzw. LAURENT-Reihe entwickeln: 
o()= da, baw. p= > a2. (6) 


= 
n=0 "= —0o 


Substituiert man hier 
nMt=t; z=e 44> @,=Ai-g(n Ai); lz) =—C(s), (7) 


so folgt mit A¢—>0 aus (6) das Integral! 


G(s) = &(e)=fee“dt; G(s) =2,(¢)= f g(tje"stdt. (8) 
0 —oo 


&, wird ,,einseitiges', &,, wird ,,zweiseitiges‘’ LApLAcE-Integral von g 


genannt. Substituiert man statt (7): 
mAt=t; E=e"4t; gg =Abt-g(—); z=e-s4t, (9) 


1 Diese sorale <i} ie . 
Diese Integrale sind jedoch dann und nur dann RirMANNsche Integrale von 
stetigen Funktionen g, wenn die a,, fiir beliebiges ganzzahliges m, n der Bedingung 
gentigen (|8|<ce): 


(1 1S’ (,) | 1)*a,,, = BAt. (14) 


Mit 1¢—>+ 0 gehen alle diese Summen also dann gleichmaBig gegen Null. Andernfalls 
mul man den Integralbegriff etwa durch Einfiihren des LEBESGUESchen Integrals 
erweitern, Es kénnen dann auch Punktfunktionen, Multipole und Fluktuationen 
unbeobachtbarer Dichte auftreten. Doch bereitet die Einfihrung derartiger 
,Funktionenkomplexe'’ auf diesem Wege iiber die Potenzreihe (6) erhebliche 
Schwierigkeiten, die erst durch die oben geschilderte Limesbildung dt 0, dv> 0 
zu iiberwinden sind. 
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so folgt mit A¢—0 aus der rechtsstehenden Summe (6) das MELLIN- 
Integral!: 


G(s) = Mle) = fe(Heae. (10) 

Diese MELLIN-Transformation von g stellt nichts anderes dar, als eine 

andere Schreibweise fiir &,- Man hat namlich ¢ durch e~* ersetzt. 
Substituiert man schlieBlich statt (7), wobei o,y reelle Zahlen sind: 

yiAi=—2nv; z=oe'%; a,o"=At-g(nAt); p(z)=G(v), (14) 


so folgt mit 4¢—0 das Fourter-Integral! 
Gy) = $(g). =f ¢(¢) e—2**7! di. (12) 


Die ,,Umkehrformel* von (6) ist durch die CAuscHysche Integralformel 
gegeben: 

| exe p(z) 5. 

a, => si a2. (13) 
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Dabei ist dieses Wegintegral entgegen dem Uhrzeigersinn (wie es der 
Pfeil anzeigt) geschlossen um z=0 langs eines Weges zu wahlen, auf 
dem g(z) iiberall ,,konvergiert™. 

Substituiert man hier (7), (9), (11), so erhalt man die entsprechenden 
, Umkehrintegrale 2+, 1, 41 der Transformationen (8), (10), (42): 


e246) = 54, [ Glertds, (15) 
; ad : Sy+4 00 . 

g(f) ~ M4(G() = 4 hi G(s) €-3 ds, (16) 

g(t) = F4(G) = f Gv) eri" dy. (17) 


Der Integrationsweg fiir das FourrEer-Integral (17) liegt dabei vollig 
fest und ist entsprechend (11) einfach durch die reelle v-Achse gegeben. 
Das hat seinen Grund darin, daB durch die Substitution (11) die GroBe @, 
einmal irgendwie vorgegeben, nicht variiert werden darf, das CAUSCHY- 
sche Integral (13) also langs eines zu z=0 konzentrischen Kreises mit 
dem Radius og zu wihlen ist. Im Gegensatz dazu kommt es bei den 
iibrigen Umkehrintegralen (15) und (16) nur darauf an, daB der will- 
kiirlich zu wahlende Weg im Konvergenzbereich von y liegen muB und 


1 Siehe FuBnote 1, S.4. 
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an irgendeiner beliebigen Stelle z= 2p, also 
Sp = — 1g 2/At (18) 


dieses Konvergenzbereiches beginnend einmal um den Punkt z =0 herum 
zu fiithren und wieder in demselben z, zu endigen hat, wobei sich also s 
lediglich andert um die rein imaginare GréBe 221/At, die mit At—0, 
dann schlieBlich auf die in (15) und (16) angegebenen Grenzen des Inte- 
grationsweges fiihrt. Man iiberzeugt sich leicht durch Vergleich mit (10) 
und (12), daB hierbei G langs dieses Weges sicher immer dann tiberall 
konvergiert, wenn fiir alle s des Integrationsweges auBer s= Spo gilt 


Res > Sp. (19) 


s) wird bekanntlich ,,Konvergenzabszisse** genannt, wahrend die durch 
Ungleichung (19) definierte rechts von sy liegende komplexe Halbebene 
, Konvergenzhalbebene‘‘ von G genannt wird. Das Fragezeichen in (15) 
und (16) soll zum Ausdruck bringen, daB diese Gleichungen allein keinen 
Sinn haben, sondern immer nur im Zusammenhang mit Konvergenz- 
betrachtungen studiert werden diirfen, wie sie etwa durch (19) ausge- 
driickt sind. Beim Berechnen derartiger Umkehrintegrale folgt mut 
DoetscH (1950, S.192) daher: ,,Die Feststellung von Giiltigkeits- 
bedingungen wird vielmehr unsere Hauptarbeit sein.“* Die durch die 
Ungleichung (19) zunachst so elegant erzwungene Konvergenz von G(s) 
in (8) und (10) in einer Konvergenzhalbebene einschlieBlich der Stelle 
S = Sy erschwert es nachtraglich also auBerordentlich, eineindeutig wieder 
aus dem LAPLACE- bzw. MELLIN-Raum zuriick zu transformieren. 


Im Gegensatz dazu sind bei der FourtER-Inverstransformation (17) 
derartige zusatzliche Giiltigkeitsbetrachtungen durchaus nicht not- 
wendig. Leider ist dort aber mit den iiblichen Methoden schon der erste 
Schritt, die Transformation (12), in vielen Fallen mit gewissen Schwierig- 
keiten verbunden, und es besteht eine Hauptarbeit hier darin, festzu- 
stellen, wann eine Eineindeutigkeit zu erwarten ist. Selbst fiir absolut 
konvergente g-Funktionen entstehen Schwierigkeiten (DOETSCH 1950, 
S. 199): ,, Trotzdem 1aBt sich die Klasse der so entstehenden Funktionen 
leider nicht durch einfache innere Eigenschaften charakterisieren, wo- 
durch der %}-Transformation in diesem g-Raum etwas Unbeholfenes an- 
haftet. Wir werden immer nur hinreichende, nicht notwendige und 
hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Umkehrformeln an- 
geben kénnen.‘* Bei quadratischer Mittelkonvergenz von g verschwinden 
nach der PLANCHERELschen Theorie zwar diese Schwierigkeiten, doch 
dies nur, wenn man den Integralbegriff im Sinn von LEBESGUE ver- 
steht (DOETSCH 1950, S. 420). Obwohl die -, M-Transformation diese 
Unbeholfenheit in vielen Fallen nicht zeigt, so fiihrt sie dadurch in 
die andere Schwierigkeit, Giiltigkeitsbetrachtungen iiber 2-1 und IR 
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sanzustellen. ,,Wenn wir also danach fragen, ob sich die &-Tranformation 
edurch £* umkehren 1aBt, so miissen wir darauf gefaBt sein, daB weniger 
eine Analogie zu den so einfachen Potenzreihen als zu den wesentlich 
‘komplizierteren FourIER-Reihen vorliegt.‘' (DOETSCH 1950, S. 196.) 
Treffender ]aBt sich der Sachverhalt fiir den Spezialfall 6¢=6»—0 
‘wohl kaum schildern. Doertscu fiihrt weiter aus (S. 196): ,, Fast saimt- 
‘liche Aussagen der LApLaAce-Transformation beziehen sich auf das 
Innere der Konvergenzhalbebene ... Die Theorie der §-Transformation 
-ordnet sich also in die der 2-Transformation als das Studium von deren 

Randverhalten ein, das genau wie bei Potenzreihen viel komplizierter 
ist als das Verhalten im Innern des Konvergenzgebietes. ‘ 

Ganz anders aber sehen die Verhaltnisse aus, wenn man Mittel und 
Wege findet, die beklagte Unbeholfenheit der %-Transformation zu 
tiberwinden. Man kann dann den eben geschilderten Sachverhalt genau 
umgekehrt ausdriicken und sagen, daB bei Kenntnis des Verhaltens 
von G langs der reellen »-Achse, also in der s-Zahlenebene wegen 


S= 271 vi (20) 


langs der imaginaren s-Achse damit auch das Verhalten der &-Trans- 
formation in einer der beiden, diese imaginare Achse mitenthaltenden 
s-Halbebenen véollig festliegt. Die lastige Ungleichung (19), die zu dem 
Fragezeichen in (15) und (16) fiihrte, verwandelt sich dann in 


Res>o bzw. Res<oO. 


Ob man die Transformation dann % oder & oder Jt nennt, ist im Grunde 
genommen ganz gleichgiiltig, da sie sich nur durch einfache Zahlen- 
substitutionen (20) und ¢t-+e~‘ voneinander unterscheiden!. Wir werden 
im folgenden, nachdem es uns gelungen ist, die Unbeholfenheit der 
%-Transformation zu iiberwinden, darum meist einfach nur von der 
Transformation und der Transformierten sprechen, als ,,Operator‘‘ dabei 
aber das Symbol %, 47! nur aus dem auBeren Grunde beibehalten, weil 
der v-Raum im Gegensatz zum s-Raum und &-Raum eine hervorragende 
physikalische Bedeutung hat und die durch (12) und (17) definierte 
Fourier-Transformation symmetrischer und eleganter aussieht als die 
beiden anderen durch (8), (10), (15) und (16) definierten Transforma- 
tionen. 


III. Eine notwendige Erweiterung der Funktionentheorie. 
Betrachtet sei der schon in I ausfiihrlich und umfassend behandelte 
,EinheitsstoB“, der sich mit 6¢0 in der folgenden normierten Form 
besonders einfach ausdriicken laBt. (Es gibt natiirlich unbegrenzt viele 


1 SpENZER (1952) spricht darum allgemein nur noch von der , FOURTER-LA- 
PLACE-Transformation“‘. : 
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andere Schreibweisen dieses Funktionenkomplexes) : 


O. Tir a0 % 
E(t) = 44 fur re 160) (21) 
pee Fis Oe SO: 


Seine &-Transformierte ergibt sich entsprechend (8) zu 
@,(E) — &,,(E) = fectdt=1/s fir Re s>o. (22) 
0 


Seine 2-1-Transformierte ergibt sich entsprechend (15) zu 


Sy+too 
st 
@4(1/s) = —— f ds; s9>0. (23) 
Sg—ico 


Der Integrant hat bei s=0 einen Pol ersten Grades und konvergiert 
mit {—>—oo schnell gegen Null. Der Integrationsweg darf infolge der 

j rechtsstehenden __ ,,Giiltigkeitsgleichung” 
die rechte komplexe Halbebene nicht ver- 
lassen, darf sich also der imaginaren 
s-Achse nur asymptotisch nahern (sche- 
matisch dargestellt als Weg 1 in Fig. 4). 
Da in der rechten Halbebene keine wei- 
teren Pole liegen, darf man den Integra- 
tionsweg unbeschadet beliebig weit nach 
s—>+oo verlegen und erhalt fir ‘<0 


Ete : 
. 1 

Rikon: fhathgeakineatvedie ike anatenee! DAC, GEM JORDANschen_ Hilfssatz _den 

integrals £-* [Gl.(15)] der Lartace- Integralwert 0 (Weg 2 in Fig. 1). In gleicher 

Transformation, falls bei s=0 ein Pol ys : es Pa, B 

liegt: Weg 1:10; Weg2:t<0;Wee3:; Weise darf man ihn fiir ¢>0_beliebig 


#>0; Weg 4: Zur Berechnung des weit nach s—+>—c verlegen (Weg 3 in 


Residuums bei s=0. 


Fig. 1), hat nun aber zu beachten, daB 
zwischen ihm und dem durch (23) erlaubten Wege der bei s =0 liegende 
Pol 1/s liegt. Weg 1 und 3 unterscheiden sich also nach der CAucHY- 
schen. Integralformel (13) um ,,das Residium“ 


1 rest 1 st { st 
- — iS = 8 —_ [x x= 
sat ai | 4s =a5; f Sas =1. (24) 
1 3 4 


Dabei ist der Weg 4 eine beliebige entgegen dem Uhrzeigersinn um s =0 
herumlaufende geschlossene Bahnkurve, beispielsweise wie in Fig. 4 ge- 
zeichnet ein zu s=0 konzentrischer Kreis. Fiir f—0 pflegt man sodann 


' Vel. hierzu Anhang I. 
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anzuschreiben!?: 
+100 oo 
1 ds 1 5 “ wae : 
ar {i sm: 6«6also mits = 7x: | = Ht. (25) 
—ico —co 


"Nur dann erhalt man die Funktion (21) wieder zuriick, 


Ganz anders sehen die Verhaltnisse aus, wenn man die FouRIER- 
‘Transformierte von £ bildet. Nach I (76) geh6rt zu ihrem Funktionen- 
‘komplex die folgende Funktion: 


1 
2niv- 


(E) == P(v —0) + (26) 
"Wie der Vergleich mit (20) lehrt, entspricht hier der zweite Summand 
‘vollig der durch die LApLAce-Transformation gegebenen. Lésung (22). 
AuBerdem tritt aber auch noch am Orte »y=0 eine Punktfunktion vom 
Gewichte 4 auf. Es ist somit die in (22) angegebene Lésung bis auf die 
Umgebung von y=0 durchaus richtig, die dort rechtsstehende Giiltig- 
keitsbedingung ist also viel zu eng. Rechnet man nun die Inverstrans- 
formierte von (26) aus, so ist man im Gegensatz zu (23) gezwungen, den 
Weg von —oco bis + oe auf der reellen Zahlenachse, d.h. also auf der 
imaginaren s-Achse zu nehmen. Andernfalls wiirde man ja in der 
CaucHyschen Integralformel (13) irgendwo unerlaubter Weise den 
o-Kreis verlassen. Also folgt unter Substitution von (20): 


oe e 1 7 Te st 
$(SP+s> =5 81(P)+ { <—ds (27) 
mit Sie s=0 auf dem ganzen Integrationsweg. 

Der erste Summand liefert nach I fiir alle Punktfunktionen im Limes 
6t—+0, dv—>0 den Wert $. Das zweite Integral kann dann und nur dann 
(27) wieder auf (21) zuriickfiihren, wenn gilt 


ico Pes fir t<0 
~ f fF geil Chin ti) = 0 (28) 
271 s 

—400 | aS fr 1% p>), 


Betrachten wir zundchst den Fall t=0, so ergibt sich durch die Sub- 
stitution s=7x hieraus im scharfen Gegensatz zu (25) 


10° +00 z 
: x tberall reell 
if ea f es =o| | (29) 


s iiberall imaginar. { 


1 Warum man so schreibt, findet seine Erklarung in der funktionentheoretischen 
Definition des Logarithmus [vgl. (38)]. 
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Dieses Ergebnis ist eigentlich héchst trivial: Die in x reziproke Funk- 
tion 1/x ist in bezug auf x=0 eine ungerade Funktion. Fiir jede der-— 


artige ungerade Funktion gilt bekanntlich 
i= *) = — 1}. (30) 


Welches Argument x in einem Intervall dx man auch immer in (29) 
anschreiben mag, stets kann man dazu ein Argument — x mit demselben 
Intervall dx angeben derart, daB 


(Ha) +f(—a)dx=0; ah. "4 }(x)dx =0. (31) 


Also folgt fiir jede ungerade Funktion, insbesondere auch fiir f(x) = 1/x 
aus (31): 


J fl) dx =1im f (x) —f (9) dx =0. (32) 


Eine derartige Limes-Bildung zur Berechnung eines iiber endlichem 
Integrationsintervall uneigentlichem Integrales ist in der Literatur be- 
kannt als CAucHyscher Hauptwert V.P. (valor principalis): 


VP. f f(x) dx —lim f f(x) dx + f(x) dx. 33) 


Im Gegensatz zu der iiblichen Auffassung behaupten wir aber, daB das 
Integral (29) nicht nur als Hauptwert, sondern iiberhaupt identisch den 
Wert 0 hat und nicht wie nach (25) etwa den Wert ai. Denn woher 
sollte ein derartiger imaginarer Anteil kommen, wenn wirklich alle 
Elemente /(x)dx rein reell sind oder anders ausgedriickt: Wiirden wir 
bei der iiberlieferten Anschauung (25) bleiben, so kénnten wir nicht die 
mittlere Gleichung von (28) und damit auch nicht die Gl. (21) fiir den 
EinheitsstoB zuriickgewinnen, Die Gl. (25) ist nur zu verstehen unter 
Beriicksichtigung der in (22) rechts stehenden Giiltigkeitsbedingung. 
Die Giiltigkeitsbedingung von (29) aber sieht ganz anders aus (sie steht 
hier wieder rechts) und fiihrt damit zwanglos zu dem Ergebnis, daB die 
mittlere Gleichung von (28) nicht nur als V.P. den Wert 0 hat}. 

Fir t<0 bzw. ¢>0 ist wieder in (28) ein Integral langs des Integra- 
tionsweges 2 bzw. 3 in Fig. 2 mit soe bzw. s+ — oe nach dem JorDAN- 
schen Hilfssatz vom Werte 0. Natiirlich unterscheidet sich auch hier 


} Wir miissen bedenken, daB 1/s bzw. 1/x¥ nur eine spezielle Funktion eines 
ganzen Funktionenkomplexes darstellt, zu dem nach 1 (73) beispielsweise auch 


.  2sin® z/d x 1 
lim — -- -=- 
dx—0 x x 
gehért. Wir sagen, erstere sei Aaquivalent zu letzterer (Symbol —=-). Erstere 


erfiillt (29) nicht nur als V.P., sondern identisch, damit letztere auch fiir Ox 0. 
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Weg 3 von Weg 2 um das Residium vom Werte 1. Also folgt: 


1 est 1 r ast 
ai | eds —ay f Sasa. 64) 
4 


2 


schon aus Symmetriegriinden mu8 das Integral lings der imaginiren 
chse (Weg 1 in Fig. 2) einen Wert haben, der genau zwischen den Wer- 
en der Wegintegrale 2 und 3 liegt. Da wir ihn zu Null berechneten, 
srgibt sich somit fiir das Wegintegral2 der Wert —}4, fiir das Weg- 
ntegral 3 der Wert}. Doch kann man +100 

liese Integrale auch direkt berechnen, 
ndem man (31) zu Hilfe nimmt. Fir 
‘<0 unterscheidet sich z.B. Weg 2, der 
vach JORDAN das Wegintegral 0 liefert, 
vom Wegintegral1 um das Wegintegral, 
das tiber einen geschlossenen Halbkreis 4 
fihrt. Sein Residium ergibt sich wie folgt: 


Es sei Bf eine reelle Zahl gréBer als 0, Gas 
die den Radius des Halbkreises von Weg4 __ Fig. 2. Integrationswege des Umkehr- 
: $ integrales ( [Gl.(17)] der FourrEeR- 
cangibt , dann ist Transformation, falls bei s=0 ein Pol 
liegt. Weg 1: £=0; Weg 2:t<0; Weg 3: 


S-Fbene 


| a e é d s t>0. Der Weg1, vorgeschrieben durch 
2ni S$ die Definition der Fourrrr-Transforma- 
4 : tion [vgl. (11)] zerschneidet den Pol in 

—iB 2/2 zwei, durch gefiillte Halbkreise markierte 

4 est wea 1 ‘d (3 5 ) Halften. Weg 4 ist in derspeziellen Form 

2ni ns s+ ni tay. eines geschlossenen Halbkreises darge- 

+B = stellt und dient zur Berechnung des 

rar Residuums einer Polhalfte [vgl. G1. (36)]. 


Da der erste Summand entsprechend (31) verschwindet und der zweite 
Summand unabhangig von f den Wert $ liefert, so folgt also 


1 est 1 est o 4" 
ai s ae ai PS gs om (36) 


4 


Dabei kennzeichnet das Symbol } sinnfallig Umlaufssinn und Form des 
Integrationsweges 4 in Fig. 2, der also nur das halbe Residium des 
Integrationsweges 4 in Fig. 1 liefern kann. Es ist nun also fiir ¢<0: 


: (si pe . [Has—s, [Sas=0-3. (37) 
4 


2ni J s ar oe 21 s 
2 2 
Fiir +0 ist der Integrant langs des Weges 2 nicht mehr endlich, man 
muB dann den Weg1 mit dem Weg 3 vergleichen und erhalt in ent- 
sprechender Weise die andere Halfte des Residiums bei s=0, die man 
unter Beriicksichtigung des richtigen Umlaufssinnes auch durch das 
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Symbol ¢ kennzeichnen kann. Man erhalt dann also insgesamt das 
Resultat (28)?. . a 

Auch Dirac (1951) erscheint das Ergebnis nach (29) und (31) an sich 
als das Verniinftige. Die funktionentheoretische Definition des Log- 
arithmus verlangt aber gebieterisch, daB 


Zz 


{Z —Igz. (38) 


u 
1 
Insbesondere ist auf dem ersten RrEMANNschen Blatt 


(39) 


J im auf seinem oberen Rande 
5 |—ia auf seinem unteren Rande. 
Wenn nun also bei Dirac (1954) ein Integral der Form 

aif 


f “* , x tiberall reell, 
1 


diskutiert wird, so verlangt (31) einerseits, daB es verschwinde, (38) und 
(39) aber, daB es dieses nicht tue, sondern den Wert + a1 oder — ai habe. 
Aus Besorgnis, der allgemein bekannten Definition (38) des Logarithmus 
nicht zu widersprechen, entschlieBt sich DrrRAc zu einem seltsamen 
KompromiB zwischen diesen beiden sich ausschlieBenden Alternativen: 
Er sagt, die Funktion 1.x habe am Orte x=0 noch eine Punkt- 
funktion (er nennt sie 6-Funktion) mit dem Gewicht ai, wobei sie im 

iibrigen aber der Konzeption (31) Geniige leisten soll. Dann folgt 

b 
1 , b , 
Jia + +P (x — 0)) dx = |g =|), falls a<O<b. (40) 
Durch Differentiation gewinnt man hieraus die von Dirac angegebene 
Gleichung : 

dlg x 


ax 


=" i atte 
= taP(x—0)+—. (41) 


Diese Auffassung erscheint nicht nur gezwungen, sondern auch recht 
willkiirlich. Denn wenn man schon lings der reellen x-Achse iiber x =0 
hinweg integriert, so wei man wirklich nicht, ob man sich dabei fiir 
x<0 auf dem linken oder rechten Rand des RreMANNschen Haupt- 
blattes bewegte, Mit anderen Worten hatte man in (40) und (41) ebenso 


' Das Resultat (28) erhalt man auch in gleicher Weise, indem man wie in 1(73) 
die Funktion 1/s durch eine geeignete andere Funktion ihres Komplexes mit un- 
aufloésbarer Fluktuation versetzt, die elementar integrierbar ist. Das Ergebnis (28) 
mu ubrigens auch deshalb in bezug auf ¢=0 eine ungerade und iiberall reelle 


Funktion sein, da 1/s selbst in bezug auf »—0 eine ungerade und rein imaginare 
Funktion ist, 
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ut den unteren Wert von Gl. (39) wahlen kénnen und eine Punkt- 
inktion mit dem Gewicht —z? zur Funktion 1/x hinzufiigen kénnen. 
‘atsachlich ist (41) nur im Four1eR-Raum der richtige Integraloperator, 
vahrend dieser im physikalischen Raum eine Punktfunktion mit dem 
rewicht —27 enthalt [vgl. I (79), I (80)). 

’ Dieser sehr unbefriedigende Sachverhalt laBt sich sofort klaren, wenn 
man beriicksichtigt, daB die funktionentheoretische Definition (38) dann 
nd nur dann sinnvoll ist (woriiber auch nie ein Zweifel bestand), wenn 
‘er Integrationsweg nicht durch den Pol hindurchfiihrt, wenn also alle « 
ings des Integrationsweges von Null verschieden sind. Wenn nun aber, 
vie in unzahligen Beispielen aus der theoretischen Physik eine Inte- 
ration langs der reellen z-Achse dennoch verlangt wird, und dieses ist 
»ffensichtlich bei der Fourier-Transformation immer dann der Fall, 
yvenn die zu transformierende Funktion irgendeinen Pol irgendwo auf 
Her reellen ¢, y-Achse hat, so muB man notgedrungen die Definitions- 
~leichung (46) des Logarithmus als zu eng bezeichnen. Die folgenden 
sleichungen stellen eine Verallgemeinerung der Definition (38) dar, wobei 
42) den allgemeinsten Fall wiedergibt, bei dem der Integrationsweg am 
Irte des Poles wiederholt einen Knickwinkel y, aufweist (s. Fig.3 und 4). 
a1. (43) beschreibt den Spezialfall, daB dieser Knickwinkel y, =-+ 2, der 
Integrationsweg also wie in Fig. 2 geradlinig durch einen Pol hindurch- 
‘tihrt, wahrend die noch speziellere Gl. (44) nur fiir den Fall gilt, daB 
ler Integrationsweg den Pol iiberhaupt nicht beriihrt, sondern lediglich 
mal um ihn herumfihrt: 


falls der Integrationsweg 
K-mal jeweils mit dem 
Knickwinkel y, den Pol 
durchschneidet, 


falls der Integrationsweg | 
2 =lgz= Ig|z| +tp+ain, den Pol héchstens grad- ; (43) 
4 | linig durchschneidet , j 
falls der Integrationsweg 
den Pol iiberhaupt nicht 
trifft und ihn m-mal um- 
-schlingt. 


r 
Ig|z| +tyt tL ver 2nin, 


| (42) 


(@g=|z\e'”)|Ig|z| + ip + 2zin, | (44) 


Den Beweis fiir (42) findet man in Anhang II. Im Spezialfall von (43) 
schachtelt sich in die bekannte RreMANNsche Flache des lg z eine zweite 
um <iz verschobene ein. Schon jetzt, erst recht aber im allgemeinen 
Fall von (42) ist eine eindeutige affine Abbildung der lg z-Argumente 
in die z-Argumente nicht mehr méglich, erst recht also nicht, wenn 
K Knickwinkel y, des Integrationsweges im Pol auftreten. In allen 
diesen Fallen also ist der Logarithmus nicht mehr eine eindeutige 
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Funktion der Integrationsgrenzen, sondern in starker Weise von der Form 
des gewahlten Integrationsweges abhingig. Diese Anschauung ist aber 
durchaus nicht so fremd, da man ja selbst bei der klassisch2n Definitions- 

gleichung (44) durchaus wissen muBte, 
wie oft der Pol auf dem Integrationsweg 
umschlungen worden ist. Die Fig. 3—5 
stellen den Sachverhalt fiir die FOURIER- 
Transformierte nochmals anschaulich klar. 
Zur Erlauterung findet man in folgendem 


Fig. 3. Fig. 4. ; 
Fig. 3. Zur Integration von 1/z, wobei Abschnitt noch eine Reihe weiterer Inte- 


der Integrationsweg bei z= 0 ein Knick- - : : 
winkely beschreibt, der in dem hier ge- grationsbeispiele. 


zeichneten Falle positiv gerechnet werden 


muB (vgl. GI.(44) und Anhang II). Der IV. Weitere Beispiele 
Pol ist hier also in zwei verschieden zur raktischen Durchfiihrung 
groBe Teile zertrennt. P ; 
Fig.4. Zur erweiterten Definition des der FOURIER-Transformation. 
LOG Ree ae et ee ae In allen folgenden Beispielen hat man 
im Text Gesagte). ; at S i 
sich, wie im Vorangegangenen tiberhaupt 
ilies vor Augen zu fiihren, daB man die Ver- 


haltnisse nur im Limes, 6¢—0, dv—0 zu 

studieren braucht, also stillschweigend 

auch immer die ganzen Funktionenkom- 

co too plexe mit meint, sobald man von einer 
speziellen Funktion g, G spricht. Doch 

sind dessen unbeschadet alle durchge- 

fiihrten Rechnungsoperationen mathema- 

os tisch streng, solange man sich nur fiir die 

Fig. 5. Verlegung der Integrationswege  physikalisch beobachtbaren Eigenschaften 


in der komplexen t-Zahlenebene von der . : : 
reellen t-Achse weg, wobei dabei der Ger behandelten Funktionen interessiert: 


Integrationsweg an allen etwa vorhan- i. Es sei 
denen Polen oder Polteilen, z.B, an der . 
einen Polhilfte § ,,hangen“ bleiben muB. 21 (t) = = 2xat mit a> a) (45) 


Weg 1: »=0; Weg2:»>0; Weg3: r<0. at 
Man beachte, daB fiir die Inverstrans- ~ . 
formation §-! die »-Zahlenebene dar- Ersetzt man hier den Sinus durch die 
gestellt ist und durch die Substitut e . ; ij 

TCL to) wie i = Summe zweier Exponentialausdriicke, so 


v =s/2ai [GI.(20)] wieder der 


Sachverhalt von Fig, 2 entsteht. folgt fiir die FourtER-Transformierte : 
(é (v) = | ) _— 1 Pr p—22i(v—a)t »>—22i(v+a)i at 
10) = Fle) = 5h feta etatirtnn (465) 


Natiirlich fiihrt auch hier der Integrationsweg langs der reellen t-Achse 
mitten durch den bei ¢= 0 liegenden Pol ersten Grades hindurch. Unter 
Benutzung des JoRDANschen Hilfssatzes kann man je nachdem, wann 
die Exponenten der beiden Summanden von (46) positiv oder negativ 
sind, dann den Integrationsweg nach t-+ice bzw. i> —ico verlegen. 
Der Weg lings der reellen t-Achse (Weg 1 in Fig. 5) ist schlieBlich immer 
dann zu nehmen, wenn der Exponent verschwindet. Ist z.B. »=a, so 
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vahlt man fiir den ersten Summanden in (46) den Weg 1, erhalt fiir ihn 
“Iso nach (34) und (29) einen verschwindenden Anteil, fiir den zweiten 
summanden aber den Weg 3, der nach dem JorDANschen Hilfssatz 
‘leichfalls auf einen Nullwert fiihrt, sich aber von dem befohlenen Weg 1 
lurch das Residuum +27 des oberen Halbpoles unterscheidet!. Ins- 
‘esamt ergeben sich aus (46) dann die folgenden fiinf, in der Tabelle 1 
‘usammengestellten Einzelfalle: 


Tabelle 1. Integrationswege und Residua fiir Gl. (46). 


Integrationsweg Wert der Residua 


—__—]| Summe G,(r) 


1. Summand 2. Summand 1. Summand 2. Summand 


1 

> = 0 

$ 0 $ 

1 1 

2 2 1 

a i 

: : : 
i 4 0 


e Sprungfunktion Da (vy): 


0 fir |»|>a 
| | 74 (47) 
4 fiir |r\<a. 


G,(v) = Da(v) = 


nol 
Hb 
oc: 
Lj 


2. Als weiteres Beispiel betrachten wir 


sin? 22at 


go(t) = (48) 


int 
Setzt man auch hier wieder Exponentialausdriicke ein, so ergibt sich 
sofort: 
‘ (e—2aivt 1 ,—2ni(v—2ajt___1 ,-2ni(v+2a)t\ 4! 
== z aes é Z |. Ge ey 4 (vy ois =. 
5 (ee) fle : : 


21 


(49) 


Im Gegensatz zu (46) erhalt man nun also drei Summanden und sieben 
verschiedene Méglichkeiten, die Integrationswege nach dem JORDAN- 
schen Hilfssatz zu wahlen. Im iibrigen aber bleibt die Rechnung vollig 
dieselbe wie im ersten Beispiel. In Tabelle 2 sind alle Integrationwege 
und das Integrationsergebnis zusammengestellt. 


1 Bequem ist auch die folgende Darstellung (vgl. SOMMERFELD 1947): Man 
verschiebt fiir den zweiten Summanden den Integrationsweg von der reellen ¢-Achse 
weg nach -> +-ioo, wobei er dabei aber an jedem in der oberen Halbebene etwa 
vorhandenen Pol, beispielsweise dem Halbpol bei ¢=0, ,,hangen‘’ bleiben mul 
(Weg 4 in Fig. 5). Durch diese sehr anschauliche Manipulation gewinnt man zu- 
gleich auch den richtigen Umlaufsinn um die einzelnen Pole. 
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Tabelle 2. Integrationswege und Residua fiir Gl. (49). 


Wert der Residua 
4 , ‘Summand ] 2. Summand | 3. Summand 


Integrationsweg 


Al, Summand| 2, Summand | 3. Summand 


<—2a pment 3 5 =. 4 0 
Sue 3 iv Bapts 1 5 —i 0 4 
>—2a een he 2 2 =* F 2 
< 24 es 3 2 —4 | —4t 4 —} 
= 2a 2 1 | z —4 0 + =—=2 
Ae 2 2 2 =—+ t i Om 


Das Ergebnis stellt weiter nichts dar, als eine Summe aus zwei anein- 
andergesetzten DirICHLETschen Sprungfunktionen, wobei auBerdem jede 
Sprungstelle in bezug auf ihre Fluktuation normiert ist: 


G,(v) =4Da(»y + a) —4Da(y—a). (50) 


Diese Funktion hatten wir bereits in 4hnlicher Form in I (72) behandelt 
und ihre Transformierte I (73) gebildet, die sich nur um den Faktor 2 
von dem hier behandelten Beispiel unterschied. Es ist damit auch die 
damals beanstandete Liicke, von Gl. (48) nach (50) zuriickzutransfor- 
mieren, geschlossen. Wahlt man nun 2a>>1/d¢, so ist praktisch im ge- 
samten Frequenzraum G vom Werte } (»< 0) bzw. vom Werte — $(v >0), 
wahrend im ¢-Raum die sin?-Fluktuationen nicht mehr auflésbar sind, 
sondern durch Faltung mit / zum Mittelwert } gewertet werden [vgl. (3)]. 
Subtrahiert man nun G, von der Funktion $, so hat man im Frequenz- 
raum offensichtlich den EinheitsstoB E(v), im ¢Raum aber eine Punkt- 
funktion vom Gewicht 4, von der obiges nivelliertes g,(¢) subtrahiert 
wird. Also hat man damit wieder die Gln. I (76), I (80) des Integral- 
operators, dieses Mal aber auf umgekehrtem Wege abgeleitet: 


oy i : tial 1 1 
Ba PU--—a)=FO BE) => PE — Be. 
Ebensogut kann man auch (50) mittels des Faltungsproduktes durch 


den folgenden Ansatz errechnen: 

“6 = f° sin 27 at 
0 (82) = Da(v) $ [((P(» + a) — P(y — a)] =} Da(v + a) —} Daly — a). 
In gleicher Weise kann man sich unzihlige andere Wege ausdenken, eine 
Funktion des Komplexes (48) in eine Funktion des Komplexes (50) mit 


Hilfe von Faltungsoperationen oder Differential- und Integralopera- 
tionen oder direkt zu berechnen. 
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3. Als weiteres Beispiel wahlen wir 


gy (t) = (eet (51) 


Man sieht sofort, daB ihre Fourter-Transformierte nichts weiter ist als 
das Faltungsprodukt von G,(v). Dieses kann man elementar ausrechnen 
mittels der Definitionsgleichung I (6) eines Faltungsproduktes, worauf 
wir hier aus Raummangel nicht eingehen wollen, und erhalt als Resultat 
$(g,) = DaDa = {0 | | fir |»|>2a \ (52) 

|20(t — =| fir |»|< 2a. | 


Diese ,,Dreieckfunktion‘‘ hatte man ebenso gut durch den Ansatz er- 
rechnen kénnen 


& = 2g,(— P(t — 0) — “ong )—@P(t—0). 


Das rechtsstehende Produkt ist wegen des Momentensatzes I (87) von 
verschwindendem Werte, weil g, in eine Potenzreihe entwickelt nur 
Potenzen mit 21 aufweist. Der Klammerausdruck im ersten Sum- 
manden ist der Integraloperator der FouRIER-Transformation [vgl. I (80)]. 
Folglich ist die FourreR-Transformierte nichts weiter, als das Integral 
der FourteR-Transformierten von 2g,, die selbst ja durch (50) gegeben 
war: 


¥ 


(gs) = f (Da(u + a) — Datu —a)) du. (53) 
Die elementare Ausrechnung fihrt sofort wieder auf (52). Ebensogut 
hatte man nattirlich auch (51) auf manche andere Weise errechnen 
k6énnen. 
4. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion 


EW si F 0 fir t<0 
3) 2 = 
(4) 2 eee sin2zat fiir ¢>0. 


(54) 


Thre Transformierte ist offensichtlich nichts anderes, als das Faltungs- 

produkt aus der Transformierten des EinheitsstoBes E und der sin-Funk- 

tion (die aber fiir imaginares a selbstverstandlich auch den hyperboli- 

schen Sinus darstellen kann). Das Ergebnis schreibt man sofort an: 
- 1 


1 1 ) 
Ble) = 4 (Pw —a) — Pw + a)l|> P+ 52,1 | “A 
al2m | 


at — y . 


= 7; (Pw —a)— Pwt+a)]+ 


Die eckige Klammer stellt einen monochromatischen Anteil der Fre- 
quenz v=a dar und ist eine ungerade rein imaginare Funktion. Der 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 2 
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rechte Summand stellt ein kontinuierliches Spektrum dar, hervorgerufen 
dadurch, daB die Sinus-Schwingungen erst im Zeitmoment f=0 ein- — 
setzt. In der Theorie der LapLace-Transformation in ihrer heutigen 
Form 6¢—6v— 0 findet man bekanntlich leider nur diesen letzten Sum- 
manden mit der Konvergenzabszisse 


Reiv>Rera. (56) 


Fiir reelles a, wo g,, also eine trigonometrische Funktion ist, liegen die 
beiden Punktfunktionen auf der reellen v-Achse, die von der Konvergenz- 
halbebene (56) gerade nicht miterfaBt ist. Fiir imaginares a ist g, eine 
hyperbolische Funktion, die Punktfunktionen liegen diesesmal symme- 
trisch zu yO auf der imaginaren v-Achse, wobei die rechts liegende 
Konvergenzhalbebene die rechts liegende Punktfunktion gerade noch 
nicht ganz erreicht. Auch hier ist also der von der gewohnlichen Analysis 
gefundene Konvergenzbereich des letzten Summanden in (55) wieder 
viel zu klein, werden doch in Wirklichkeit lediglich die beiden Punkte 
y= -+a fir diesen Summanden ausgeschlossen. - 

Diese Beispiele, -die sich durch beliebige weitere erganzen lassen, 
zeigen, welche Erleichterungen es bietet, die Faltungssatze, Punkt- 
funktionen, Integro-Differentialoperatoren und eine funktionentheore- 
tische Integration mitten durch auf der reellen Achse liegende Pole 
ersten Grades anzuwenden. Stets entstehen Identitaten fiir ganze Kom- 
plexe eineindeutig und beliebig oft hin und her transtormierbar, ins- 
besondere diirfte auch nun das in den Gln. (15) und (16) eingefiigte 
Fragezeichen verstandlich sein. Besagte es doch, daB diese Transforma- 
tionsformeln ohne zusatzliche Diskussion ihrer Giiltigkeitsbereiche keinen 
Sinn haben und daB zudem die durch die gewéhnliche Analysis angege+ 
benen Giiltigkeitsbereiche nur einen Bruchteil der wirklich vorhandenen 
Konvergenzbereiche erkennen lassen. 


V. Transformation von Potenzreihen und Multipolsummen. 

Alle beobachtbaren Funktionen &, K lassen sich innerhalb des MeB- 
bereiches und der MeBfehler durch Potenzreihen darstellen. Entwickelt 
man eine derartige Potenzreihe etwa um den Ort ¢=¢g, so stellt sie dann 
offensichtlich eine zu dem Funktionenkomplex von & zugehérige g-Funk- 
tion dar: 


oc 


g(t) = 2X anil : - )". (57) 

Dabei sind die a,-beliebige reelle oder vielleicht auch komplexe GréBen, 

Die Fourter-Transformierte von (57) ergibt sich nach I (67) sofort zu: 
r(v bist} —2a7ivty,. "9 ‘wD : 

G(r) = D' a, e-Baivnn(— 4 pen (yo), (58) 


n=0 
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‘Dabei ist der Multipol n-ten Grades P) nach 166) gegeben durch: 


1 n ae \ A ‘ 
P= (rn) LG) MPO +i amy. 59) 
k=0 . 


(58) ist ebenso wie die TAyLorsche Reihenentwicklung (57) eine stets 
mégliche Form der Darstellung irgend einer Observablen. Es braucht 
hier nicht nochmals darauf hingewiesen zu werden, daB (58) ebenso wie 
($7) nur eine Funktion oder eine Gruppe von Funktionen aus einem 
Funktionenkomplex darstellt, man zur Beschreibung einer beobacht- 
baren Funktion ebensogut also andere Darstellungen als (57) oder (58) 
wahlen kann. Der Multipol P selbst schon stellt einen ungeheuer 
groBen Funktionenkomplex dar, erst recht die Multipolreihe (58). Bei- 
spielsweise kann man von unendlich vielen Punktfunktionen nur stetige 
heraussuchen und die GréBe 4yv-+0 gegen 0 gehen lassen. Dann ist, 
wie wir in I sahen, P weiter nichts, als die -te Ableitung von P. 


1. Dimensionierung von P™: 
P ist stetig, Ay ist sehr klein gegentiber der Breite von P: 
a P 


>(n) 2s 
pm + 


yr (60) 


2. Dimensionierung von P™: 

P ist beliebig, doch ist seine Breite klein gegen Ay. Dann stellt (59) 
nichts anderes dar als ein Gebilde aus » + 1 deutlich voneinander sepa- 
rierten Punktfunktionen, die aquidistant im Abstand 24,» nebenein- 
ander liegen, wobei das Vorzeichen ihrer Gewichte von Punkt zu Punkt 
wechselt. Der am weitesten links bei y= —mA vy liegende Pol hat stets 
das Gewicht +1, der am weitesten rechts bei y=nAvy liegende Pol 
dagegen fiir ungerades » das Gewicht — 1, fiir gerades m das Gewicht 1. 

In Fig. 6 sind diese Gewichte fiir » <10 als Funktion von und k 
dargestellt. Man erkennt, daB sich diese Multipole P mit wachsendem 
n immer weiter iiber die »-Achse ausbreiten und schlieBlich den ganzen 
MeBbereich iiberdecken. Multipliziert man in Fig.6 jede Spalte m = const 


mit a — ". exp (— 227i rt,) und addiert alle diese so gewichteten 
276% | 


/—1 
Multipole, so hat man dadurch entsprechend (58) eine Darstellung des 
gesuchten G(v) gewonnen, die sich als’ ,,Rasterung‘’ der Observablen 
K(y) bezeichnen 14Bt!. Natiirlich’ ist diese Rasterung selbst durchaus 
nicht observabel und auf die mannigfachste Art je nach der Dimensio- 


nierung der P”) durchfiihrbar. Fiir gewisse Falle ist es besonders. 


© “4 Derartige Rasterungen kann man vorteilhaft bei-der Lésung quadratischer 
Integralgleichungen zur Anwendung bringen. Vgl-hierzt HosEMANN-BAGCHI (1952). 
a" 
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vorteilhaft, die Feinstruktur dieser Multipole nach der ersten Dimensio- 
nierung zu wahlen. Dann 1aBt sich entsprechend (60) auch (58) in 
manchen Fallen in eine TAyLorsche Reihe entwickeln. Hierfiir ein ein- 
faches Beispiel: 

eG) =e 2st od hh Gi) = Pi a) - (61) 


Das gleiche Ergebnis erhalt man auch, wenn man zuerst g in eine Potenz- 
reihe entwickelt, dann Glied fiir Glied transformiert und aufs neue als 
Taytorsche Reihe auffa8t und entsprechend umschreibt: 


co 


(—2iat)” . ; a (— 21a)” = 
g=)> " : ee = 7 ty =0:. 
n=0 
Also folgt sofort nach (58): 


Gi) = ) <P =PE +a). (62) 
n=0 


Ein weiteres Beispiel ist im Anhang III gegeben. In den meisten Fallen 

1aBt sich eine Multipolsumme (58) jedoch nicht so einfach in eine nicht 

gerasterte Funktion ihres Komplexes iiberfiihren. Wahlt man als 
Beispiel 

1 i 

éW = aeae  a  aeee (63) 

so 14Bt sich die Transformierte sofort direkt ausrechnen (Anhang IV): 

o(g)=e-"-E(v) bzw. F(g) =e": E(—»). (64) 


Umgekehrt liefert die Potenzreihenentwicklung von (63) und ihre Trans- 
formation : 


g(t) = >) (2a8t)" bzw. >} (— 2x12)" 

n=0 n=0 

a ss (65) 
G(v) = >) (— 1)"P™ bzw. De aa” 


z 
ll 
o 
2 
| 
—) 


Somit folgt das interessante Resultat: 


> (—1)sP™ — fir »<0 66) 
pay e- -7uL vy>0 

= e” fiir v= 0 

ys Pp” is: 

oa) t fir »>0. On 


FaBt man die P™ (ohne daB man dazu natiirlich gezwungen ist) nach 
der zweiten Dimensionierung als gerasterte Multipole auf, so bedeutet 
(67) nichts anders, daB bei Summation aller Rasterpunkte der Fig. 6 
auf der positiven »-Achse die Observable 0, auf der linken »-Achse die 
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Observable e” entsteht. Der Integralwert dieses Resultates laBt sich 
sofort ausrechnen 


Se! 0 
f G(v) dy = fed»y= te 


Diesen selben Integralwert erhalt man auch, wenn man statt der stetigen 
G-Funktion (64) die Rasterfunktion (65) benutzt. Denn nach dem 


15 
_—— 4% 
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a ee 
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Fig. 6. Schematische Darstellung des durch Gl. (58) gegebenen Transformationsmechanismus von Potenz- 
reihen in Multipolsummen und umgekehrt. In der Mitte sind als Funktion von n und k geordnet die Gewichte 
der Punktfunktionen in den Multipolen P™) dargestellt [Gl.(59)]. Multipliziert man diese spaltenweise 
mit den durch Potenzreihenentwicklung gewonnenen Koeffizienten an(1/271)” exp(— 22ivt,) =cp (sche- 
matisch durch senkrechte Pfeile markiert) und addiert die so entstandenen Gewichte langs gleicher Zeilen 
k = const (in der Figur durch waagerechte Pfeile markiert), so entsteht auf der v-Achse (rechts) eine un- 
beobachtbar fein gerasterte Funktion des gesuchten FunktionenkomplexesG der zu transformierenden 
Potenzreihe g. 


Momentensatz der Multipole I (87) liefern hierbei bis auf den Multipol 
P™ — P alle iibrigen P™ das Volumenintegral 0: 


zi 


Die Richtigkeit der Gl. (67) in bezug auf ihr »-Integral ist also nicht 
unerwartet. Nicht so ohne weiteres zu erwarten war aber, daB sich bei 
der Summation der Rasterpunkte in Richtung » (Fig. 6) auf der einen 
v-Achse dabei observabel der Wert 0 ergibt. Denn die Gewichte dieser 


P” dy=f Pdvy=1. 


0 


iM. 


22 i R. HoseMANN und S. N. BaGcut: 


Punktfunktionen nehmen mit wachsendem 7 bei konstantem & doch 
dem Betrage nach ungeheuer schnell zu. Ahnliches gilt auch bei der 
Summation in (66). Da die mit (— 1)” multiplizierten Multipole ent- 
sprechend Fig. 6 spiegelbildlich um y= 0 zu den P™ sind, so ist auch die 
in (64) linksstehende Observable in gleicher Weise spiegelbildlich zu der 
rechtsstehenden. 

Die Gln. (66), (67) haben deshalb eine groBe Bedeutung, weil aus 
ihnen fiir jede konvergierende Potenzreihe (57) zugleich auch die Kon- 
vergenz der Multipolsumme (58) fiir fast alle » folgt. Ausgeschlossen 
sind nur einzelne y-Stellen, an denen Punktfunktionen liegen mit end- 
lichem Gewicht, die observabel natiirlich durch den FaltungsprozeB mit 
H bzw. A nur auf die Fehlerstatistiken H,/ selbst fiihren. 

Der Beweis, daB jede durch eine Potenzreihe (57) darstellbare Obser- 
vable k(t) auf eine durch eine Multipolsumme darstellbare transformierte 
Observable K (v) fiihrt, 1aBt sich auch in anderer Weise mit Hilfe des 
Momentensatzes I (87) fithren: 

Multipliziert man (58) auf beiden Seiten mit v” e?7'**, (m positiv 
ganze reelle Zahl) und integriert iiber alle » des MeBbereiches, so liefert 
rechts nur der Multipol P™ einen von 0 verschiedenen, zu m! proportio- 
nalen Beitrag. Es gilt allgemein darum: 


p ! 
fer ve y™ G(v) dv =a,, aaa ‘ (68) 
Das linksstehende Integral laBt sich als Moment m-ten Grades von G 
deuten, falls 4; =0. Anhang V gibt fiir (68) noch einen weiteren sehr 
elementaren Beweis, der auf Gedanken von GUINIER (1939) zuriickgeht, 
die er bei der Berechnung der Réntgenstreuung an amorphen Hauf- 
werken anwendete. 

Gl. (68) besagt, daB fiir jedes in eine Potenzreihe (57) entwickelbare g 
die Koeffizienten a, dieser Potenzreihe ein direktes MaB sind fiir das 
n-te Moment der Transformierten. Man kann auch sagen, (68) ist die 
Umkehrformel von (58). In gewisser Weise hat sie eine gewisse Ahnlich- 
keit mit der MELLIN-Transformation (10) und ihrer Inverstransforma- 
tion (16). Doch bestehen auch grundsitzliche Unterschiede zwischen 
beiden, .Sind alle Koeffizienten a, und damit also alle Momente (68) 
bekannt, so ist dadurch auch der Funktionenkomplex der G eindeutig 
festgelegt'. Beispiele hierfiir gibt Anhang VI. Die Funktionen 

g(t) = ; m reell (69) 


(4+ (at)2)1 m 
* Bei Beriicksichtigung von einer endlichen Zahl von Momenten von G gibt 
SPENZER (1952) eine Methode an, G naherungsweise als selbstadjungiertes Polynom 


darzustellen und mittels der Gaussschen Methode numerisch zu integrieren. Dabei 
treten Gewichtsfunktionen auf, die den Multipolreihen (58) véllig entsprechen. 
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konvergieren fiir m > 1 nicht mehr einfach, fiir m > 2 nicht einmal mehr 
in quadratischer Mittelkonvergenz, so daB fiir den ersten Fall die Kon- 
vergenzkriterien der Fourter-Transformation, im zweiten Falle die 
erweiterten Konvergenzkriterien nach PARSEVAL und PLANCHEREL 
nicht mehr erfiillt sind. Trotzdem lassen sich mittels (68) alle Momente 
ihrer Transformierten und durch sie viele weitere Aussagen iiber diese 
Transformierten machen, durch die sie als physikalisch beobachtbare 
Funktionen véllig festgelegt sind. (Ndaheres s. Anhang VII.) 

Zum AbschluB noch die triviale Feststellung, daB alle in den vor- 
liegenden Untersuchungen abgeleiteten Beziehungen, falls dies nicht an 
einzelnen Stellen schon sowieso gesagt wurde, kommutierbar auch im 
¢ statt im y-Raum oder im x- oder im b-Raum oder tiberhaupt in anderen 
mehrdimensionalen Raumen anschreibbar sind. Zu beachten hat man 
lediglich, daB hierbei die GréBen 2ai7, 22716, —2zit, —2mix usf. in 
allen entsprechenden Gleichungen einzusetzen sind. Die beobachtbaren 
Funktionen aber kann man durch irgendeine mathematische Funktion 
ihres Komplexes, insbesondere durch eine Potenzreihe, FouRIER-Reihe, 
DirIcHLeEtTsche Reihe oder LAURENTsche Reihe, wenn man will aber auch 
als Multipolreihe anschreiben. Die Ergebnisse werden stets beobachtbar 
dieselben bleiben. 

Der AEG-Fabrikenleitung danken wir fiir ihr férderndes Interesse. 


Zusammenfassung. 
1. Es wird in Erweiterung einer friiher gegebenen Darstellung I 


(s. FuBnote 1, S.1) der Zusammenhang zwischen MeBfehlerstatistik 
h, H, also mittlerem MeBfehler 67, dv und MeBbereichgestaltfunktion s, S, 
also mittlerer MeBbereichgrGBe t,,, v,,, dargestellt und der Begriff unbe- 
obachtbarer Einzelheiten von Funktionen mittels gewisser Faltungs- 
operationen prazisiert auf Eigenschaften dieser Funktionen auBerhalbihres 
MeBbereiches und innerhalb von Umgebungen, die durch die begrenzte 
Prazision des Beobachtungsorganes nicht auflosbar sind. Zudiesen gehéren 
alle geniigend schmalen Fluktuationen, Funktionswerte auf Nullmengen 
und Feinstrukturen, soweit sie mit Punktfunktionen zusammenhangen. 

2. Die klassische Funktionentheorie beschaftigt sich allein mit dem 
Spezialfall 6¢=6v—=0. Hierbei ergeben sich zunachst scheinbare Vor- 
teile der LapLace- und MeEL.in-Transformation gegeniiber der unbe- 
holfeneren FourreR-Transformation, die aber bei einer Grenzbetrach- 
tung 6t-0, dv—>0 durchaus nicht mehr bestehen. Diese drei Trans- 
formationstheorien sind dann nichts weiter als durch unterschiedliche 
Substitutionen entstandene unterschiedliche Ausdrucksweisen des glei- 
chen Sachverhaltes. 

3. Beschrankt man sich im Gegensatz zur bekannten F unktionen- und 
Transformationstheorie auf die Betrachtung des (oftmals ungleichmaBig 


94 R. HosEMANN und S. N. BaGcui: 


konvergierenden) Grenziiberganges O6¢>0, 60, so hat man es 
statt mit Gleichungen zwischen speziellen mathematischen Funktionen 
g,G schlechthin nunmehr mit Gleichungen zwischen Funktionenkom- 
plexen g,G zu tun, wobei ein Auswechseln spezieller g, G-Funktionen 
eines Komplexes selbst im Grenziibergang 6f->0, 6v—>0 nicht beobacht- 
bar ist. Insbesondere iiberwindet man so die in der Literatur oftmals 
beklagte Unbeholfenheit der Fourter-Transformation vollig. 


4. Hand in Hand mit dem Grenziibergang 6¢—>0, dv—>0 ergibt sich 
die Notwendigkeit, die Funktionentheorie derart zu erweitern, daB auch 
Wegintegrale mitten durch Pole hindurch erlaubt und nicht nur als 
Hauptwerte definiert sind. Insbesondere fiihrt dies auf die Notwendig- 
keit, die bisher iibliche Definition des Logarithmus zu erweitern. 


5. Die Transformation von Potenzreihen laBt sich gleichfalls im 
Limes verschwindender MeBfebler eineindeutig Glied fiir Glied durch- 
fiihren. Dabei entsteht eine Transformierte, die nichts weiter ist als die 
Summe von verschieden gewichteten Multipolen P. Die einzelnen 
Gewichte der P” entsprechen den Koeffizienten der Potenzreihe ihrer 
Transformierten und sind somit in jedem Falle fiir beobachtbare Funk- 
tionen angebbar. Bei entsprechender Dimensionierung der Multipole 
kann man auch sagen, die Multipolreihe stelle die beobachtbare Funktion 
mittels einer unbeobachtbar feinen ,,Rasterung dar. 


6. An Hand einer Reihe von Beispielen wird gezeigt, wie man diese 
Multipolreihen in gewissen Fallen durch TAyLorsche Reihen, in anderen 
Fallen mittels eines Momentensatzes in bekannte Funktionen ihres 
Komplexes zuritickverwandeln kann. In anderen Fallen gelingt eine der- 
artige Umformung bisher noch nicht, doch wird gezeigt, daB auch dann 
die durch derartige Multipolreihen dargestellte Funktion dennoch ein- 
deutig definiert ist, wobei auch ihre wesentlichen inneren Eigenschaften 
angegeben werden kénnen. 


7. Auf die besondere Bedeutung des Begriffes eines Funktionen- 
komplexes als Hilfsmittel zur Darstellung beobachtbarer Funktionen 
wird immer wieder unter Hinzuziehung zahlreicher Beispiele hingewiesen. 
Insbesondere ist es vom Standpunkt physikalisch beobachtbarer Funk- 
tionen aus sinnlos, selbst beim Grenziibergang gegen verschwindende 
MeBfehler von Funktionen als solchen zu sprechen. Man hat zur Be- 
rechnung irgendwelcher physikalischen Probleme vielmehr stets ein 
unersch6pfliches Reservoir mathematischer Funktionen zur Verfiigung, 
aus denen man sich die fiir die spezielle Berechnung geeignetsten Funk- 
tionen willkiirlich aussuchen darf, ohne daB sich dadurch an dem ge- 
wonnenen Ergebnis beobachtbar irgend etwas andert. Es wird zum 
Ausdruck gebracht, daB dieser Sachverhalt insbesondere fiir die theo- 
retische Physik von Bedeutung ist. 


Begriindung einer Algebra physikalisch beobachtbarer Funktionen. II, 25 


Anhang I. 


Rekapitulation des JorDANschen Hilfssatzes, 

Es sei f(z) definiert fiir alle z der komplexen Zahlenebene und gehe mit | z| + 00 
gleichmaBig gegen 0 derart, daB fiir noch so kleines ¢>0 stets ein R gefunden 
werden kann, so daB alle | /(z)|< « fiir alle |z| => R. Dann ist stets in der komplexen 
Zahlenebene ein Integrationsweg 2 oder 3 zu finden (s. Fig. 5) derart, da®B 


+00 
J(a)= J fe ***dz=0, a reell. (70) 


Zum Beweis schreibe man z= Re? = R(cos B+ i - sin £). 
Dann wahlt man fiir 
a>0O den Weg 2 (Fig.5), also —aSBS0; R->oo; 
a<0O den Weg 3 (Fig. 5), also m=2B20; R->0o. 


Sicher ist dann 


+co 0 
| J(a)| <J | F(z)| err aRsing |dz| <Re J eT 27R asin B| dB 


fiir beide Wege 2 und 3, indem auf ersterem a >0, sin B <0, auf letzterem a<0, 
sin B > 0, stets also der Exponent des Integranten negativ ist. Der rechtsstehende 
Integrant ist in bezug auf P=2/2 bzw. —2/2 symmetrisch. Integriert man also 
nur von 2/2 bzw. —2/2 bis 0 und multipliziert das Resultat mit 2, so erhalt man 
dasselbe Ergebnis. Beachtet man ferner, daB in diesem verkleinerten Integrations- 
bereich gilt 


[sin p| > 1781 
so folgt die Abschatzung 
a/[2 
| J(a)|< —2e ie <r 


Der rechtsstehende Quotient aber geht mit a+=0 und mit Roo nach Voraus- 
setzung gleichmaBig gegen 0, womit erst recht (70) bewiesen ist. Der Spezialfall 
a=O findet seine Erledigung mit Hilfe von Punktfunktionen usf., wie dieses im 
Vorangegangenen und in den folgenden Beispielen gezeigt wurde. 


Anhang II. 


Beweis von Gl. (42). 


Zu berechnen sei das Integral 
Zz 


du 
w= {fF | (71) 
a, 

langs des durch Fig. 3 dargestellten Weges. Dieser besteht aus zwei geraden Strek- 
ken 1, 2, die sich in w= 0 mit dem Winkel y treffen. y >0 bedeute, daB der Knick 
in Richtung des Integrationsweges gesehen nach links, y<0, daB er nach rechts 
erfolge. Im Beispiel der Fig. 3 ist also ersteres der Fall. y= +2 bedeutet, daB der 
Integrationsweg wie bei Fig. 2 geradlinig durch den Pol bei u=0 hindurchlauft. 
Man sieht sofort, daB langs beider Wege 1, 2 stets du/u reell ist, wobei allerdings 
stets bei u—0 ein Vorzeichenwechsel des Quotienten stattfindet. Also kann man 


26 R. HosEMANN und S.N. BaGcut: 


ganz analog (25) bis (27) auch beliebig nahe bei «=O auf beiden Wegteilen 1 und 
2 Elemente du/u finden, deren Summe immer exakt den Wert Null hat und findet 
fiir den in Fig. 3 gezeichneten Integrationsfall einfach 


: Zz 
He) =Igl2| — Ielal=J8 |. (71a) 
Setzt man hier a, = 1 undz=|z|e!”, so folgt bei sonst beliebigem Integrationswege 
(Fig. 4) mit einem Knickwinkely in u= 0, also einfach 


f(z) =1g|z| +ip+iy+ 2zin, (72) 


wobei n die Zahl der ganzen Umlaufe um z=0 angibt. Im Fall der Fig. 3 speziell 
ist n=O und p+y=0, so daB man das Resultat (71a) erhalt. Im Fall der Fig. 4 
dagegen ist nur »—0. Bei geradlinigem Durchstechen des Poles folgt weiterhin 
insbesondere die durch (43) angegebene Gleichung mit den oben beschriebenen 
zwei aquidistant ineinander geschachtelten RizemMaNNschen Flachen und bei oft- 
maligem Durcheilen der Stelle ~=0 mit dem jeweiligen Knickwinkel y, die all- 
gemeine Gl. (42). Wird insbesondere der Pol iiberhaupt nicht angeschnitten, so 
existieren auch keine derartigen Knickwinkel und man hat wieder die klassische 
Definitionsgleichung (44) des Logarithmus vor sich, was zu beweisen war. 


Anhang III. 


Ein weiteres Beispiel fiir eine durch TayLorsche Reihenentwicklung ausrechen- 
bare Multipolsumme (58). 


Es sei 
g(t) =sin2zat. (73) 


Die Potenzreihenentwicklung liefert 


g _¥S aan im 4 
B=, (2m + 1)! ae (74) 


n=0 


Ersetzt man hier — 1 durch #, so ist nach (58) 


apse iO (— a)?*42 en41) 
“=F 2, Gata (75) 


n=0 


Subtrahiert man hiervon eine Multipolreihe, in der stets — @ durch a ersetzt ist, so 
erhalt man einfach 2G. Die Summation darf nun aber statt nur iiber alle ungeraden 
Potenzen ebenso gut tiber alle ganzzahligen Potenzen erfolgen, da sich bei dieser 
Differerizbildung jeweils zwei Summanden mit gleichen geraden Exponenten hin- 
wegheben. Also folgt aus (75) eine Multipolreihe, die sich unter Benutzung der 
ersten Dimensionierung (60) fiir die Multipole sofort als Taytorsche Reihe der 
stetigen Punktfunktion selbst auffassen und umrechnen 1aBt: 


~ 


{ Pr) 
Go) = 3 ay a = + (Pw ay— Pr +ay). (76) 


n=0 


Dieses Ergebnis hatte man natiirlich ebenso gut auch direkt aus (73) durch Trans- 
formation erhalten kénnen, 
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Anhang IV. 
Beweis von Gl. (64). 


Aus der Definitionsgleichung (21) fiir den ,,EinheitsstoB' E(v) folgt: 
Co 


e-1/,—¢F re P (2mtt—c)y , ! % Ses ie 
wy te E(»)) = fe dy = 9 fir Mec>o. (77) 
0 


Speziell fiir c= 1 folgt hieraus die linke Seite von (63). Die rechte Seite von (64) 
1aBt sich entweder mittels des ,,einseitigen LApLacr-Integrales‘‘ berechnen oder 
einfacher durch die Bemerkung, da8 fiir 


wv? (G(r)) = g(t) sofort folgt §4(G(— »)) = g*(d), 


wobei g*(/) konjugiert komplex ist zu g(¢). Setzt man wieder g= 1/(c — 2mit) und 
¢=1, so hat man die rechte Seite von (63), (64) bewiesen. Das ,,Umkehrintegral‘‘ 


r i a 
1 Serer baw, v ern (77) 


errechnet sich sehr einfach mittels des JoRDANschen Hilfssatzes (Anhang I). Im 
ersten Falle liegt bei t=c/2a1, also auf der unteren imaginaren ¢-Achse ein Pol 
vom ersten Grade, im zweiten Falle ein solcher auf der oberen imaginaren t-Achse 
bei ¢= —c/2z1. Fiir y<0 integriert man im weiten Bogen iiber die obere Gauss- 
sche ¢-Halbebene (Weg 3 in Fig. 5), fiir » >O entsprechend iiber die untere Halb- 
ebene (Weg 2 in Fig. 5) und erhalt bei »< 0 fiir das linksstehende Integral (77a) 
den Wert 0, fiir das rechtsstehende Integral (77a) das Residuum 


—2zxirt 
1 é ‘ 
—— ee as 
271 t—1t¢/2z% 


Fiir y >O erhalt man in gleicher Weise fiir das rechtsstehende Integral (77a) den 
Wert Null, fiir das linksstehende aber das Residuum 


1 : 2atvt 
— .—- ———_—dt=e "°, y>0. 
211 (+ ic/2n 
Fiir c= 1 ergeben sich hieraus, was zu beweisen war, die in (64) angegebenen Trans- 
_formierten von g. 
| 


Anhang V. 


Ein anderer Beweis fiir (68). 
| Entwickelt man ¢27'*! in eine Potenzreihe um t= fy, so folgt 


0° 
ermivt = tinh Ba Ald dee t)) ay (78) 


Also folgt fiir die Inverstransformierte irgendeiner Funktion G (vy): 


ay (t —t))"* = elt); 


1G) = f aw) 27"! dv= : 


ime 


wobei 


ay = [eri vil G(») do (78a) 


nN. 
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gesetzt wurde. Durch die Substitution (78) erhalt man also bei Transformation 
von G automatisch die Transformierte g in Form einer um ¢=f#, entwickelten 
Potenzreihe. Multipliziert man in (78a) schlieBlich noch beide Seiten mit n\|(22%)", 
so hat man damit auf diesem ganz anderen Wege wieder (68) erhalten, was zu be- 


weisen war. 


Anhang VI. 


Beispiele fiir Multipolsummen (58), die mittels der Momenten-Gleichung (68) 
durch eine ,,entrasterte‘’ Funktion ihres Komplexes ausdriickbar sind. 


4. Es sei ; 
/). = —_—}, -wobel a >0, und reeil ist. 79 
:0=7a GR" (79) 
Die Potenzreihenentwicklung von (79) ergibt 
co oo 
g= > (at)?"(— 1)* = D (iat)?”. 
n=0 n=0 
Also ist nach (68) wegen f, =0: 
0 fiir m>0O und ungerade | 
SoG) éu= | m! ene fir m=O und gerade. (80) 
% 


Hieraus [ebenso aber natiirlich auch aus (79)} folgt entsprechend (31), daB G(r) 
in bezug auf y=0O eine gerade Funktion ist: 


G(v) =G(— »). (81) 


Erinnert man sich ferner an die Definitionsgleichung der Gamma-Funktion I’: 
Cc 
f x™e—* dx =I'(m +1), m>—1, (82) 
0 


die man fiir ganzzahliges m auch in der Form schreiben kann: 


+co =. 
rf) fiir m ungerade 
7 x™ eo '*ldx ; (83) 
—0o 2-:m! fir m gerade. 


und beachtet man die Ahnlichkeit zwischen (80) und (83), so liegt der Ansatz nahe 


i —|v/ 0 fiir n 

G(v) =e we : dh, Jw Gds=— a u mu gerade 
2Am!c™ fiir m gerade. 

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich 


a % a 
c= : A=—, dah: G(r) = Raye 
2x a G(») hrs : (84) 
Diese Funktion hatte man ebenso gut auch direkt aus (79) ohne Potenzreihenent- 
wicklung berechnen kénnen. 


2. Es sei : 
g(t) =e“, wobei a>O und reell ist. (85) 
Die Potenzreihenentwicklung ergibt in ahnlicher Weise wie oben: 
~ ~ 
YN" _(a8** ce (iait)?" 
7 os . —_ = 
earn (1) y ni! , 


n=0 n=0 
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Also ist nach (68) wegen ft) =0 wieder: 
0 fiir m ungerade 
Jo™Gdv = fa. J" m! 
€ ; (m/2) ! 


(86) 


fiir m gerade. | 


Erinnert man sich an eine aus (82) fiir die Gausssche Funktion (85) ableitbare Be- 
ziehung (y ganze positive Zahl) 


Eee 


0 fiir » ungerade 


Segmat= jz 1 (87) 


a (2a)? (r/2)! fiir yr gerade, 


so zwingt die Ahnlichkeit dieser Gleichung mit (86) zu dem Ansatz 


+60 te) - fiir y ungerade 
G(r) =Ae"" an. ff v'Gdy= Ard Pour (88) 
—co |x ey. ia)! fiir y gerade. 
Der Koeffizientenvergleich zwischen (86) und (88) fiihrt sofort auf die Lésung: 
. F : 
| a Re el a a (89) 
7% c\x a 


_Natirlich hatte man dieses Ergebnis auch wieder direkt aus (85) ohne Potenz- 
_reihenentwicklung erhalten k6nnen. 


Anhang VII. 
Zur Transformation der Gl. (69). 
Schreiben wir 


oo c& 1 
Gm (¥) = & (Sm) = & ( Gia) , (90) 
so ist die Lésung fiir m = 1 offensichtlich schon durch (79) und (84) gegeben worden. 
_ Fiir ganzzahliges positives m erhalt man nach dem Faltungstheorem offensichtlich 
durch m-fache Faltung von G,, die bekannte Funktion G, zuriick: 


P= ——~ i ae A ofa 
| Cm Om +--+ Gu = Gi = Te pi (91) 
) 13 m 


Umgekehrt kann man ebenso gut sagen (vgl. HosEMANN-BaGcHI 1952), Gy, sei 
die m-te Faltungswurzel von G,: - 
Gin = VGy. (92) 


Fiir moo geht (69) innerhalb des MeBbereiches in eine Funktion vom Werte 1 
iiber, also ist ihre Transformierte eine (nicht die) Punktfunktion: 


P=limG,,. (93) 


m—> CO 


Im Gegensatz zu den vielen, friiher in I (39) bis I (47) besprochenen Punktfunk- 
tionen geht diese also durch m-fache Entfaltung (91) stets iiber in die bekannte 
Funktion G,. Aus (68) folgt ferner, entsprechend (79) und (80) ableitbar 


(6) fiir n ungerade | 


pet : : 
f Gm dy= (- sm (2 yim fiir n gerade. { 
n 20 


(94) 
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Es sind also alle Momente positiv und nehmen fiir m >14 mit wachsendem Grade » 
immer mehr ab, fiir m<1 mit wachsendem » aber immer mehr zu. Da ferner 
&m (0) =1 fiir alle m, so ist umgekehrt fiir alle m 


f Gydv=1. (95) 


Dieses Ergebnis konnte man ebenso gut auch aus (84) und (91) ablesen. SchlieBlich 
folgt aus (58) noch die Darstellung von G,, als Multipolreihe: 


co 


oS ote) Spe 06 


n=0 
Beachtet man noch, da das Integral 


+co 


Ff sm(t) dt = Gm (0) _ (97) 


nur fiir m< 1 endlich ist, so kann man aus den Gln. (90) bis (96) folgende Aus 
ae fiir die Funktionsklasse der G,, - 
. Alle G,, sind in bezug auf y—0 ae Funktionen [vgl. (81)]. 

2. Alle G,, haben das gleiche Volumenintegral (95) vom Werte 1. 

3. Alle G,, sind observabel iiberall positiv. Denn nach (94) sind alle ihre Mo- 
mente positiv. 

4. Die Werte von G,, im Symmetriezentrum v= 0 steigen monoton mit wach- 
sendem m gegen unendlich [vgl. (97)], haben dabei aber stets ein endliches Volumen- 
integral, also an dieser Stelle den Charakter einer Punktfunktion, die als solche 
nur in bezug auf ihre Lage und ihr Gewicht observabel ist. 

5. Die Momente (94) der G,, werden mit wachsendem m immer kleiner. Die 
G,, ziehen sich mit wachsendem m also auf einen immer kleineren Bereich um v= 0 
bei konstantem Volumen zusammen, um sich mit m—> oo einer Punktfunktion (93) 
zu nahern, 

6. Mit abnehmendem m-— >0O werden die Momente der G,, entsprechend (96) 
immer gréBer. Die G,, verbreitern sich also bei konstantem Volumen immer weiter 
und gehen mit m-—0 identisch in » gegen Null, 

7. Der Funktionsverlauf der G,, ist fiir m= 1 beobachtbar iiberall zur v-Achse 
zugekehrt konvex, bis auf die Stelle v=0O, wo eine Spitze auftritt. 

Fiir m < 1 tritt bei y= 0 keine Spitze mehr auf, sondern ein Maximum mit ver- 
schwindendem Differentialquotienten. In einer mit abnehmendem » gréBer 
werdenden Umgebung von »=0 ist G dann konkav bis zu ¥ <»,. Bei 9, liegt 


ein Wendepunkt. 
- 


Literatur. 

Dirac, P. A.M.: The Principles of Quantum Mechanics, 3. Aufl. Oxford 1951.— 
ge” G.: Handbuch der LapLtace-Transformation, Bd. 1. Basel: Birkhauser 
ALD, P. P.: Proc. Phys. Soc. Lond. §2, 167 (1940). — GurInrgr, A.: 
tesbs Ser. A Nr. 1854 u. Nr. 2721. 1939. — Hosremann, R., u. S. N. Baccur: 
Acta Cryst. 5, 749 (1952). — SomMERFELD, A.: Vorlesung iiber theoretische Physik, 
ox 6, Partielle Differentialgleichungen der Physik. Leipzig 1947. — SpENzER,'L. 

: Phys. Rev. 88, 793 (1952). ' ae 


’ 


Berlin-Dahlem, Kaiser Wilhelm-Institut fiir Physikalische Chena 


LZ” 


. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 3148 (1954). 


<< °* Oo 


Die Beugung elektromagnetischer Wellen 
an einem Kreiszylinder. 

j Von 

: Isao IMal, 

Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 1. September 1953.) 


Die Beugung ebener elektromagnetischer Wellen an einem Kreiszylinder ist kiirz- 
lich in einer sehr geistreichen Weise von FraNz und DEPPERMANN auf dem Wege 
uber Maues Integralgleichung, begriindet durch einen physikalischen Ansatz, 
untersucht worden. Es wurde gezeigt, da das Ergebnis in befriedigender Uber- 
einstimmung mit Versuchen von Limpacu iiber-die Beugung yon cm-Wellen an 
Metallzylindern steht. — In dem hier vorgelegten Aufsatz wird dasselbe Problem 
rein deduktiv behandelt. Es wird dazu von der bekannten Lésung in Form einer 
unendlichen Reihe ausgegangen. Diese Lésung wird in ein Randintegral in der 
komplexen Zahlenebene umgeformt und das Integral dann mittels des Residuen- 
‘satzes und der Sattelpunktmethode ausgerechnet. Es wird gezeigt, daB die Resi- 
-duenglieder den ,,Kriechwellen’* von FRANz und DEPPERMANN entsprechen und das 
Sattelpunktglied der geometrisch-optisch reflektierten Welle. Weiter wird festge- 
stellt, daB das Glied, welches bei FRANz und DEPPERMANN die Reflexion von der 
Schattenseite des Zylinders reprasentiert, nicht wirklich existiert. 


1. Einleitung. 

In einem sehr interessanten Aufsatz haben kiirzlich FRANZ und 
DEPPERMANN [1] die Beugung ebener elektromagnetischer Wellen an 
einem Kreiszylinder untersucht, dessen Achse senkrecht zur Fort- 
schreitungsrichtung der Wellen steht. Unter Verwendung der Integral- 
gleichungsmethode, wie sie von MAUE [3) entwickelt worden ist, geben 
die Verfasser eine genaue Untersuchung fiir den Fall, daB k-a>1 und 
(R* a/24)' =0(1) ist, worin a den Zylinderradius und 2a/k=A die 
Wellenlange bedeuten. Um die MaAvesche Integralgleichung zu losen, 
stellen sie folgende physikalische Uberlegung an: Im Falle k:a>1 
werde das Strahlungsfeld wesentlich dadurch charakterisiert, daf} ‘die 
Zylinderoberflache in zwei Bereiche scharf geteilt sei, die Lichtseite und 
die Schattenseite (nach der geometrischen Optik). Bei genauerer Be- 
trachtung werde ein Wellenpaar auftreten, das von der Lichtseite zur 
Schattenseite lauft und um den Zylinder mit exponentiell abnehmender 
Amplitude ,,herumkriecht“. Auf Grund einer solchen Uberlegung neb.- 
men FRANz und DEPPERMANN als Lésung der Integralgleichung die 
Uberlagerung der einfallenden Welle mit einer geometrisch-optisch 
reflektierten Welle und Kriechwellen an. Die so erhaltene Lésung finden 
sie in bemerkenswert guter Ubereinstimmung mit Versuchsergebnissen 
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von LimBacH iiber die Riickstrahlung von 9,1 cm-Wellen an Metall- 
zylindern verschiedenen Radius. 

In dem hier vorgelegten Aufsatz wird dasselbe Problem rein deduktiv 
ohne Riickgriff auf eine solche physikalische Uberlegung wie dort be- 
handelt. Die bekannte Lésung in Form einer unendlichen Reihe, welche 
im Falle k- a<1 angemessen ist, wird zundchst in ein Randintegral 
in der komplexen Zahlenebene umgewandelt und sodann mittels des 
Residuensatzes und der Sattelpunktmethode ausgerechnet. Das Er- 
gebnis ist sehr ahnlich dem von FRANZ und DEPPERMANN erhaltenen, 
abgesehen von den dort auftretenden Gliedern, die einer Reflexion von 
der Schattenseite entsprechen. Es wird gezeigt werden, daB diese nicht 
einleuchtenden Glieder einem schwachen Punkt ihrer Rechnung ent- 
stammen. 


2. Elektrisches Feld parallel zur Zylinderachse. 
Lésung in Form einer unendlichen Reihe. 


Betrachten wir die Beugung einer stationaren ebenen elektro- 
magnetischen Welle an einem vollkommen leitenden (unendlich langen) 
Kreiszylinder. Die einfallende elektro- 
magnetische Welle nehmen wir als par- 
allel oder senkrecht zur Zylinderachse 
polarisiert an und denken uns ein System 
von Zylinderkoordinaten 7,q,z mit der 
z-Achse in die Zylinderachse gelegt 
(Fig. 1). Zunachst betrachten wir den 
Fall, daB der elektrische Feldvektor © parallel zur Zylinderachse 
schwingt, |€|—=,. Wir haben dann die Wellengleichung 


OP.zZ 


Pig, {. 


; (4 +k) E,=0 (2.1) 
mit den Randbedingungen 

E,=0 bei r=a (2.2) 

Eyes Ee gta eee fiir TY Fo. (2.3) 


Die einfallende Welle (oberer Index ¢) ist dabei mit der Amplitude 4, 
der Wellenlange A = 2 2/k und in Richtung der Ebene g = 0 fortschreitend 
angenommen, Die den Randbedingungen (2.2) und (2.3) genligende 
Lésung von (2.1) ist bekanntlich 


E.=E*+ Es 
mit ee (2.4) 
nee, Va) Se ae ee 
Es Tt _"m i Ho) (k 7 . Hy» (Rk . r) *“cos (m *() (2.5) 
und 


6 = 4, é& = 2 fir m=1,2,3,.... 


a | 
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ie Konvergenz der unendlichen Reihe ist gut, solange k«a<4, und 
ird um so schlechter je gréBer k- a, dh. je gréBer die Frequenz wird, 


3. Exakte Lésung in Form eines Randintegrals. 
Die exakte Lésung (2.5) soll zuniichst in ein Randintegral umgeformt 
werden. Mit der Abkiirzung 


f Ces ae oT ’ cos ( 
F(a) il H® (k-a) By (h bie sin ( - (3. 1) 


atk” hs ean i. eee 


Esicht man sofort, daB 
: 
| 
if 


5 Pha) da = —Res{f(x)]e-n 


“mm Jm(F * = ( ; 
—-—1 “HO (koa HM) (k-r)-cos(m-—), 


-worin der a heias C,, ein kleiner Kreis 
mit dem Mittelpunkt bei « = m (m= 0,1, 2,3, ...) 
ist, wie in Fig. 2. Ein Vergleich von (3.2) mit 
(2.5) laBt erkennen, daB8 

‘ 

. : 1 

| ic) pf He) -da. (3.3) mee 


4 . 14 


-C bezeichnet hier die Randlinie, wie sie in Fig. 2 dargestellt ist. Dieser 
Integrationsweg kann, wie in Fig. 2 angedeutet, umgeformt und unter- 


teilt werden, so daB 
‘ D 


B S ¥ ic 
pes ee ee) (3.4) 
| , oe 0 a ee 
A, B,D,E,F,G liegen auf einem groBen Kreis vom Radius Rk, der 
schlieBlich unendlich groB angenommen wird. Als Funktion von « 
betrachtet sind auch #,(s=1, 2,3,...) Nullstellen von H” (k- a). Nun 
ist aber 


H(z) =" « [e-tan. J (2) —J_,(2)] 


sin(za) ~ 
: 


und bei konstantem z fiir «co 
1 Zz \% tone 1 = é°z \% 
Lohboapeacls) teh dae tea) 


unter Verwendung der StirLinGschen Formel 


I'(a +4) baie 
Infolgedessen gilt 


Hy” (z) ~ ‘J_a(4), 
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sin (% 77) 


a. 
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wenn der Realteil von « positiv ist. Ferner ist fiir positive p 
cos (ag) ~e-i#7/2, sin(az) ~i-e'*7/2 fir Im(a) >0, 
cos(ag) ~e%?/2,  sin(ax) ~—7-e'*7/2 fir Im (x) <0. 

Nach Einsetzen in (3.1) findet man fiir groBe || 

fiir Im(a) >0 


F } alk . ia(ax— 
fla) vac ertant. Jat 7 (br) (= i) - e'x(2—9) 
sgh tiles le+h-a\e (v\—-% ‘ 
rw — 74-e@ (3 ere (2) —>oO, fiir |a|—roo, 


fiir Im(a) <0 
fad ah 


: mi e—2(4-9) 
sin (% 1) ; 


was fiir |«|—+co ebenfalls zum Grenzwert /(x)—>0 fithrt. Es folgt also, — 
daB 


Bo ery kt 
f=f=J=o0. (3.5) 
A’ D> # 
Weiterhin ist 
D 0 D oD 
Ste) -da=f+f=f[f(%)+f(—)] -da 
B BaP 


und aus den Beziehungen 
Aw (z) — git. H{) (2) 5 


4% J,,(z) —8%- J_,(z) = — +" - sin(ax) - H(z) 

folgt, daB 

f(a) + f(— a) = — +1 -2- HO) (k- 7) - cos(ag) 
und damit 

2 ay 

JU) As hey? I eae ee (3.6) 

0 
F 
Wir wenden uns nun dem Teilintegral f /(«)- da zu, zerlegen den 

Faktor = 
cos (a @) oth. 9? 


— — —4- eia(x—-¢) 1 4G. 


: et? 4 Qsa(2x—e) 
sin (% 2) ett _ ,—tan itm eam 7 


und entsprechend 


f(x) = f(a) + fo(a), 
worin : 9 G7 


. ia(—¢ x(k a 
f(a) = —t-a-e (3 ) wary” Hee), (3.8) 


—ianj2 (ia ia(22—q) 
fy (x) ——e Ea ie a (e +e" - 7) Jx (ka) s (1) 


| gin a eter 7 . H® (ka) cd (R i r) (3.9) 
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ist. Da f,(«) keine singulare Stelle zwischen den Weglinien EF und 


EDBF hat, ist einfach 


F orrigk x 
Si(@)-da=f+f+f. 
E SI: tae 
Durch eine ahnliche SchluBfolgerung wie bei (3.5) ist leicht einzusehen, 
dab 
ace) da =o. 
E B 


Erinnern wir uns, daB 
Je (2) =4- [HO (2) + He) (z We 
so kénnen wir weiter schreiben 


fi (%) = fg(«) + fy (x) 


mit 
: ei(> —¢) = HY? (ka) 
H® (ka) 


= 
2 
ile) = —¢- Zita). HIN (k- 7). 


Infolgedessen wird 


Tilsen tis) da} ite 
E D D 


Steeda =f [f,(@) + fs(— o)]-do 


> AM (kr), 


(3.10) 


(3.11) 
(3.12) 


(3.13) 


0 
= 6. [eG 9. Haar) +e 2-9. Heyer) |-da 


D 
D 
=in-fit- HY (kr)-cos(xg)-da, 
0 
also nach (3.6) 


B 


Tide te Liichige. 
D D 


(3.14) 


Durch Kombination von (3.3), (3.4), (3.5), (3-7), (3-13) und (3.14) er- 


halten wir abschlieBend 


D 
Dy )-da. 
so fit 3 wav [he g 


(3.15) 


Es sei bemerkt, da® dieser Integralausdruck noch ebenso exakt gilt wie 


die Reihenentwicklung (2.5). 


, 

| 

: 

| 

| 

| i 

0 
2 i=. i*- HO) (Rr) - (e'*? + e149) da 
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F 
4. Auswertung des Integrals { f,(@)-da. 
E 


Wir gehen nun an die Ausrechnung der Linienintegrale in (3.15) fiir 
F 


den Fall & - a>>1 und betrachten zunachst f f, - da. Nach dem Residuen- 
satz ist = 


F 
+ [ faa) -da = > Res [fe (2) eae (4.4) 


ZI. 
E 


wobei die «, (s=1, 2,3, ...) die Nullstellen der Funktion H,” (ka) von 
# sind. Im Anhang B sind die «, berechnet zu 


7 hea} rs 53+ Ana Ame) 4 o(-ex)}- (4.2) 

Darin sind die Nullstellen 7, von H;" (7) (als Funktion von 7) 
ch Saiialed 4, 2,375) (4.3) 
und die Nullstellen x, der Funktion J, (x) + J_,(x) von x haben die Werte 
X = 2,3834466, X%_ = 5,5101956, usw. (4.4) 


Zufolge der Definition (3.9) ist nun 
buh te 


Res [fa (Tamas = 9-8 0 0 rae 


ias(22—g) 


- HY) (kr) x 


x Jim ga) 
In Anhang C ist gezeigt, daB 
. (x — a) * Jy (Ra) t . 5 fda HY (n,) 
lim s__~o = —~¢ $-I- _—— 
ees H® (ka) 2 (ay ie HY (ns) 
= Vine Jy (#3) R 3° mee A. 1 37, \t , m8 
2 Sg(%s) — J_g (4s) ka t 30 \k- “4 }. 


Wenden wir noch die bekannte Formel [5] 


H® (2) = | ‘a a ; ams +) I, ~4et — 1 


3 \ Siz 


+o) (45) 


fiir das asymptotische Verhalten bei |z|>>|a| an, so erhalten wir . 
schlieBlich 


F . 

1 : 4 _ y3. Seda © ka\h 2 ‘ 7 

om fh) da = <a eee ee ee 
E 


ys ime eT ei ts(24—¢) - x, of (¥5) 
— 


1 — et tite Jy (%5) — Jy (%s) ° 


x {1A sgrtnin. (38) fy sat 
30 \ ka Sikr |° 


(4.6) 
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dD 
5. Auswertung des Integrals | f,(«)-d«. 
| B 


i 
_ Nach der Formel von Desye [5] fiir das asymptotische Verhalten 
‘der Hanxetschen Funktionen ist 


1 


b - - / 2 \4 ev 
Hi*) (x/cos ?) =\=ss0) + ebF (0) (5.1) 
mit 
. F(8) =ta(tge —d) — 

Wretitevs 5 ae | 5.2 
. oe 4 is oi a -( 12 -ctg? ? + 1 -ctg 0) |. O(a a) ( ) 
und daher mit « = k-a-cos? 
Pa Ns . . 
Gar = e2 Fe) =t- exp a5 ka(sind? —# cos) m 


, poets je hpi. 3) 
= ae j : fe = cte*d) 5 0 (aaas)| 


'Setzt man die in (4.5) und (5.3) gefundenen Ausdriicke in (3.41) ein, 
so erhalt man 


) =, 
| fy (a) > ae » gilkr—x/4)—2ika-g(8) ye | 
| Breil) 
4+k?-a?-cos?*} — 1 t 1 5. 1 
2 mee a ie a ee 
mit 
. g(#) = sind — (9 ee 7) C088. (5.5) 


D 
Die Ausrechnung des Integrals [ f(a) - da soll nun nach der Sattelpunkt- 
B 


| . . 
-methode vorgenommen werden. Wegen g’ (J) = (#—q/2) «sin # liegt der 
-—Sattelpunkt bei #=g/2=%, und in seiner Umgebung gilt 


: — #,)* zt, - (8 —#,)* d—#,)* 
g(0) =sindy- {14+ © ae a a Paes are fo}. (5.6) 


Demnach wird 
D a rea na) 2 
5 ‘ M | i(kr—4—2ha-sindy) , ika-sind,-(0—0,)* 5 
J fg(a)-da =—ka meee 4 fe 0 x 
B B 
— (9 — 0)" = 


x {1—2-ika-sind,-| 3 


=" ctg I, (9 —0,) 


2 i fy 4+ kh? a® + cos?) —1 
mS k2 a® + cos? Dy - (0 —By)® — — oo ce 
; : 5 . 2 A. | ai qd. a 
Sep (4 + 2 8 d)r sind: di. 
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Nach der Substitution # —3, =£ =t- e ‘74 treten hier die Integrale auf 


Dias. ’ er eA P'(n + 4) 
—1b& , fan. — p—in(an+l)/4 . bf, yan. dt — i. , 
ne fan. di =e ye: iat (5-7) 


mit b=ka-sin#,. Nach ihrer Auswertung ergibt sich dann letztlich 


[tle -da=t7 VS . gik(r—2a-sind) sy , 
3 oz 2r 
(5.8) 
4° kh? a®- cos? I == ty i ) 
> ] 
worin 5 = g/2 


” x aw 8ikr " 2ka-sind, \sin?, 
Einsetzen von (4.6) und (5.8) in (3.15) liefert die gesuchte Lésung E} 


io 3S) 


6. Magnetisches Feld parallel zur Zylinderachse. 

Dieser Fall kann im allgemeinen ahnlich wie der vorige behandelt — 

werden. Ist der magnetische Feldvektor § mit |$|=H,, so sind die 
Komponenten des elektrischen Feldvektors € 


ws E=w—.—s.. eee 


# tk 8 6¢r 


Zz?) 


ae tkr @y 


Auf der Oberflache eines leitenden Zylinders ist E,=0. Die Rand- 
bedingungen lauten daher 


oe =0 fir r= @€ (6.2) 
cr 
H,—> Hf =e'*®r ose fir roo. (6.3) 
Als Lésung der Wellengleichung findet man sofort 
H, = Hy + H3, (6.4) 
wobei es 
Ss ce 7m Im (ka) 
H; = —», Ey, ts HW’ (ka) ‘ Hy) (kr) " Cos (m1 @) ‘ (6.5) 
m=0 


Man sieht, daB sich diese Gleichung von jener (2.5) nur dadurch unter- 
scheidet, da8 J,, und H,” durch ihre Ableitungen J,’ und H\’ ersetzt 
sind, Eine ganz ahnliche Rechnung wie in Abschnitt 3 liefert 
. 
_— 1 ; 
Hs =. [ ga(a)-da — fate (6.6) 
E 
mit den Abkiirzungen 


; eee eth 1 gia (Sa— q) k 
§2(%) pe ee sian eaten Se H\ (kr) (6.7) 


3 1 ix ip H® k 
g(a) = —Sp-ea 9). 50a . Han (br). (6.8) 
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Diese Gln. (6.6), (6.7) und (6.8) entsprechen den Gln, (3.15), (3.9) und 
(3.41). Zunichst ist wieder 
F 


a | Lo(a) da =>, Res [g» (%) Jams, » (6.9) 
E <=? 


-worin f, die Nullstellen der Funktion Hj" (ka) von p sind. Nach der 
im Anhang D durchgefiihrten Rechnung ist 


B= ha-{1—>-(3%)' + (ha)-t-[ 5 Ges + + Gelra}}, (640) 


-worin 


Race Ott 4, (6.11) 
die Nullstellen der ae H"}(e) von e sind und die Nullstellen +, 
der Funktion /j;(y) —J_3(y) die Werte haben 

| ¥, = 0,6855477, V2 =3,9027650, usw. (6.12) 


Ahnlich wie in Abschnitt 4 ergibt sich 


| iB.g , .18,:(a—¢) f 
<2, nz. © “+e 'F q) Te («x — Bs) ‘Ja(ka 
’ Res [g2(«) 1.2, sth 36 oa . es - ad e tbs “Ay . (Rr) HO” (Ra) 


a % 
_ Hier ist nun 


lim (a — B,) -J3.(k a) ae St o—¥ aps H™ 3 (es) 
a=B, H®’ (ka) 2 de, H™»’(e,) 


“SIG EP Jz (¥s) ka \h f wie ae, ‘ie 
: 2 Ji (¥s) + Ja (Vs) ey, % > (Ra) 5 (3 &,) 30 3 E,) If 


So erhalt man schlieBlich, entsprechend der Gl. (4.6) 


— 


F a 
3 ent te fee. kes 
st: [ ele) dx =" a? é (Ra) gsc Grex 
E 


Y, > Laka Af gh Gav) Z (3 y)—¥-Jy (y;) 
, er IB, J, (Vs) te J_4(¥s) (6.13) 
s 


x {! — (ka)-¥- ent [= By.) 4 — * “(908 4 


4fi— 1) 


x {1 ~ “Bikr J° 


. . . . Hi 2 
 Differenzieren wir nunmehr in (5.1) Hj?) nach #, so finden wir 


HOa) _ 5. nina al) x | 
HY)" (ka) ' 


| x {1 ~ | 5 j rar + =) 1 O(a) 
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Weiterhin gehen wir ganz ahnlich wie in Abschnitt 5 vor und finden 


ic (x) -da=— ni |/een ee - gik(r—2a-sind) x 
ce 
(6.15) 
4h? a?- cos? By — 1 i Hi ‘ ra | 
Sikr 2ka: sin’, (sin? a, 1 sf 


Nach Einsetzen von (6.13) und (6.15) in (6.6) gelangen wir schlieBlich 
zu dem gesuchten Ausdruck fiir H?. 


ot 


7. Endergebnisse. 
Zusammenfassend haben wir die folgenden Ergebnisse: 


I. Elektrisches Feld parallel zur Zylinderachse. 


(af etkr-cosp (7.1) . 
yo A, a~ sin (p/2) « gtk (r—2a-sing/2) x 
4 2r 
___4F? a®+ cos* (p/2) — 1 i 3 1 
e {! 8ikr  2ka-sin(g/2) bs ~~ sin? (@/2) }} + (7.2) 
+ (ka)k- ol i(kr+x/12) . Dae lithe Stil — 1838) 
- 1 — e2zia, Sikr 
mit 
—— ee “Ty (x aces. 
== Dis: Rae fq 4 1. gins. (342) 1 
aller rie Sr ‘a yes aa "fe 
= a in/s, [ 3%s i ‘ pi x) 3%; \i 
a, =ka {ibs -€ (5 =e)" — + efit. (278)! 4 +} (7.4) 
und 
Jy (%,) + J-y(%,) = 0. (7.5) 
Die numerischen Werte von x,, A, und «, sind folgende! 
% = 2,3834466 (7.6) 
= 0,9107193 - {1 + 0,1237171 - ef - (ka)- (7.7) 
a = ka-{1+1,8557571- peed — 0,0914794 - e-'*8- (ka)-i} (7.8) 
¥_ = 5,5101956 f (7.9) 
Ay = 0,6942728 - {1 + 0,2163072 - e'73 - (ka)~3 (7.10) 


Ot = ka-{1 + 3,2446076-e'*3- (ka)—} — 0,3509160- e-i73- -(ka)~§}. (7.44) 


i Den Berechnungen wurden die Angaben der NBS-Tabellen [4) zugrunde 
gelegt. 
+ Watsons Wert 5,6101956 (vgl. [5], S. 751) ist nicht ganz richtig. 


. 


ee cm 


Le 
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II. Magnetisches Feld parallel zur Z ylinderachse. 


He — etkr:cosp (7.12) 
HS — jae" 7 et k(r—2a-sin(¢/2)) ~ 
2r : 
{ 4k? a®+ cos? (p/2) — 1 i 3 { \ 
{ee al doe Ree ; sf cocan wie 
* \ Sikr 2ka- sin (p/2) ke Sint oat 
r gat 
+ (ka)*- ge urn ( 3) 
iB.y , iB, (2x—¢@) 2 
Milt Siti ol gierettre 2 
x DB, 1 — e@ 78, fC Sikr 
mit 
er | ak (3¥,)74 "Fy vs) 
. Jy (vs) + Jy) (7.14) 
54 4 gixl (ka)-3 1 (3 ,)3 — - (3 y,)73 taal 
‘ | 30 SY Vs 
Bp, =ka {1 + nis (2s ‘_— ei2/8 (ka)~i x 
(7.45) 


Fx) —-4 (vs) = 0. (7.16) 
Einige numerische Werte von y,, B, und f, sind folgende: 
VY, = 0,6855477 (Fale) 
B, = 1,5322785 - {1 — 0,0990300 - e'7/8 - (ka)—3} (7.18) 
B, =a: {1 + 0,8086166 - e'7/3- (ka)—§ — 0,1454634 - e'*8 (ka)—4} (7.19) 
V2 = 3,9027650 (7.20) 
B, = 0,7851980 - {4 + 0,1568277- e'7/3- (ka)-8} (7.21) 
Bo—=ka-{1 + 2,5780962 - e'7/3- (ka)—§ — 0,0817566-e-*7*- (Ra) 8}. (7.22) 


8. Vergleich mit den Ergebnissen von FRANZ und DEPPERMANN. 


Zur Erleichterung eines Vergleichs sollen die Resultate von FRANZ 
und DEPPERMANN in unsere Bezeichnungsweise umgeschrieben werden!. 
Fiir den Fall: Magnetisches Feld parallel zur Zylinderachse hatten sie 
erhalten 

H; = Hi, + yg + ths + the (8.4) 


1 Es ist zu beachten, daB der Winkel ® bei FRANz und DEPPERMANN mit 
unserem gy durch die Gleichung ® + y= 37/2 verkniipft ist. 
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mit a+ sin” . 
ba ie Sa 2, pk (r—2a-sin al = me (8.2) 
F 2 P 


16°ka-sin — 
2 


eae a he aes Ory a R gk (rs 2a-sin 2) (8.3) 
ha: sin? © / 2r- sin 
elk (r+aq) f (ka)*+ A (p) eal | 3 
Se es m 7 4 
Fi, |2kr 1,416 1 — A(2n)-e?7**4 f ( ) 
gk (r+a(22—¢)) | (ka)? A (2x—g)-e7/? 
=- a -+ 44,116 -— a : +++} 8. 
Fi 2 ky l : {—-Ataxn-2™ (8.5) 
inje, (#@\3. 
A(g) = exp (— a F716. | os } ¢| (8.6) 
a = 2,33246: e-'7/8 + 0,419: (ka)-i. (8.7) 


Entsprechend fiir den Fall: Magnetisches Feld senkrecht, und damit 
elektrisches Feld parallel, zur Zylinderachse 


H= 71+ Het+Hst+ Ay (8.8) 


asin £ ik(r—2a-sin® ) 31 
Hi= |) ee iat 92 3 °| (8.9) 


16-Ra-sin 
2 


H, ie ad 1 a eee : attr: 2a-sin-2) (8.10) 
ka-sin? * 2r -sin . 
eb h(r aq) f (ka)'+ B(g) eit 12 
ee a GLA ie a 
)24r ie % 1— B(2x)-e?***4 at 
_ pik(r-+-a(22—q)) bg in/l2 
Fie gee 10.76 _ (Ra)* B(aa—q) + eb Pa 
=e \2kr | oe 1— B(2z)-e?***a oa 
F , ka\h 
B(p) =exp(—B- ein. (4%) 9), (8.13) 
B = 5,35205 ein (8.14) 


FRANZ und DEPPERMANN deuten nun die Anteile mit den Indizes 14 
und 2 als von der Lichtseite, bzw. Schattenseite geometrisch reflektierte 
Wellen und die Anteile mit den Indizes 3 und 4 als vom oberen (p =2/2), 
baw. unteren (@ = 32/2) Schattenrand herkommende, um den Zylinder 
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herumkriechende Wellen. Zu dieser Zusammensetzung gelangten sie von 
dem Integral 


ah (i pele 
Hs = eiri/4. |/ tee er [ cos(g —) » gn tka cos(p—P) . 44 (0) dg (56a)} 


Sar 
0 


her, worin nach (5), (14), (45) 


| si D * 
u(Q) =2-(1— eae fiir 62p=k 
und 
=C- A(y — 2) . etkale—a) + A(2x — ¢)- pika(2x—q) 
1.— A (22) - ertika — | 
21A (40) 
ae =tag - e~tka-sing fiir aw pry 
vd wal <p < 20. 


Nach FRANZ und DEPPERMANN liefert die Auswertung von (56a) nach 
der Methode der stationaren Phase vier Anteile (8.2) bis (8.5) entspre- 
chend vier Stellen stationaérer Phase 


3 53 Kis 7 
Pe et 5 +=; aD ea und WD ot oF 


Wir werden sehen, daB die Ergebnisse von FRANZ und DEPPERMANN 
den unsrigen sehr ahnlich sind mit Ausnahme einiger Abweichungen. 
Der auffallendste Unterschied ist, daB unsere Formeln micht die H,, und 
H,, entsprechenden Glieder enthalten. Eine Nachpriifung der Rechnung 
von FRANZ und DEPPERMANN ergibt nun, daB die fraglichen Glieder dort 


einem Rechenfehler entstammen. Das Glied 


2i Ay 


aoe ne ee MR Yi AO 


dort ,,Rest der Primarerregung im Schatten“ genannt, ist nicht haltbar. 
Man kann es namlich zuriickverfolgen bis auf das zweite Glied in 

re 4 7 bys =. . p—tkha-sindD i -9 
I,=—2-Ag:(14 as) e (x<@D<2n), (29) 
welche Gleichung richtigerweise ersetzt werden miiBte durch die ein- 
fachere noe 

Jp Aga Fee? (7<OD< 22). (29’) 


Tatsachlich kann (29’) sofort aus (28) durch Einsetzen von (14) und (15) 
hergeleitet werden. Der Ausdruck (29’) fiir J, fallt aber vollstandig, bis 


1 Gleichungsnummern ohne Punkt beziehen sich auf den Aufsatz von FRANZ 


und DEPPERMANN. 
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zur GroBenordnung (ka), heraus, so daB die einfallende Welle im 
Schattengebiet (7<@®<2z) [GI. (26)] zum Verschwinden des zweiten 
Glieds von (40) fiihrt. Eine Reflexion von der Schattenseite her tritt 
folglich nicht auf, wie es ja auch physikalisch einleuchtend ist. 

Ferner fehlt in (8.2) das letzte Glied —7- (2ka- sin*gy/2)™ aus der 
geschweiften Klammer von (7.13), obwohl es seiner GroBenordnung nach 
beizubehalten ware. Man wiirde es aus (56a) jedoch miterhalten, wenn 
das zweite Glied — 2i - (2ka- sin? gp)! aus der Klammer von (14) [siehe 
dazu (5) und (45)] beriicksichtigt bliebe. 

Zum SchluB noch ein Vergleich der numerischen Werte. Vergleicht 
man (7.13) mit (8.4) und (7.2) mit (8.11), so sieht man leicht ein, daB 
a und B bei FRANZ und DEPPERMANN sich in unseren Bezeichnungen 
ausdriicken lassen durch 


ee 24 a in/3. - 

a= —(Z7) ~*~ (by — ka) | ee 
= 2,3324537- e—'7/8 + 0,4195890 - (ka)—i 
— — 24 \h in/3 , = 

Sakae) Oe ee (8.16) 
= 5,3529206 - e*7/5 + 0,2638724 - (ka)—#. 


Die Ubereinstimmung mit (8.7) und (8.14) ist iiberraschend gut. Anderer- 
seits sollten die Zahlenwerte 1,116 und 0,763 in (8.4) und (8.11), welche 
die Starke der Kriechwellen relativ zur geometrisch reflektierten Welle 
angeben, unseren Werten B,=1,5322... und A, =0,9107... in (7.18) 
bzw. (7.7) entsprechen. Die Unterschiede sind aber ziemlich groB. Hier- 
zu ist zu bemerken, daB FRANZ und DEPPERMANN ihre Werte durch ein 
Verfahren erhalten haben, bei dem die beiden Lésungen fiir das Licht- 
gebiet und das Schattengebiet in einem Ubergangsgebiet aneinander an- 
geschlossen werden miissen, wo ihre Genauigkeit sich nicht tibersehen 
1aBt. So sagen die Verfasser selbst, daB eine genauere Aussage iiber den 
Fehler bei diesem Verfahren nur schwer méglich ist. Bei unserer Be- 
rechnung werden die Zahlenwerte automatisch durch Auswertung von 
Randintegralen erhalten, ohne ein besonderes Verfahren wie das An- 
einanderschlieBen von Lichtgebiet und Schattengebiet. 


Dariiber hinaus liefert unsere Rechnung auch Kriechwellen héherer 
Ordnung, welche in den Gleichungen von FRANZ und DEPPERMANN 
fehlen. Sie werden reprasentiert durch A,, «,; B,, 8, mit s=2,3,4,.... 


Nichtsdestoweniger ist anzuerkennen, daB FRANz und DEPPERMANNs 
Arbeit das groBe Verdienst hat, die physikalischen Verhaltnisse bei den 
Beugungserscheinungen klargemacht zu haben, die Uberlagerung von 
geometrisch reflektierter Welle mit Kriechwellen. 


~ ._ os 
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Mathematischer Anhang. 


A. Asymptotische Lésung 
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


Kiirzlich hat der Verfasser [2] die asymptotische Lisung der linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 


d*®D 


dx? 


---+a@®-P(x):-O®=Q fir  a-+c (A 1) 
behandelt, worin 
P(x) =a,-x-(A+0,-x+0,-x2+-->), @0 (A2) 


ist. Es wurde gezeigt, daB die beiden unabhangigen Lésungen @,,@, 
in der Form dargestellt werden kénnen 


Q,.=Pt-P,, (A 3) 
mit 
W,o=exp(tiazt SO 4 £0) + o@-) fir xt0 (A4) 
und 
P= (22) G28 ab-f- HE (1) +0(a-8) fir x=0(0"%). (AS) 
Darin bedeuten 
z=f Pi(t)-dt (A 6) 
0 
d? pt , apt 
Se oe oe es Pe ; 
Q 7 as ax (A 7) 
=-(+ Bta-rithth- at 
. 5 4) 5 1 
Q, (2) =[(@ +34) det ees (A 8) 
0 
C= (E—4b-A x 2-H), nau (E+$ Ayu? &)t (A9) 
Gs c§ + Axe, x? = a? + Ay. (A 10) 


Ferner kann aus den obigen Gleichungen hergeleitet werden, daB 


aP,,s = (2) -is8-Ph-(3 +a;) ak -mh x 
dx a 2 
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B. Nullstellen der HANKELschen Funktion H}” (ka). 


Die BrsseL-Funktion Z, (a + e*) geniigt bekanntlich der Differential- 
gleichung 

Z 

ax 


4 a+ (e* —1)-Z=0. (B 1) 


Bei Anwendung von (A 1) ist dann 


PyH=2"—1 (B 2) 
und infolgedessen 
34 (5 a ee 
A= 105 , he =a , A= 13475 —~ (B 4) 
Setzt man nun : 
de & (Bo) 
so wird 
z=tgd—#. (B 6) 


Durch einige Umrechnung kann man zeigen, daB 


Hg? 25) =ith-ctgh d-zb-f- HI! (n) + 0(a-8) fir z=O(«-!). (B7) 


& cos 


Die Wurzeln der Gleichung 
H" (ka) =0 (B 8) 


sind daher naherungsweise gegeben durch 
HY) () =0, (B 9) 


wenn 7 nach (A 9) definiert wird mit 


a—=k-a-cos?. (B 10) 
Setzen wir nun 
He F<, x>0 (B 11) 
und benutzen die Beziehungen 
eae i —iax 
A (e **) == 7‘ [(2- cosam-e : —1)+ J, (x) — (B 12) 
— (2: cos am — e-***) + J_,(x)], 
2 —i%. y»\) — io. tax a 
HY?) (6-1 + x) = ———- [eia™- J (x) — Jig(x)), (B 13) 
so finden wir im besonderen fiir « = 4 
( —ix 2 —ix 
HM (art x) oe i SC (x) + Fis], (B 14) 


H(" (e-** + 2) = ii -e—*#/8 . [e-inl8. Jx(x) — J_y(x)]. (B45) 
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Die Nullstellen von Hj? (n) sind daher gegeben durch 


aa s= 4.3.5, 0.5; (B 16) 
wobei x, die Wurzeln der Gleichung 
Jy) + Ly(x) =0 (B 17) 
sind. Aus (A 9), (A 10) und (B 6) erhalt man 
n = ka-(sin? —8- cos) + 0(«4), (B 18) 
woraus man durch Auflésen nach # tindet 
= fant, f Srenfi Gh s — 
ea(ay fete} we 
Dies setzen wir in (B10) ein und erhalten 
Sey PE OE 0 ae a ed 
eka {1 ‘ (; ay + 355 5° (32) 4 \. (B 20) 
Dementsprechend sind die Nullstellen von H,* (ka) 
peers see yt (ee 
#,—ka {! 2 at 420 Fe ne }. eau 


worin 7, sich nach (B 16) ergibt. 


. (a) 
C. lim | = Fra | 
a=Os 


am HP (ka) + H¥ (ka) 

eS “lim |( 2 H® (ka) 
‘ ] H® & (ka) a) 

are ‘im [( ~ %) "(kay 
HY (n) 

ma i-4-tim pea’ APG 7 wegen (B 7) 
{ My dx Hf? (ns) 

a 2 “a > ( dy hy ‘Ns ae (7s) ; 


Mit Hilfe der Beziehung 
Hy (z) a = 7 H, (2) 3 H,,_, (2) 
und der Gln. (B 12) und (B 13) findet man aber sogleich 


HP (n) —_ V3-e +S, (48) 
HY” (mn) Jy (#s) — J-g(*) © 
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Ferner kann (da/dy),,_,,, aus (B 20) berechnet werden. Insgesamt erhalt 
man dann schlieBlich 


. Jha) | _, V3, Sg) 3s) 
Jim (% — a.) * Fr Gea) 2 ck es J, (#) — J_3(*s) (ra) a (C 4) 


D. Nullstellen der Ableitung H{?” (ka) der HANKELschen Funktion. 
Aus (B1) und (A 11) 1aBt sich herleiten 


H2”(ka) — . Axe) 
“H@"(ka) Hs; (e) ’ oe 
worn “ 
e=n+4-3-1-a-i-n-! (D 2) 


ist, und 7 und « durch (B 18), bzw. (B 10) gegeben sind. Die Nullstellen 
B, der Funktion H!"’ (ka) von & lassen sich also durch die Nullstellen 
é,(s=1, 2,...) der Funktion H"}(e) ausdriicken. Auf dieselbe Weise wie 
in (B) erhalt man 


és = 7 ical Vs» (D 3) 
wobei y, (s=1, 2,...) die Wurzeln der Gleichung 
Ji(v) —L-4(v) =0 (D 4) 


sind. Lést man nun (D 2) in ganz ahnlicher Weise wie unter (C) nach 
a(=f,) mit e=e, auf, so findet man schlieBlich 


ae eee ay rv |S ; pap lee -3 
B, = ka {1 2 F ka Migs -)'. 120 5 (3 &;) i|+ 
“= A )\ o-7 
' A2- gg? /{- 
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Messung der Turbulenz und von Turbulenz- 
komponenten mit Hilfe der Koronaentladung. 


Von 
WILHELM Fucks. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. Oktober 1953.) 


Es werden Mefergebnisse zum Existenzbereich der Korona mitgeteilt bei Para- 
metern, die fir die anemometrische Verwendung der Korona passend gewahlt 
wurden. Fur eine Entladung in str6mendem Gas wird der Einflu8 der Strémungs- 
geschwindigkeit auf den Koronastrom untersucht und verschiedene Wirkungen 
werden quantitativ getrennt. Die obere Grenzfrequenz des Korunaanemometers 
wird abgeschatzt. An Hand des Verlaufs der anemometrischen Steilheit in Ab- 
hangigkeit von der Str6mungsrichtung wird gezeigt, wie bei kleinen Turbulenz- 
graden die Turbulenzkomponenten einzeln gemessen werden kénnen. 


1. Einleitung. 

Uber die Verwendung von elektrischen Vorstromentladungen zu 
MeBzwecken wurde bereits friiher vom Verfasser und Mitarbeitern be- 
richtet {7}, (2), [3]. Dabeisind als Vorstromentladungen die elektrischen 
Entladungsformen mit steigender Kennlinie bezeichnet, die sich bei von 
Null ansteigender Spannung ausbilden, ehe die Ziindung einer Glimm- 
oder Bogenentladung eintritt. 

Speziell mit Hilfe einer Koronaentladung kénnen in besonders ein- 
facher Weise alle Gasentladungsparameter und deren instationadre 
Anderungen sowie mechanische Schwingungsvorgange [4] gemessen 
werden und zwar innerhalb von Parameterbereichen, die physikalisch 
und technisch interessant sind. Insbesondere kann die Koronasonde als 
Anemometer zur Messung der Turbulenz und ihrer Komponenten sowie 
zum Studium gasdynamischer Vorgange [5] verwendet werden. 


2. TowNsEND-Entladung und Koronaentladung. 


Der Ubergang von der TowNseND-Entladung in die Korona ist fir 
unsere Messungen von Interesse. Der TOWNSEND-Strom einer nicht 
kiinstlich vorionisierten Anordnung ist praktisch Null; die Korona setzt 
unstetig bei einer bestimmten Anfangsspannung U, mit meBbarer 
Stromstiirke ein und geht bei der Ziindspannung U, in eine Glimm- oder 
Bogenentladung iiber. Auf den Existenzbereich U,—U, der Korona 
kommen wir im nachsten Abschnitt zu sprechen. 

Man erhdht den TowNsEND-Strom um mehrere GréBenordnungen 
durch eine sehr starke Ultraviolettbestrahlung der Kathode, die mit 
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einer Quecksilberhochdrucklampe erzeugt wird und die mit Hilfe eines— 
ellipsoidischen Reflektors auf die Kathode konzentriert wird. Dabei 
ordnet man die Hg-Entladung in dem einen, die Kathode in dem anderen — 
Brennpunkt des Ellipsoids an. Mit dieser Anordnung 1aBt sich der Uber- | 
gang von der TowNsEND-Entladung in die Korona, der sich jetzt stetig 
volizieht, im einzelnen verfolgen. Die Strom-Spannungskennlinie ist zu 
groBeren Strémen und kleineren Spannungen hin verschoben. Durch 
Abdecken der Quelle des UV-Lichts stellt man fest, ob man sich im 
Gebiet der TownsEND-Entladung befindet (der Strom geht auf Null 
zuriick) oder im Gebiet der Korona (die Entladung brennt weiter). Beim 
Abschalten der UV-Bestrahlung baut sich die Entladung ab und wird ~ 
stationdar, wenn die Stromstarke den Wert erreicht, der der Kennlinie 
ohne UV“ entspricht. Die Stromstarke im Gebiet der Korona ist also — 
unabhangig von der Vorgeschichte der Entladung. n 


7 


4 


3. Zum Existenzbereich der Koronaentladung. 


Einen reproduzierbaren Kennlinienverlauf kann man nur erwarten, 
wenn wohldefinierte Verhaltnisse beziiglich Elektrodenmaterial, -form 
und -oberflache und beziiglich des Gases geschaffen werden. Mit Spitzen, 
wie sie vielfach bei der Untersuchung der Korona verwendet wurden, — 
erscheint es unmoglich, tiber einige Zeit hin reproduzierbare Ergebnisse 
zu erzielen. Es wurden daher fiir den vorliegenden Zweck von Anfang 
an kugelférmige Elektroden verwendet. 


Elektrodenkugeln, besonders solche geringer GréBe, lassen sich in 
idealer Vollendung erzeugen, wenn man Enden von Platindrahten im 
elektrischen Bogen zum Schmelzen bringt. Der Schmelztropfen flieBt 
wegen der hohen Oberflachenspannung des Platins von selbst in Kugel- 
form zusammen. Platinkugeln, wie sie friiher vielfach durch Schmelzen 


in der Wasserstoff-Flamme erzeugt wurden, haben oft keine einwandfreie — 
Oberflache. 

In Fig. 4 sind fiir zwei verschiedene Elektrodendurchmesser d die 
GréBen U, und U, in Abhangigkeit vom Elektrodenabstand L aufge- 
tragen. Der Existenzbereich wird mit wachsendem L schnell gréBer und 
verschiebt sich zu gréBeren Spannungen hin. Mit wachsendem Elek- 
trodendurchmesser verschiebt sich der Existenzbereich ebenfalls zu 
gréBeren Spannungen {6}. 

Statische Strom-Spannungskennlinien fiir verschiedene Elektroden- 
abstande sind in Fig. 2 gegeben. Um die Reproduzierbarkeit der Kenn- 
linien zu untersuchen, wurden Kennlinien mit neu erschmolzenen Elek- 
troden und nach mehr oder minder langer Brenndauer aufgenommen. 
Es zeigt sich, daB nach einer Brenndauer von einer Stunde die Kenn- 
linien sich innerhalb der MeBgenauigkeit reproduzieren. Auch nach 
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einer Brenndauer von 12 Std konnte keine meBbare weitere Verschiebung 
der Kennlinien festgestellt werden. Bei den Messungen fiir Fig. 2 wurden 
diese Erfahrungen beriicksichtigt. 


4. Die Raumladungs- und Ionisierungsverhaltnisse 
’ in der Koronaentladung in ruhendem und in stromendem Gas. 

Bei der Diskussion der physikalischen Vorgiinge bei der Z weikugel- 
_korona in ruhendem Gas (7) beschranken wir uns hier auf den Fall, daB 
die Kathode praktisch als geerdet 
anzusehen ist (,,positive Zweikugel- 
korona‘). uw 

Bei den Verhaltnissen, unter 
denen wir die Koronasonde betreiben, 


| 
See th Bo Me Se a 7 Dp 73 WKV 15 
L —_—e mm 1 
Fig. 1. Existenzbereich der Koronaentladung. Ein- Fig. 2. Strom-Spannungskennlinien der Koronaent- 
_ satzspannung Ug und Ziindspannung U; als Funktion ladung. Elektrodenabstand L als Parameter. Anoden- 
des Elektrodenabstandes. Ausgezogen: Elektroden- durchmesser d4 = 1,15 mm; Kathodendurch- 
durchmesser d=0,85 mm; gestrichelt: d=0,5 mm. messer dx = 1,10 mm. 


liegt die Feldstarke vor der Anodenkugel, wenn die Raumladung Null 
ist, also etwa kurz vor der Ziindung, in der GréSenordnung von 10° V/cm. 
Im iibrigen Feldbereich betragt sie etwa 10% der Anodenfeldstarke. 
Wenn in einem Bereich von einigen Zehntel Millimetern vor der Anode 
das Verhiltnis E/p (E = Feldstarke, p = Gasdruck) einen Wert von 
etwa 90 V/cm Torr erreicht, so lést ein , Anfangselektron“ eine Elek- 
tronen- und Ionenlawine aus. Die Elektronen der Lawine wandern sehr 
schnell auf die Anode hin ab und lassen die positive Raumladung zuriick. 
Mit der Lawine entstehen Photonen. Diese erzeugen in dem umgebenden 
Gas neue Anfangselektronen, von denen weitere Lawinen gestartet 
werden kénnen. Die Ionisierungswahrscheinlichkeit fiir diese neuen 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 4a 
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Anfangselektronen ist am kathodenseitigen Ende der zuriickgebliebenen 
positiven Raumladung der ersten Lawine maximal, da hier die Feld- 
stirke erhoht ist. Es starten also vornehmlich neue Lawinen vor dem 
kathodenseitigen Ende der positiven Raumladung, die von der ersten 
Lawine stammt und die so entstehenden neuen Lawinen miinden jeweils 
in die positive Raumladung der fritheren Lawinen ein. Indem sich dieser 
Vorgang fortsetzt, wachst die positive Raumladung in den Raum zwi- 
schen Anode und Kathode hinein. Diese Entwicklung sei ein ,,Aus- 
bruch“ (,,burst‘’ nach L. B. Lorex [7}) genannt. 

Etwa 10-8 bis 10-7 sec nach dem Start des ersten Anfangselektrons 
ist die Spitze des Ausbruches in Feldbereiche vorgedrungen, in denen 
auch unter Beriicksichtigung der Felderhdhung vor dem kathoden- 
seitigen Ende der positiven Raumladung die Feldstarke nicht mehr aus- 
reicht, um neue Elektronenlawinen zu starten. Etwa 107° sec nach dem 
Ende eines Ausbruchs ist die positive Raumladung von der Kathode 
abgesaugt. Dann kann an der alten Stelle ein neuer Ausbruch einsetzen. 

Wahrend des Aufbaues des ersten Ausbruchs haben Elektronen in 
der Nachbarschaft der ersten Lawine ebenfalls Lawinen gestartet. Es 
bilden sich Ausbriiche im ganzen Raumbereich vor der Anode, soweit 
die Feldstarke hinreicht. Nach etwa 107° bis 10~* sec ist dieser seitliche 
Ausbreitungsvorgang abgeschlossen. 

Eine stabile Korona besteht also aus einer statistischen Folge von 
einzelnen Lawinen und Ausbriichen, die sich im ganzen Raum unmittel- 
bar vor der Anode entwickeln und die in ihrer Gesamtheit eine positive 
Raumladungswolke vor der Anode entstehen lassen. 

Die Entladung ist von Leuchterscheinungen begleitet, die sich bei 
Elektrodenabstanden und Spannungen beobachten lassen, welche gegen- 
uber den bei den anemometrischen Messungen iiblichen Werten etwa 
verdoppelt sind. Unmittelbar vor der Anode zeigt sich bei einer Ent- 
ladung in Luft ein intensiv blaues Leuchten, welches mit steigender 
Spannung die Anode zunehmend bedeckt. Diese leuchtende Anodenhaut 
besteht aus der oben beschriebenen statistischen Folge von Ausbriichen. 
Thre Ausdehnung ist also ein MaB fiir deren Ausdehnung. Mit steigender 
Spannung leuchtet auch der zunadchst dunkel erscheinende Entladungs- 
raum, die Transportzone, in der Zentralen schwach violett. Kurz vor 
dem Erreichen von U, bilden sich aus dem Anodenleuchten heraus 
leuchtende Raumladungskaniale (,,streamer‘‘). Sie stellen die Weiter- 
entwicklung eines Ausbruchs dar, durch die bei weiterer Spannungs- 
erhéhung unmittelbar der Durchschlag erfolgt. 

Findet die Entladung im strémenden Gas statt, wobei die Strémungs- 
richtung zunachst senkrecht zur Zentralen der Entladungsanordnung 
angenommen sei, so verursacht die Strémung eine Deformation der 
Raumladungswolke zwischen den Elektroden. Dies laBt sich an den 
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Leuchterscheinungen beobachten. Bei Einsetzen der Gasstr6mung gehen 
die Leuchterscheinungen zuniachst zuriick. Steigert man die Spannung, 
so zeigen sich die Leuchterscheinungen erneut, jedoch nicht mehr in der 
Zentralen, sondern durch die Strémung aus der Zentralen herausgedrangt 
und etwa bogenférmig zwischen den Elektroden verlaufend. Bei kon- 
stant gehaltener Spannung kommt die Deformation der Transportzone 
einer Vergr6éBerung des Elektroden- 90° 
abstandes gleich. Infolgedessen 
sinken sowohl der Anodenstrom 
als auch der Kathodenstrom gleich- 
maBig ab. 

Diesem Effekt iiberlagert sich 
ein zweiter EinfluB der Str6mungs- 
geschwindigkeit auf den Entla- 
dungsmechanismus. Die Geschwin- 
digkeit der Ionen in der Transport- 
zone liegt in der GréBenordnung 
von mehreren 100 m/sec. Stro- 
mungsgeschwindigkeiten des Gases 
von etwa 10 m/sec werden also nur 
einen geringen EinfluB auf die Be- 
wegung von Ionen mit derartigen 
Geschwindigkeiten haben. In der 
Raumladungswolke vor der Anode 
kann man jedoch die Ionen prak- 
tisch als ruhend ansehen. Dies um 
so mehr, je weiter sie sich von 
den kathodenseitigen Enden der _ Pers: : 

Ausbriiche entfernt befinden. Hier zogen) und des Anodenstroms (gestrichelt) von der 
k6nnen also durch die Gasstr6mung a an Ae ee ae Coe ad 
Ionen aus der Entladung entfernt U=7,2kV). 

werden. Der Anteil der anemometri- 

schen Empfindlichkeit der Koronasonde, der auf die Entfernung von 
Ladungstragern aus der Entladung zuriickgeht, konzentriert sich also 
auf das Gebiet unmittelbar vor der Anode. Dies ist fiir das rdumliche 
und auch fiir das zeitliche Aufldsungsvermégen von Bedeutung. 

Infolge der Entfernung von positiven Ladungstragern aus der Ent- 
ladung dndert sich der Kathodenstrom starker als der Anodenstrom. 
Dies zeigt Fig. 3 fiir verschiedene Anstromrichtungen. Wie zu erwarten, 
zeigt sich fiir eine Strémungsrichtung parallel zur Ionenwanderungs- 
richtung (Winkel 90°) keine Differenz zwischen Anodenstrom J, und 
Kathodenstrom J,. Bei allen anderen Anstrémwinkeln tritt dagegen 
eine Differenz zwischen J, und J, auf. DaB dies auch bei —90° der 
4b 


v— m/sec 
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Fall ist, erklart sich aus der Unsymmetrie der Entladung langs der 
Zentralen. i. 

Die durch die Gasstromung aus der Entladungsstrecke herausgefiihr- _ 
ten Ionen lassen sich durch einen Auffanger hinter der Sonde nachweisen. 
Bei den Messungen wurde als Auffanger ein Netz von etwa 900 cm2 in 
einem Abstand von etwa 25 cm hinter der Entladungsstrecke aufgestellt. 
In dieser Entfernung ist der elektrostatische EinfluB des Auffangnetzes 
vernachlassigbar. Die Tragerbilanz laBt sich so priifen, und durch die 
Messung von Anoden-, Kathoden- und Auffangerstrom lassen sich die 
Effekte, die auf die Gasstroémung zuriickgehen, quantitativ trennen. 

Im Modell einer TowNsEND-Entladung zwischen parallelen ebenen 
Elektroden im Abstand L, die von einem laminaren Luftstrom der 
Stroémungsgeschwindigkeit 0 transversal angestr6mt wird, stellt sich die 
Entfernung von Ionen durch die Gasstr6mung (mit einem Auffanger 
hinter der Entladung zu messen) folgendermaBen dar: Die positiven 
Ionen, die in dem Prisma mit dem Offnungswinkel o = arc tg ale (v =mitt- 
lere Strémungsgeschwindigkeit, v, = Geschwindigkeit der positiven 
Ionen) erzeugt werden, werden aus der Entladungsstrecke herausgefihrt 
und gelangen auf den Auffanger iiber den ein Strom J, flieBt. 

Bedeutet 1, die Zahl der pro sec in dem erwahnten Prisma erzeugten 
Ionen, so ist der Netzstrom 


I,=n,-e (e = Elementarladung). 


Nimmt man quadratische Elektroden an, so rechnet sich 


7 EB 
v ipa [{ 
- n, =——* | (ex — e**) dx 
UV, © y 
0 
vipa. = 
== — FF — [eel (aL — 1) + 4]. 
Uv, @ ge . 


Der Auffangerstrom ist somit 
I, =~ ip — [e**(aL — 1) +4], 


wo 1 die Dichte des photoelektrisch an der Kathode ausgelésten Fremd- 
stromes, « den Elektronenionisierungskoeffizienten, L den Elektroden- 
abstand und a die Elektrodenkantenlange bedeuten. 

Rechnerisch ergeben sich fiir die feldstarkeabhingige Funktion 


Vy aL 


FiE) = A f@b—s 44 


fir L=1,12cm und Luft unter Normalbedingungen die Werte von 
Tabelle 1. Der Netzstrom errechnet sich hiermit nach 


——— 
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Es er sich Werte wie sie fiir zwei Beispiele in Tabelle 2 angegeben 
sind. 


Tabelle 1. 


E 


AVES F(E) 
Volt/cm st 


i/em sec~* 


Robe __F(E) 
Volt/em 1/cmsec™* 


24 10-5 
26 10-4 
28 10-3 
30 + 108 4,43 +1071 


Ty Te E Jn 
Amp m/sec Volt/cm Amp 
1-10°* 10 | 25 +108 | 2,2°- 10-2 
5- 10-9 10 | 295-108 | 84-1077 


5. Zur Grenzfrequenz des Koronaanemometers. 


Wenn die MeBstrecke von einem Gasstrom konstanter Geschwindig- 
keit durchstroémt wird, so andert sich der Strom in der Kathodenleitung 
mit wachsender Stromungsgeschwindigkeit praktisch linear, d.h. die 
statische Strémungssteilheit 


(0 = mittlere Str6mungsgeschwindigkeit) ist praktisch konstant. Bei 
dynamischen Messungen wird die Sonde im allgemeinen mit konstanter 
Spannung betrieben. Dabei sind ein Schutzwiderstand in der Anoden- 
leitung und ein Arbeitswiderstand in der Kathodenleitung erforderlich. 
Den EinfluB dieser Widerstande auf die Steilheit beriicksichtigt man 
nach 

Rj 

4 . R; “ts Ry , 


worin R; den differentiellen Innenwiderstand und R, die Summe aus 
Schutz- und Arbeitswiderstand bedeuten [4]. 

Die Frage, ob R; in dieser Gleichung als rein ohmisch angesehen 
werden darf, ist gleichbedeutend mit der Frage nach der oberen Grenze 
der frequenztreuen Aufzeichnung von Schwankungen. Hierzu 1aBt sich 
fiir den Fall von turbulenten Schwankungen folgendes sagen: In einer 
Zeit von etwa 10~*sec baut sich die Entladung, wie oben dargestellt, 
neu auf. Eine kleine Anderung der Raumladungsverhiltnisse als Folge 
von Schwankungen des Strémungseinflusses wird also in noch kiirzerer 
Zeit erfolgen. Als obere Grenze der frequenztreuen Wiedergabe von 
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Schwankungen kann also eine Frequenz angegeben werden, die vergleich- 
bar ist mit dem reziproken Wert der Aufbauzeit von 10~° sec. Dies 
entspricht einer oberen Frequenzgrenze von 100 kHz. 


6. Die Winkelabhangigkeit der Zwetkugelsonde. 


Es moge eine Zweikugelsonde in laminar strémendem Gas betrieben 
werden, Wird dabei der Anstromwinkel gegen die Zentrale der Anord- 
nung variiert, so ergibt sich die Winkelabhangigkeit des im Kathoden- 
zweig gemessenen Sondenstromes nach Fig. 4. Bei einer Stré6mungs- 

19 
LA 


a7 
Fig. 4. Kathodenstrom der Koronasonde als Funktion des Anstrémwinkels (d4 =dg =0,5 mm; L=6 mm; 
U=6,5 kV). 


richtung von + 90° (Richtung von der Anode zur Kathode) ergibt sich 
eine Zunahme, bei einer Strémungsrichtung von — 90° eine Absenkung 
des Kathodenstroms gegeniiber dem Zustand bei der Strémungs- 
geschwindigkeit Null. Dies ist zu erwarten, da die Strémung im ersten 
Fall eine Erhéhung, im zweiten Fall eine Verringerung der Ionen- 
geschwindigkeit bewirkt. Es gibt zwei symmetrisch zur Achse der Ent- 
ladung liegende Strémungsrichtungen, bei denen die Strémungsgeschwin- 
digkeit keinen Einflu8 auf den Ionenstrom hat. 


In Fig. 5 sind die beiden auf den Betrag der Strémungsgeschwindig- 
keit v und den Anstrémwinkel@ bezogenen Steilheiten 
él z 1 él 


n e = 
ev und o v eg 


>> = 


als Funktionen des Anstrémwinkelsg aufgetragen. Dabei ist unter 
der Winkel verstanden, den die mittlere Strémungsgeschwindigkeit 9 
mit der auf der Sondenachse senkrechten Ebene bildet. Fiir einen be- 
stimmten Winkel verschwindet die Steilheit S,. Diese Tatsache kann, 
wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, zur Messung der Komponenten 
einer turbulenten Strémung benutzt werden. 


~~ <n 
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7. Messung von Turbulenzkomponenten. 


Es soll zunachst untersucht werden, wie die Stromschwankungen AJ 
der Koronasonde von den Komponenten der Geschwindigkeitsschwan- 
kungen abhangen, wenn die Sonde in eine beliebige Lage relativ zum 
Strémungsfeld gebracht wird. ; 


-10-A/m/sec -10-*A/Grad m/sec 
+10 +02 
+95 +01 

| Aas 

Be Sp 
-95 gar 
a 1d G2 


=O n-th) OF 785 70, 295. - On =05 =D. 


Fig. 5. Strémungssteilheit Sy und Winkelsteilheit Sg als Funktionen des Anstrémwinkels (d4 = dx =0,5mm; 
L=6mm; U=6,5 kV). 


Fiir die Stromanderung in der Sonde gilt [8] 
AI=S,-Alv|+ S,-Ag, (1) 
wo A|v| und Ag Anderung von Betrag und Richtung der Strémungs- 
geschwindigkeit bedeuten. Die beiden Steilheiten S, und S, sind als 


Funktionen von p gegeben (Fig. 5). Es 
miissen also A|v| und A@ als Funk- “. 


tionen der Schwankungskomponenten \ eo 
ausgedriickt werden. \ SP ce 
Wir fiihren ein Koordinatensystem + . ' 
; ; \ vy 1 zur Zeichen- 
XYZ ein, dessen Z-Achse mit der es ebene 


Symmetrieachse der Sonde zusammen- 4 x 
fallt (Fig. 6) . Die mittlere Strémungs- Fig. 6. Ermittlung des Momentanwerts der 
pesciiwindigksit lege: ini der, X-2- - ser entaren Sttmmagercochrindigneit © 
Ebene, was wegen der Rotationssym- und den Turbulenzkomponenten vz, vy, 02. 
metrie der Sonde keine Einschrankung 

der Allgemeinheit bedeutet. b bilde mit der X-Achse den Winkel ¢. 
Ein zweites Koordinatensystem X’Y’Z’ wird so gewahlt, daB die X’- 
Achse mit bp, die Y’-Achse mit der Y-Achse zusammenfallt. Dem 
Vektor der mittleren Strémungsgeschwindigkeit iiberlagert sind die 
Komponenten der Geschwindigkeitsschwankungen, die wir, auf das 


gestrichene System bezogen, v;, ,, 0; nennen wollen. Der Vektor 


v(t) =b + vr (4) + vy (4) + 924) (2) 


beschreibt den Augenblickswert der Strémungsgeschwindigkeit, der im 
allgemeinen nicht in der X-Z-Ebene liegt und mit der X-Y-Ebene 
den Winkel y’ bilden mége. Die durch die Schwankungskomponenten 
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p,, vb verursachte Winkelanderung ist dp=g’—g. Nun ist 


ji etag v,) sing + v;,cosp 
PL Vea oF + oe? 


und 


r} Se vy ces yi@+ vy) cos py — v, sing |? + uP? 


| \@ + v5)? + of? + 07? 


cos gy’ — y? 
Nach Einfiihrung der relativen Schwankungskomponenten 


= By 2% 
0 ? Ui ad 7D ? a ’ 
erhalt man fiir die Winkelanderung 


‘ 1+ sing cos@ + £ cos? 
Ag ~sin Ag =! Peeee. — 


Ja+4?+7+@ 


sing |) ((1 + &) cosp — C sing}? + 7? 


Va+?4+7+2 


Sind die relativen Schwankungskomponenten £,7,¢ klein gegen 1 
und schlieBen wir den Fall g 2/2 aus, so ergibt sich fiir Ap bis auf 
Glieder dritter Ordnung 


Ag =f(1 —£) —47P* tgq@. (4) 


Die Anderung des Betrages von » ist 


A|»| =|»| — |b] =o [VG +e? +9 +0 —4) 
oder entwickelt bis auf Glieder dritter Ordnung 


Alo] ~v[F+3(F+7°+2)). (5) 
In erster Naherung hangt A|v| nur von &, Ag nur von f ab. Wegen 
(1) wird also bei einer Anordnung der Sonde, bei der die Winkelsteilheit S, 
verschwindet, nur € (Komponente in Richtung der mittleren Strémungs- 
geschwindigkeit) gemessen, ohne daB die iibrigen Komponenten in der 
ersten Ordnung einen Beitrag liefern, Entsprechend wird bei einer An- 
ordnung der Sonde, bei der die Steilheit S, verschwindet, in der ersten 
Ordnung nur die Komponente ¢ gemessen, d.h. die Komponente, die 
auf der mittleren Strémungsrichtung senkrecht steht und in der aus 
Sondenachse und Strémungsrichtung gebildeten Ebene liegt. Wegen der 
Rotationssymmetrie der Sonde ist damit die Messung jeder beliebigen, 
zur Strémungsrichtung senkrechten Komponente méglich. Es ergibt 
sich fiir die Messung der Komponenten der Turbulenz somit folgendes 
Verfahren: 
Man wahlt g=—90° (Strémungsrichtung von der Kathode zur 
Anode). Dann ist S,=0 und fiir die Stromschwankungen der Sonde 


; 
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On 
co 


folgt aus (1) und (5) in erster Naherung 
Avra 0.5 fe. 


Eine oszillographische Aufzeichnung der Stromschwankungen A J liefert 
die Komponente € als Funktion der Zeit. Ebenso ist der Effektivwert 
der Turbulenzkomponente € durch Messung des Effektivwertes des 
Wechselstroms AJ zu bestimmen. 

Der Winkel zwischen Strémungsrichtung und Sondenachse, bei dem 
die Steilheit S, verschwindet, hangt von den Abmessungen der Sonde 
und der angelegten Spannung ab, ist aber bei nicht zu groBem Elek- 
trodenabstand von der Strémungsgeschwindigkeit praktisch unabhingig. 
Ist dieser ,,kritische Winkel“ fiir eine gegebene Sonde bestimmt, so kann 
an jedem Punkt des Strémungsfeldes die gewiinschte Komponente ge- 
messen werden, indem man die Sonde in eine solche Lage bringt, daB 
sie mit der Strémungsrichtung den kritischen Winkel bildet und die 
zu messende Schwankungskomponente in der Ebene liegt, die die Sonden- 
achse mit der Strémungsrichtung bildet. Wegen S, = 0 folgt dann aus (1) 
und (4) in erster Naherung 

AI=S,-C. 


Damit kann in erster Naherung jede Turbulenzkomponente als Funk- 
tion der Zeit gemessen werden. Die GréBe des Fehlers durch Vernach- 
lassigung der quadratischen Glieder in &, 7, € ergibt sich aus (4) und (5). 
Bei gr6éBeren Turbulenzgraden miissen auch die quadratischen Glieder 
beriicksichtigt werden. Dann hangen in jeder Lage der Sonde die Strom- 
schwankungen AJ von allen drei Schwankungskomponenten gleich- 
zeitig ab. 


8. EinfluB der iibrigen Gasentladungsparameter auf Turbulenzmessungen. 


Soll die Koronaentladung zu Untersuchungen der Geschwindigkeits- 
schwankungen in der Turbulenz beniitzt werden, so ist zu fragen, ob 
und in welchem AusmaB sich noch andere mit der Turbulenz verkniipfte 
Parameterschwankungen auf die Entladung auswirken. 

Die Abhangigkeit der Entladung von Schwankungen aller ihrer 
Parameter, etwa von Schwankungen des Druckes, der Temperatur, der 
Spannung und des Elektrodenabstandes ist an anderer Stelle untersucht 
worden [2]. Diese Abhangigkeiten erméglichen es, die Entladung auch 
fiir die Messung der entsprechenden Parameter, also beispielsweise fiir 
die Messung mechanischer Schwingungen [4] oder fiir gasdynamische 
Messungen [5] auszuniitzen. Es sind in jedem Falle die Steilheiten der 
Entladung beziiglich der zu untersuchenden Parameter zu bestimmen 
und es ist dariiber hinaus Vorsorge zu treffen, daB méglicherweise un- 
vermeidliche Anderungen der iibrigen Parameter ohne EinfluB bleiben. 
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Bei Messungen in freier Luft ist auch noch der EinfluB der Luftfeuchtig- 
keit von Interesse. Von H.OERTEL ist nachgewiesen worden, daB 
Anderungen der relativen Luftfeuchtigkeit im Bereich von 40 bis 80%. 
die Messungen nicht merklich beeinflussen. 

Mit den Geschwindigkeitsschwankungen 1’, v’, w’ in einer turbulenten 
Strémung ist ein Drucktensor ~,,=—ow’?, pyy=— ouU'v' usw. ver- 
bunden, dessen Komponenten iiber die als konstant angenommene 
Dichte mit den Geschwindigkeitskomponenten verkniipft ist. Fir einen 


gegebenen Wert des Turbulenzgrades |e errechnet sich das Druck- 


verhaltnis = Ls Lye ( hsp Fir Luft von Atmospharendruck 


ergibt sich z. B. fiir eine mittlere Strémungsgeschwindigkeit von 10 m/sec 
fiir 9#?/p die Zahl 1,3 - 107%. Fiir die Vorgange in der elektrischen Ent- 
ladung ist die Dichte maBgeblich. In einem sehr weiten Bereich der 
physikalisch und technisch interessierenden Turbulenzuntersuchungen 


kann bei dem Verhaltnis a ~v10°( =)’ auf eine Beriicksichtigung 
Oo s 


der Dichteanderungen verzichtet werden. 
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Elektronenmikroskopische Beobachtung 
von NaCl-Oberflichen nach Einwirkung 
eines trachtindernden Fremdstoffs. 
Von 
H. WESTPHAL. 

Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. Oktober 1958.) 


Durch langsames Eintrocknen einer auf eine Fliche eines Steinsalzkristalls auf- 
gebrachten gesattigten NaCl-Lésung in einem geregelten Trockenluftstrom wurde, 
wie die elektronenmikroskopische Beobachtung ergab, ein regelmiBiges Wachstum 
der Ausgangsstruktur erzielt. Der aus der Literatur bekannte Effekt einer tracht- 
andernden Verunreinigung konnte an polierten 100- und 111-Flachen nachgewiesen 
werden: Nach Zusatz von 5% Harnstoff zur NaCl-Lésung erschienen an den Ecken 
der Kristallite Oktaederflachen. Wahrend an den 111-Flachen in reiner NaCl- 
Lésung die zunachst nach dem Polieren vorhandenen Abstumpfungen der Wiirfel- 
pyramiden verschwinden und scharfe Ecken entstehen — wie auch theoretisch 
zu erwarten —, zeigt ein Parallelversuch unter Zugabe von Harnstoff, daB die 
urspriinglichen Abstumpfungen gr6Ber werden und schlieBlich zu einer glatten 
111-Flache zusammenwachsen. 


1. Einlettung. 


In die Feinstruktur polierter NaCl-Flachen und ihr Verhalten bei 
Warme- oder Wasserbehandlung gab eine Arbeit von H. RAETHER [7] 
an Hand von Elektroneninterferenzen und elektronenmikroskopischen 
Beobachtungen unter Benutzung des Beschattungsverfahrens Einblick. 
Daran ankniipfend soll hier das Wachstum von Steinsalzflachen aus 
schwach iibersattigter Losung unter dem Einflu8 eines solchen Fremd- 
stoffzusatzes untersucht werden, der erfahrungsgemaB [2] die Ausbil- 
dung von Oktaederfléchen statt scharfer Wiirfelecken bewirkt. Nach 
der Theorie von KossEL und STRANSKI [3] erfolgt das Wachstum eines 
Kristalls in Adsorptionsschichten, die auf seinen Flachen angelagert 
werden. Nach Vollendung einer Schicht ist die Ausbildung der nachsten 
an die Entstehung eines zweidimensionalen Keims gebunden. Die 
Wachstumsgeschwindigkeit der Kristallflachen in Richtung ihrer Nor- 
malen wird daher wesentlich durch die Bildungswahrscheinlichkeit der 
Keime bestimmt. Nach Messungen und Beobachtungen von SPANGEN- 
BERG und NEvuuAus [4] bis [7], SCHNORR [8] u. a. treten im Verlauf des 
Wachstums eines NaCl-Kristalls, je nach der Gestalt des Ausgangs- 
k6rpers, 110-, 210-, 144- und 100-Flachen auf. Da die 100-Flache am 
langsamsten wichst, ist die Endform des Wachstums aber stets der 
Wiirfel mit scharfen Ecken. 
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FremdstoffeinfluB. Die relativen Wachstumsgeschwindigkeiten der 
Kristallflichen kénnen durch bestimmte Verunreinigungen der Lésung 
derart gedndert werden, daB am Endkérper neben 100 andere Flachen 
auftreten oder diese sogar, zunehmend mit zunehmendem Fremdstoff- 
zusatz, verdrangen. Geeignete Lésungsgenossen sind fiir NaCl [2] vor 
allem einige Metallchloride, Pyridin, Formamid und Harnstoff (Auf- 
treten von Oktaederflachen am Endkérper des Wachstums) und Gly- 
kokoll (Auftreten von 110-Flachen; siehe hierzu [9)). Uber den Harn- 
stoffeinfluB, der hier besonders interessiert und der in der Literatur 
am ausfiihrlichsten untersucht ist, gibt NEuHAus [7] folgende Daten: 

Bei einem Zusatz von 4,5% (=4,5 g in 100 cm® verunreinigter ge- 
sattigter Lésung) beginnen an den Wiirfelecken Oktaederflachen zu er- 
scheinen, Ab 15% Harnstoffzusatz tiberwiegen die 111-Flachen, bei 
40% entstehen reine Oktaeder. Die Bildung eines nichtkubischen Kom- 
plexsalzes ist bei mehr als 40% Harnstoffbeigabe zu beobachten. Zur 
Erklarung muB man annehmen ([{1]; eine exaktere Deutung liegt bisher 
nicht vor), daB durch Harnstoffanlagerung das Wachstum an den 
Wiirfelecken gehemmt wird, so daB 111-Flachen entstehen. DaB der 
in Lésung an Na‘, in geringerem MaB auch an Cl” gebundene Harnstoff 
vollstandig in den wachsenden Kristall eingebaut wird, laBt sich, wie 
eigene Versuche ergaben, leicht nachweisen: 

Wenn man aus harnstoffhaltiger Lésung ausgefallene Kristallchen 
von noch anhaftender Lésung mit destilliertem Wasser reinigt und sie 
dann in destilliertem Wasser auflést, kristallisieren aus dieser Lésung 
Korper aus, welche 111-Flachen in gleicher relativer GréBe haben wie 
der Ausgangskristall. 


2. Experimente. 


Als Ausgangsmaterial fiir die zu beschreibenden Versuche dienten Spaltstiicke 
groBer reiner Steinsalzkristalle. Die Ausgangsflachen wurden, soweit nicht Spalt- 
flachen verwendet wurden, durch Schleifen und Polieren hergestellt. 

Thermostatenbehandlung. Zur Ausfiihrung der Wachstumsversuche wurde zu- 
nachst das bei der Kristallzucht aus Lésungen iibliche Verfahren [//] in etwas 
vereinfachter Form — weil man die Ubersattigung nicht iiber lange Zeit konstant 
zu halten brauchte — erprobt: 

In einem Thermostaten wurde eine anfangs gesattigte Lésung durch geringe 
Temperaturerhéhung oder -senkung schwach unter- oder iibersattigt. Dann wurde 
der Versuchskristall eingehingt. Nach kurzer Zeit (5 bis 45 min) wurde er wieder 
aus dem Bad entfernt und mit reinem Alkohol abgespiilt oder durch Absaugen mit 
Filterpapier von noch anhaftender Lésung befreit. 

Leider lieferte das Verfahren stets stark verrundete Strukturen, aus denen der 
Einflu8 eines Harnstoffzusatzes nicht ersehen werden konnte. Das lABt darauf 
schlieBen, da8 die Uber- bzw. Untersattigung an der Kristallflache zu hoch war. 
AuBerdem hatte die Methode den Nachteil, daB von dem Augenblick an, in dem der 
Kristall aus dem Bad entfernt war, seine Oberfliche in unkontrollierbarer Weise 
durch das Eindampfen der sie benetzenden Lésung verandert wurde. Durch Ab- 
Saugen mit Filterpapier wurde diese nicht quantitativ entfernt; zum Abspiilen 
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der Lésung aber miiBte man eine Flissigkeit haben, die auch im Zusammenwirken 
mit der Restlésung sicher keine Veranderungen der Oberflachenstruktur hervor- 
ruft. (Alkohol ist fiir diesen Zweck, wie sich spater herausstellte, besonders unge- 
eignet, weil er anscheinend selbst eine Trachtainderung hervorruft [/2].) Unter 
Verzicht auf Lésungsversuche wurde daher folgendes Verfahren erprobt: 

Lufttrocknungsmethode. Da bei der vorliegenden Untersuchung nur eine Schicht 
von 1 bis 2 Dicke aufwachsen sollte, wurde von vornherein nur die dazu erforder- 
liche Menge an Lésung auf die Fliche aufgebracht und langsam und gleichmafig 
getrocknet. Dies geschah durch Zufuhr von Trockenluft in das mit Feuchtlu‘: 
gefiillte Gefa8, in das der Kristall gelegt wurde. Die hierdurch stattfindende Ab- 
nahme der Luftfeuchtigkeit wurde durch Messung der Leitfahigkeit der Oberflache 
eines zusatzlich eingefiithrten Steinsalzkristalls kontrolliert: Mit Abnahme der 
Luftfeuchtigkeit trocknete auch die auf dem Priifkristall befindliche Lésungsschicht 
ein, und damit sank die Leitfahigkeit der Oberfliche. 

Die in der Literatur angegebenen Wachs- 
tumsgeschwindigkeiten [7] liegen in der 
GréBenordnung 50u/Tag fiir 100-Flachen. 
Bei dem hier angewandten Trocknungsver- 
fahren wurde eine 2y dicke Schicht in etwa 
10 min eingetrocknet, was also etwa die 
sechsfache Geschwindigkeit ergibt. Die Er- 
gebnisse zeigten, daB diese Wachstumsge- 
schwindigkeit nicht zu hoch war. 

Von den nach einer dieser Methoden 
behandelten Kristallen wurden dann fiir 
die elektronenmikroskopische Untersuchung 
(mach Schragbedampfung mit Cr oder Pd) 
SiO-Abdrucke genommen. Die Untersuchung Pa bones ee ee 
war dadurch erschwert, da& die Abdrucke von Urspriinglich wee acer Flache mit sae 
Strukturen mit groBen, scharfen Stufen, deren bedeckt, die dann zu Inseln auseinanderriB, 
Beobachtung erforderlich war (s. unten), sehr Elektronenmikroskopische Aufnahme, 
haufig beim Ablésen vom Kristall zerfielen. Gosemn Sven er OncEyne Gera 4 00H SCD. 


3. Ergebnisse. 


Der Einflu8 der Vorbehandlung der Flache und das Auftreten von 
Trachtanderungen durch Verunreinigungen wurden in einer groBen Zahl 
von Versuchen nach den angegebenen Methoden gepriift. Es ergab sich 
folgendes Bild: 

1. Spaltfldchen. Wenn man auf einer Spaltflache eine diinne Schicht 
NaCl-Lésung aufwachsen l4Bt, werden keine scharfkantigen Kristallite 
gebildet, sondern die Schicht reiBt zu Inseln auseinander (Fig. 1), die 
nicht sehr scharf begrenzt sind und nach allen Seiten in Stufen abfallen. 
Die Begrenzung der obersten Stufe wiederholt sich oft in den vorge- 
lagerten flacheren Schichten. (In der Reproduktion leider nur an- 
deutungsweise zu erkennen.) Der EinfluB eines Harnstoffzusatzes 
war in keinem Fall erkennbar. Wenn man die spezifische Wirkung 
eines trachtandernden Zusatzes sichtbar machen will, muB man durch 
geniigend wirksame Stérstellen die sich ausbreitende Adsorptionsschicht 
‘unterbrechen und damit kiinstlich aktive Ecken schaffen. Von allen 
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zu diesem Zweck angewandten Methoden — Anlésen, Erzeugung von 
Temperaturrissen durch pl6tzliches ,,Abschrecken“‘, intensive Bestrah- 
lung mit Ionen in einer Gasentladung, Vorbekernung durch Bedampfen 
mit NaCl oder Harnstoff, Schmirgeln und Polieren auf einer angerauhten 
Glasplatte unter standigem Behauchen — erzeugte nur die letztgenannte 


Fig.2au.b. Polierte 100-Flachen, auf die harnstoffhaltige (5 Lésung aufgetros 
Ecken entstandenen 111-Flachen sind in Fig. 2a als dunkle ] 
durch Pfeile bezeichnet. a Lichtoptisch 100fach; b elektronenmikrosh 


knet ist. Die an den 
i z. 2b sind sie 


(siehe hierzu [7]) eine geniigende Zerst6rung der Oberflache, so daB man 
bei elektronenmikroskopischer Beobachtung nicht mehr auf Zufalls- 
ergebnisse angewiesen war. Durch vielfaches Aufspalten der Flache 
nach 100 entstehen beim 
A reine NaCl-  * Polieren Einzelkristallchen, 

lbh a 
Losung die nun getrennt fortwach- 

, sen kénnen. 


— salsa cae wel a 2. Polierte 100-Flidchen. 
in reiner Lsung scharfe Ecken (B Es gelang,an der 100-Flache 


apenas Es bei zahlreichen Versuchs- 
gr objekten den Harnstoffein- 
fluB sicherzustellen. Fig.2a 


und b zeigen z.B. 111-Flachen an den Kristalliten einer polierten 100- 
Flache, auf der eine 5% Harnstoff enthaltende Lésung eingetrocknet 
wurde: Es erwies sich jedoch, daB schon bei mehr als 8% Harnstoffzusatz 
facherférmige (dendritische) Bildungen auftreten, die wohl dem Komplex- 
salz zuzuordnen sind, Damit macht sich ein unvermeidlicher Nachteil der 
Lufttrocknungsmethode bemerkbar: Die eintrocknende Lésung wird 
nicht kiinstlich bewegt, so daB sich infolge eines Diffusionsgefalles 6rt- 
liche Ubersittigungen einstellen kénnen. Diese machen sich im allge- 
meinen nicht st6rend bemerkbar, erleichtern aber bei gréRerem Harn- 
stoffzusatz offenbar die Komplexsalzbildung, so daB sie schon bei 8% 
statt bei 40% Harnstoffzusatz eintritt. 
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3. 111-Fliche. Die Skizze (Fig. 3) zeigt, welche Strukturen sich aus 
der Ausgangsstruktur A der mechanisch bearbeiteten 111-Fliche ent- 
wickeln kénnen. Die Struktur 4 kommt dadurch zustande, daB durch 
die mechanische Bearbeitung bei der Herstellung der 141-Flichen die 
Wiirfelecken abgescheuert werden. Er- 
folgt nun das Wachstum aus reiner 
NaCl-Lésung, so werden zuniichst die ab 
gebrochenen Wiirfelecken ergianzt. Fig. 4 
zeigt eine 111-Flache nach dem Ein- 
trocknen einer diinnen Schicht reiner 
NaCl-Lésung: Die Wiirfelecken der in 
der Flache tieferliegenden Kristallite, 
die nicht oder nur wenig abgeschliffen 
waren, sind scharf ausgebildet, wahrend Ries ke WAT ceiBeha MAC eon Vnthcee 


die stark angeschliffenen Kristalle noch in-remer NaCisbsung. Elektronen= 
mikroskopisch 1000fach. 


Abstumpfungen haben. Man erkennt zwi- 
schen den groBen Dreiecken der Oktaederflachen kleine scharfe Ecken. 
Nach Aufbringen einer dicken Schicht der Lésung sind gemaB Fig. 3B 
uberall scharfe Ecken riickgebildet. Dies zeigt Fig. 5. Nur an einer 


Fig. 5. 111-Flache nach langerem Wachsen in reiner Fig. 6. Ausgeheilte 111-Flache. Eine dicke Schicht 
NaCl-Lésung. Zum Vergleich mit Fig. 6. Elektronen- NaCl-Lésung (5°, Harnstoffzusatz) wurde aufge- 
mikroskopisch etwa 3000fach. trocknet. Elektronenmikroskopisch, etwa 3000fach. 


Stelle erkennt man eine Oktaederflache, wie sie gelegentlich auch an 
aus reiner NaCl-Lésung ausgefallenen Kristallen an einer Ecke auftreten ; 
s. auch [1]. Wird dagegen der Lésung Harnstoff zugesetzt, so bildet 
sich die Struktur C aus, da die 111-Flache infolge ihres langsameren 
Wachstums an Ausdehnung zunimmt. Diesen Effekt zeigt Fig. 6, die 
eine nach mehrfachem Aufbringen einer harnstoffhaltigen Losung (5% ) 
vollkommen ausgeglittete Flache erkennen lalt. 

Die Arbeit wurde im Institut fiir Angewandte Physik der Universitat 
Hamburg ausgefiihrt. Dem Leiter des Instituts, Herrn Professor 
RAETHER, danke ich fiir die Anregung zu der Arbeit und fiir sein freund- 
liches Interesse. Ich habe ferner Herrn Dr. PETERS und Herrn R. GEISTER 
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vom Tropeninstitut Hamburg, sowie auch den Firmen Siemens & Halske, | 


Berlin, und Siiddeutsche Laboratorien, Mosbach, zu danken, mit deren 


Gerdten die Beobachtungen durchgefiihrt wurden. Die Firma Leitz — 


stellte freundlicherweise das benétigte Kristallmaterial zur Verfiigung. 
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Zum Mechanismus der plastischen Verformung*. 


Von 
G. LEIBFRIED und P. HAASEN. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Etngegangen am 28. Oktober 1953.) 


Die Vorgange bei der plastischen Verformung werden im Versetzungsbild diskutiert. 
Im Gegensatz zur Mortschen Theorie werden keine hohen Versetzungsgeschwin- 
digkeiten gefordert. Die genetischen Zusammenhange zwischen den einzelnen 
Stadien der plastischen Verformung stehen im Vordergrund der Betrachtungen. 
Es wird versucht, die Ausbildung der Gleitung auf einzelnen Ebenen durch den 
ganzen Kristall zu verstehen. Bei starkerer Deformation ist die Wechselwirkung 
der betatigten Gleitebenen bestimmend. Unterschiede im Verhalten kubisch- 
flachenzentrierter und hexagonaler Kristalle werden insbesondere darauf zuriick- 
gefiihrt, daB die verfestigte Gleitebene des flachenzentrierten Kristalls durch eine 
Anordnung von Stufenversetzungen, die des hexagonalen Kristalls durch eine 
Anordnung von Schraubenversetzungen charakterisiert ist. 


1. Einleitung. 


Unsere heutigen Kenntnisse der plastischen Verformung von Metall- 

kristallen zeigen, daB der zugrunde liegende physikalische Vorgang die 
Erzeugung und Bewegung von Versetzungen im Kristall ist. Schon das 
unverformte Material enthalt Versetzungslinien in einem mittleren Ab- 
stand von etwa 1074. cm (GUINIER 1950, Mott 1951, FRANK 1952). Uber 
die raumliche Anordnung dieser Versetzungen im unverformten Kristall 
(,,Grundstruktur“’) lassen sich jedoch nur qualitative Aussagen machen. 
Die Grundstruktur macht sich bemerkbar bei Untersuchungen, z. B. der 
R6ntgenstreuung (GUINIER 1950, GAy und Mitarbeiter 1953), der 
Schallabsorption (KOEHLER 1950), der elastischen Konstanten (FRIEDEL 
1953). Geeignet angeordnete Versetzungslinien kénnen als Quellen fir 
die Erzeugung neuer Versetzungen dienen (FRANK und READ 1950). 
Die Bewegung der erzeugten Versetzungen liefert die Abgleitung, sowie 
die im Mikroskop und Elektronenmikroskop beobachteten Oberflachen- 
stufen. Unter konstanter auBerer Spannung kommt die Abgleitung 
schlieBlich zum Stillstand, weil die Erzeugung und Bewegung von Ver- 
setzungen durch Hindernisse eingeschrankt wird (,, Verfestigung“‘). 
Diese Hindernisse sind teils in der Grundstruktur enthalten, zum 
gréBeren Teil bilden sie sich im Laufe der Verformung erst aus (LOMER 
1951, SEITZ 1952). 
; _* Auszugsweise vorgetragen auf der metallkundlichen Tagung in Saarbriicken 
am 27. Marz 1953 und auf der Friihjahrstagung der Nordwestdeutschen Physi- 
kalischen Gesellschaft in Bad Salzuflen am 26. April 1953. 
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Die wesentlichen Eigenschaften der Versetzungen sind bekannt 
(NABARRO 1952). Eine entscheidende Frage ist jedoch bisher ungeklart, 
nimlich die nach der GréBe der ,,Reibungskrafte’‘, welche die Bewegung 
einer Versetzung behindern. Die theoretischen Berechnungen sind un- 
sicher, zumal sie nicht alle Dampfungsméglichkeiten umfassen (ESHELBY 
1949, LEIBFRIED 1950a, NABARRO 1951). Unseres Erachtens weisen die 
experimentellen Befunde darauf hin, daB die Versetzungen unter nor- 
malen Umstinden nur Geschwindigkeiten erreichen, die weit unterhalb 
der Schallgeschwindigkeit liegen. 

Mort (1952) dagegen hat den Standpunkt vertreten, daB die Ausbildung der 
groben Oberflachenstufen (auf Al) von etwa 2000 A Héhe (HerpeNnReErIcH und 
SHOCKLEY 1948, BRowNn 1952) nur mit Versetzungsgeschwindigkeiten von der 
GréBenordnung der Schallgeschwindigkeit erklart werden kann’. Diese Stufen 
werden namlich entweder in voller Héhe oder gar nicht beobachtet. Daher soll 
der ProzeB der Entwicklung einer Stufe ein ,,schnell‘‘ verlaufender ProzeB sein. 
Dazu ist das Folgende zu bemerken: 

1. Die Streuung der Stufenhdhen (bei Al) ist ziemlich groB (WiLsDORF 1952b)?. 
Bei einem hexagonalen Kristall (Cd) finden sich Stufenhéhen, die zwischen einigen 
100 A und einigen 1000 A variieren (BRown 1952). 

2. Die elektronenmikroskopischen Aufnmahmen von WitsporF (1952b) zeigen, 
daB Stufen weiterwachsen k6nnen. 

3. Die FlieBkurven von Al unter langsamer Belastung zeigen bei hoher Auf- 
lésung ein durchweg stetiges Verhalten und lassen erkennen, da® bei der Ausbildung 
von groben Oberflachenstufen keine hohen Geschwindigkeiten im Spiel sind (LErB- 
FRIED 1950b, HAASEN und LEIBFRIED 1952b). 

4. Aus kinematographischen Beobachtungen der zeitlichen Entwicklung von 
Gleitbandern folgt, daB die einzelnen Gleitstufen sich vergleichsweise langsam ent- 
wickeln (CHEN und PoND 1952, Diskussion dazu 1953, BEcKER und HAASEN 1953). 

5. Die Messungen von KOEHLER (1950) der Schallabsorption in Cu ergeben eine 
groBe Reibung fiir die Bewegung von Versetzungen. 


1 Die Méglichkeit, daB Versetzungen mit einer Geschwindigkeit nahe der 
Schallgeschwindigkeit laufen kénnen, wird in der Mortschen Theorie stark be- 
ansprucht. Insbesondere gilt das fiir die dynamische Erzeugung von Versetzungen 
aus einer FRANK-READ-Quelle. Die fiir die dynamische Erzeugung einer 2000 A- 
Stufe bendtigte Geschwindigkeit ist etwa 0,8 + Schallgeschwindigkeit. [Wird wie 
in der urspriinglichen Rechnung von FisHER und Mitarbeitern (1952) nur das stati- 
sche Spannungsfeld der von der Quelle erzeugten Versetzungen beriicksichtigt, so 
kénnen nur etwa zehn Versetzungsringe aus einer Quelle dynamisch erzeugt 
werden. Beachtet man jedoch, dab eine mit der Geschwindigkeit v bewegte Ver- 
setzung ein um den Faktor | 1—v*/c? (¢ = Schallgeschwindigkeit) schwacheres 
Spannungsfeld besitzt, so kénnen bei v/c = 0,8 doch wieder etwa 700 Versetzungs- 
ringe (entsprechend einer 2000 A-Stufe) aus einer Quelle dynamisch erzeugt werden 
(Briefwechsel mit I. C. FisHEr).] ; 

® Es besteht eine bisher ungeklarte Diskrepanz zwischen den von HEIDENREICH 
und SHOCKLEY (1948), BRowN (1952) einerseits und von WILspDoRF (1952b) anderer- 
seits angegebenen Stufenhéhen bei Aluminium. Nach Witsporr variieren die 
Stufenhohen auf jedem Kristall durchweg kontinuierlich von den kleinsten Werten 
bis zu 1000 A oder mehr, ,,so da es sicher keine ausgezeichnete Abgleitung langs 
einer Linie (Stufenhdhe) gibt. 
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(Uberdies kénnte man, wie im folgenden gezeigt wird, auch mit einem langsam 
verlaufenden ProzeB verstehen, daB die groben Gleitstufen immer in ,,voller Hohe‘ 
entwickelt erscheinen.) 

Wir werden uns daher auf den Standpunkt stellen, daB die Ver 
setzungen sich nur langsam, d.h. mit Geschwindigkeiten, die klein gegen 
die Schallgeschwindigkeit sind, bewegen kénnen. Wir werden versuchen, 
die qualitativen Grundlagen einer Theorie zu erértern, die diesem Ge- 
sichtspunkt Rechnung triagt. Parallel damit geht der Versuch, ein 
einheitliches Bild der Vorginge bei der plastischen Verformung zu ent- 
werfen, das insbesondere die genetischen Zusammenhinge zwischen den 
einzelnen Entwicklungsstadien der plastischen Deformation méglichst 
klar zutage treten 148t!. Denn aus dem vorliegenden experimentellen 
Material gewinnt man den Eindruck, daB der Vorgang der Ausbildung 
einzelner grober Gleitstufen groBe Teile einer méglichen Gleitebene er- 
faBt, was auf eine starke Wechselwirkung der Quellen in dieser Gleit- 
ebene hinweist. Ferner zeigen die Gleitbander eine starke Wechsel- 
wirkung untereinander, welche die weitere Gleitung entscheidend be- 
einfluBt. Auch scheinen die einzelnen Stufen eines Gleitbandes (Gleit- 
lamellen bei Al) gesetzmaBig auseinander hervorzugehen. 

Im Rahmen unserer Annahmen werden wir die folgenden Punkte 
diskutieren : 

a) Den Zustand des unverformten Kristalls (,,Grundstruktur’’) ; 

b) das Anfangsstadium der Gleitung ohne makroskopisch sichtbare 
Gleitstufen [,,homogene Gleitung“‘ mit feinen Gleitstufen von der Art 
der ,,Elementarstruktur“ nach WILspoRF (1951, 1952a)]; 

c) die Ausbildung einer einzelnen Gleitebene, die der Entwicklung 
einer groben Oberflachenstufe entspricht; 

d) die irreversiblen Prozesse, welche die Gleitung stabilisieren ; 

e) die Ausbildung und Wechselwirkung von Gleitbandern bei 
gréBeren Deformationen ; 

f) die Verfestigungskurve und den Einflu8 der Temperatur. 

Wir behandeln immer zuerst die Verhdltnisse in kubisch-flachen- 
zentrierten Kristallen und im Anschlu8 daran die hexagonalen Metalle. 


2. Der Zustand des unverformten Kristalls (Grundstruktur) . 


In Fig. 1 ist die Versetzungsstruktur einer médglichen Gleitebene 
(111-Ebene im flachenzentrierten Gitter) schematisch aufgezeichnet. 
Die einzelnen Zeichen haben die folgende Bedeutung: A (Kreise) und 
B (Kreuze) sind DurchstoBpunkte von Versetzungslinien durch die 
Gleitebene. Die A-Punkte gehéren zu Versetzungen, deren BURGERS- 


1 Im Gegensatz dazu hat die Mortsche Theorie einen ausgesprochen statisti- 
schen Charakter, wie man ihn bei sehr schneller Verformung erwartet. 
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Vektoren in der Gleitebene liegen, die B-Punkte zu solchen, deren 
Burcers-Vektoren eine Komponente senkrecht zur Gleitebene haben. 
[Alle Burcers-Vektoren sollen im flachenzentrierten Gitter vom 
Typ (110) sein.] 

Beim flachenzentrierten Gitter ist der mittlere Abstand der Durch- 
stoBpunkte (der mittlere Abstand benachbarter Versetzungslinien) etwa 
10-4cm+. Nimmt man an, daB ein Verlauf der Versetzungen in den 
zugeordneten Gleitebenen nicht wesentlich bevorzugt ist*, so ist der 
mittlere Abstand zwischen A-Punkten doppelt so groB, da es vier gleich- 
berechtigte Gleitebenenscharen gibt. 

Die mit Q bezeichnete Struktur ist eine FRANK-READ-Quelle, das 
ist ein Stiick einer Versetzungslinie in einer zugeordneten Gleitebene 
(also zwischen zwei A-Punkten), dessen Endpunkte verankert sind, sich 


A also nicht bewegen kénnen*. Eine 
Bx eo x xx 2, xO * x solche Quelle erzeugt unter Schub- 
no x ae x . - Q% * xo Gb 

x x x x - - ye 
: ere ee eas spannungen, die groBer als t; =—~, 


oe) ee Ig : pt Se horde die kritische Schubspannung dieser 
oe ciel sei — Quelle, sind, Versetzungsringe 
Fig. 1. Versetzungsstruktur einer mdglichen (FRANK und READ 1950; G ist der 
Gleitebene (Bezeichnung s. Text). Schubmodul, b der Betrag des Bur- 
GERs-Vektors,/ die Lange der Quelle)® 

Uber die Entstehung der Grundstruktur bei der Kristallbildung ist 

so wenig bekannt, daB man zur Zeit keine Méglichkeit sieht, Aussagen 


10-#cem. 
ll 


+ Die Zahlenangaben (aus Réntgenmessungen) schwanken, sind aber alle von 
der gleichen GréBenordnung: siehe z.B. Gay und Mitarbeiter (1953) oder auch 
COTTRELL (1953), S. 100ff.; sie hangen anBerdem von der Herstellung und von der 
Vorbehandlung des Kristalls ab. 

1 Der Verlauf einer Versetzungslinie in einer zugeordneten Gleitebene (die 
ihren BurGERs-Vektor enthalt) ist energetisch giinstiger, da sie dort in Teilver- 
setzungen aufspalten kann (HEIDENREICH und SHOCKLEY 1948, MotT 1952). Die 
Energiedifferenz ist allerdings nur geringfiigig (etwa 3% in Cu). 

2 Die Endpunkte einer solchen Quelle sind verankert, weil die die Quelle 
fortsetzenden Versetzungslinien nicht in zugeordneten Gleitebenen laufen und sich 
deshalb nur schwer bewegen kénnen. Auch gibt es nur eine Bewegungsrichtung 
der Ankerpunkte, in der keine Lécher oder Zwischengitteratome erzeugt werden 
miissen. Eine weitere Méglichkeit der Verankerung ist die Anlagerung von Fremd- 
atomen an die Versetzungslinie, speziell an DurchstoSpunkte (CoTTRELL 1948). 
Von verschiedenen Autoren (Morr 1951, THoMPpsoN 1953) wird auch diskutiert, 
daB Verzweigungen von Versetzungslinien Verankerungspunkte bilden. Nimmt 
man aber wie THoMpPson an, daG die Versetzungslinien jeweils in den zugeordneten 
Gleitebenen verlaufen, so scheint uns diese Art von Verankerung nicht sehr wirksam 
zu sein, Einen weiteren Quell-Mechanismus hat Srrrz (1952) angegeben. 

8 Die Erzeugung neuer Versetzungen aus der Quelle erfolgt rein mechanisch 
durch die elastischen Spannungen ohne nennenswerte Unterstiitzung durch ther- 
mische Schwankungen (NABARRO 1952). 
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iiber die raumliche Verteilung der Quellen und die Verteilung der 
Quellenlangen auf theoretischem Wege zu erhalten. Vielmehr ist man 
darauf angewiesen, aus dem vorliegenden experimentellen Material die 
wesentlichen Ziige der Grundstruktur herauszulesen, Aus den gemesse- 
nen kritischen Schubspannungen (Al: 80 p/mm2) folgt eine obere Grenze 
der Quellenlange von etwa 10-* cm, die mittlere Linge liegt vermutlich 
in der GréBenordnung von 10-4cm}. Anhaltspunkte bieten ferner die 
Uberlegungen von KorHLER (1950) und FRIEDEL (1953) iiber den Ein- 
flu8 der Grundstruktur auf die Schallabsorption, bzw. auf die elastischen 
Konstanten. FRIEDEL (1953) hat (fiir Cu bei Zimmertemperatur) ab- 
geschatzt, daB eine Versetzungslinie auf etwa 90% ihrer Lange un- 
beweglich ist. Wir schlieBen daraus, daB sie zu 90% auBerhalb einer 
ihr zugeordneten Gleitebene verlauft. Mit einer mittleren Quellenlange 
von 10°-*cm erhalt man daraus eine mittlere réumliche Dichte der 
Quellen von 10% cm~*, Die Dichte der Quellen eines bestimmten Bur- 
GERS-Vektors ist dann etwa 10!°cm~’. Rechnet man eine Schicht der 
Dicke von 50 A noch als zur Gleitebene gehorig, so ist danach der mitt- 
lere Abstand der Quellen eines bestimmten BurcERs-Vektors in der so 
definierten ,,Gleitebene“ etwa 10-2cm. Diese Zahlenwerte sind grobe 
Abschatzungen ; insbesondere vermuten wir, da8 kiirzere Quellen dichter 
liegen. 

Bei den hexagonalen Metallen liegen die energetisch giinstigsten (als 
Gleitrichtungen beobachteten) BurcrERs-Vektoren in der Basisebene 
(Gleitebene). Daher wird es hier nur wenige Versetzungslinien geben, 
deren BurGeRs-Vektoren aus der Basis herauszeigen (der kiirzeste 
BurGERs-Vektor mit Komponente senkrecht zur Basis hat die Richtung 
der hexagonalen Achse und die Lange einer Gitterkonstante). Eine 
der Fig. 1 entsprechende Darstellung fiir das hexagonale Metall ent- 
hielte also sehr viel weniger B-Punkte. 


3. Die homogene Glettung. 


Im Anfangsstadium der plastischen Verformung beteiligen sich samt- 
liche Quellen, soweit ihre kritische Spannung durch die angelegte Span- 
nung iiberschritten wird und eine Erzeugung von Versetzungen trotz 
der Hindernisse in der Gleitebene méglich ist. Einzelne Quellen nahe 


+ Sicher gibt es Quellen gréBerer Lange nur in vergleichsweise geringer Zahl. 
Ferner gibt es sicher viele Quellen kleinerer Lange, die wegen ihrer hohen kritischen 
Spannung sich zundchst nicht bemerkbar machen. Die Frage nach dem Spektrum 
der Quellenlangen ist im iibrigen vollkommen offen. Eigentlich mufSZ man sich 
dariiber wundern, daB Quellen mit einer Lange von 40-4 cm iiberhaupt merklich 
vorkommen, wenn der Verlauf einer Versetzungslin:e in der zugeordneten Gleit- 


ebene so wenig bevorzugt ist. 
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der Oberfliche (ohne Oxydhaut) sollten bevorzugt sein, da der EinfluB 
der Oberflaiche die kritische Spannung zum Teil herabsetzt?. 


Die erzeugten Versetzungen werden durch Hindernisse aufgehalten. 
Hindernisse sind die A- und B-Punkte der Fig. 1, welche ein neu er- 
zeugter Versetzungsring kreuzen muB. Dabei werden ,,lreppen™ (jogs) 
in den Versetzungen gebildet, wozu Energie aufgebracht werden muB (vgl. 
CoTTRELL 1953). Die an den B-Punkten erzeugten Treppen stellen speziell 
eine starke Behinderung fiir die Schraubenanteile der sich ausbreitenden 
Versetzungsringe dar, da diese Treppen sich nur unter Bildung von 
Léchern (oder Zwischengitteratomen) bewegen kénnen*. Weitere Hinder- 
nisse sind Versetzungslinien in der Gleitebene mit gleitebenenfremden 
Burcers-Vektoren (diese ,,/-Versetzungen“ liegen praktisch fest). Sie 
kénnen von Anfang an in der Grundstruktur enthalten sein (etwa Ver- 
bindungen von B-Punkten in Fig. 1) oder sich im Laufe der Verformung 
durch Versetzungsreaktionen bilden (LOMER 1951)%. Weiterhin kénnen 
auch Fremdatome und Ausscheidungen (COTTRELL 1948, FISHER und 
Mitarbeiter 1953), sowie ganz allgemein die inneren Spannungen der in 
der Grundstruktur vorhandenen Versetzungen die Ausbreitung der Ver- 
setzungsringe beeinflussen. 


Die erzeugten und vor Hindernissen liegengebliebenen Versetzungen 
erniedrigen die an der Quelle wirksame (auBere) Schubspannung soweit, 
daB die Quelle keine weiteren Versetzungen erzeugen kann, solange nicht 
die 4uBere Spannung erhéht wird. Im ganzen Kristall gibt es dann mehr 
oder weniger statistisch verteilte Bereiche, in denen eine kleine Ab- 
gleitung stattgefunden hat. Es gibt noch keine Gleitung auf definierten 
Ebenen durch den Kristall hindurch. Das Spektrum der Quellenlangen 
in der Grundstruktur (abhangig von den Herstellungsbedingungen des 


1 Die kritische Spannung wird um einen Faktor 2 erniedrigt (HOLLOMON 1952) 
nur bei einer Quelle mit einem Verankerungspunkt, wobei das freie Ende der Quelle 
in der Oberflache liegt. Betrachtet man eine doppelt verankerte Quelle parallel 
zur Oberflachenbegrenzung, so wird die Versetzungslinie sich in Richtung der Ober- 
flaiche auswélben, Wirkt die von auBen angelegte Spannung im gleichen Sinn, so 
wird die Aktivierungsspannung dieser Quelle erniedrigt, andernfalls erhéht. Die 
Aktivierungsspannung der Quelle hangt also vom Vorzeichen der A4uBeren Span- 
nung ab, Ist die Quelle sehr nahe der Oberflache (Abstand kleiner als 1); Quellen- 
lange), sv entstehen aus ihr zwei Quellen mit je einem Verankerungspunkt, aber 
mit héherer kritischer Spannung (entsprechend 2/, der urspriinglichen Lange). 


* Der Mechanismus der Erzeugung von Léchern ist von Sr1tz (1952) eingehend 
diskutiert worden. 


8 |, Sessile dislocations, vgl. dazu auch CoTTrRELL (1952). Es sei aber darauf 
hingewiesen, da von den elf Gleitsystemen, die im flachenzentrierten Gitter dem 
Hauptgleitsystem maximaler Schubspannung Aquivalent sind, nur vier mit dem 
Hauptgleitsystem unter Bildung von /-Versetzungen reagieren kénnen (vel. 


HAASEN 1953), Insbesondere kénnen Schraubenversetzungen keine /-Versetzungen 
bilden, ; 
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Kristalls) bestimmt in diesem Stadium noch weitgehend die plastischen 
-Eigenschaften. 


: Die in diesem Zustand beobachtete Oberflachenerscheinung sollte von der 
Art der ,,Elementarstruktur’: sein, wie sie von WILSDORF (1951, 1952a) an Al 
_beobachtet wurde (vgl. dazu auch Brown und HonrycomBE 1951, McLEAN 1953). 
_ Diese besteht in kleinen Oberflachenstufen von 3 bis 20 Lange und 10 bis 50 A 
Hohe parallel zu den spater erscheinenden Gleitlinien des Hauptgleitsystems. 
(Es werden auch Elementarstrukturen anderer Gleitsysteme beobachtet, so dab 
schon bei kleinen Verformungen geniigend Versetzungen fiir Reaktionen zur Ver- 
_fiigung stehen sollten.) Die Hohe der Stufen scheint proportional zur Spannung 
und zu ihrer Lange zu sein, was bei Ausbildung eines Ringsystems von Versetzungen 
aus einer unabhangigen Quelle [in einem Bereich der Lineardimensionen der 
- Linienlange (3 bis 20)] auch zu erwarten ist. Bei 0,5 kp/mm? ist der mittlere 
_Abstand benachbarter Linien der Elementarstruktur etwa 500 A. Wir sind der 
Ansicht (im Gegensatz zu Wirsporr), da in der Elementarstruktur praktisch alle 
_nahe der Oberflache gelegenen Quellen, soweit ihre kritische Schubspannung iiber- 
schritten ist, sichtbar werden. Denn nimmt man an, daB alle Quellen in einem 
_ Abstand der mittleren Linienlange von der Oberflache noch zur Elementarstruktur 
_ beitragen, so braucht man fiir die Elementarstruktur eine Quelldichte von etwa 
~2-10%cm~%. Diese Dichte ist 20mal gréBer als die in Abschnitt 2 abgeschatzte 
Dichte der Quellen eines Gleitsystems. Allerdings sind die in den WitsporFschen 
_ Versuchen benutzten Spannungen schon so hoch, da8 man die homogene Gleitung 
_ in einem sehr fortgeschrittenen Stadium beobachtet, in dem die einzelnen Bereiche 
nicht mehr als unabhangig angesehen werden k6nnen. Daher wird man Wechsel- 
wirkungseffekte der in den nachsten Abschnitten beschriebenen Art beriicksich- 
tigen miissen. Durch diese Wechselwirkung k6nnen insbesondere auch relativ 
_ kurze Quellen angeregt werden. Ferner sollte die Dichte der bei einer Spannung t 
betatigten Quellen an der Oberflache gréBer sein als im Innern (s. Fu8note 1, S. 72). 


4. Die Bildung grober Gleitstufen durch Gleitung auf einzelnen Ebenen. 


Die Beobachtungen zeigen, daB die Gleitung bei staérkerer Verfor- 
mung nicht mehr ,,homogen‘‘, sondern wesentlich auf einzelnen Ebenen 
konzentriert ist. Das grobe Modell einer Abscherung des Kristalls auf 
einzelnen kristallographischen Ebenen entspricht weitgehend dem experi- 
mentellen Tatbestand. Zumindest erfaBt die in einer makroskopischen 
Gleitlinie sichtbar werdende Gleitung einen mit dem Kristallquerschnitt 
vergleichbaren ebenen Bereich. Die elektronenmikroskopischen Unter- 
suchungen stiitzen dieses Modell. Neben den kurzen Linienstiicken der 
Elementarstruktur beobachtet man auf einem flachenzentrierten Kristal] 
schon bei kleinen Verformungen einzelne lange Gleitlinien, die Ober- 
flachenstufen von 100 bis 1000 A Hohe entsprechen (WILSDORF 1952b)?. 
Jede dieser Linien verlauft fast ausschlieBlich in einer einzigen 
Gleitebene“. Dieses Verhalten ist nur in dem primitiven Modell 


1 Bei hexagonalen Metallen wird kein solcher Unterschied in der Starke der 
Gleitlinien wie beim Al zwischen Linien der Elementarstruktur und groben Gleit- 
linien beobachtet. Der ganze Kristall ist vielmehr ziemlich gleichmaBig mit Gleit- 
linien bedeckt, die Stufen von einigen 100 bis zu einigen 1000 A Hohe entsprechen 
(BRowN 1952). 
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selbstverstandlich, in dem die Abgleitung auf einer Ebene durch eine 
einzige Quelle bewirkt wird, was aber bei Kristallen normaler AbES 
messungen den Tatsachen sicher nicht entspricht. Sind die Aus- 
breitungsgebiete der Quellen klein gegen den Kristallquerschnitt, so 
muB eine Wechselwirkung giinstig angeordneter Quellen eine solche Ab- 
gleitung in einer Ebene erméglichen. 

In einer méglichen ,,Gleitebene“ liegen Quellen verschiedener Ak- 
tivierungsspannungen. Ihre Quellgebiete sind durch Hindernisse be- 
grenzt. Wir wollen diese Verhiltnisse zunachst in einem vereinfachten 
eindimensionalen Modell veranschaulichen: Fig. 2 zeigt eine periodische 
Anordnung von Stufenversetzungsquellen mit den kritischen Span- 
nungen 1, und t,. Diese Quellen sind auf oder nahe einer Gleitebene 
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Fig. 2a u. b. a Modell einer verfestigten Gleitebene im Stadium der homogenen Gleitung. b Modell einer 
durchgehend abgeglittenen und verfestigten Gleitebene mit Quellen der kritischen Spannungen 1, und T,, 
sowie positiven und negativen Stufenversetzungen (1 und T) vor Hindernissen der Breite 26 

(kubisch-flachenzentrierter Kristall). 


in Abstaénden 2Z angeordnet. Die Quellenintervalle sind getrennt durch 
feste Hindernisse der Breite 26(6<L). Im Anfangsstadium erzeugen 
nur die Quellen mit der kleineren kritischen Spannung (1,) Versetzungen, 
solange, bis deren Schubspannung die auBere Spannung am Ort der 
Quelle auf t, kompensiert. Man erhalt also zunachst getrennte Bereiche, 
in denen eine kleine Abgleitung erfolgt ist (homogene Gleitung, Fig. 2a). 
Die anderen Quellen werden erst wirksam, wenn die Spannung am Ort 
dieser Quellen t, iiberschreitet. Die anfangs erzeugten Versetzungen 
untersttitzen jedoch die 4uBere Schubspannung an den noch nicht be- 
tatigten Quellen. Daher sprechen diese schon unter.einer 4uBeren Schub- 
spannung Tt an, die unterhalb von Ty liegt. Diese Quellen erzeugen dann 
ebenfalls Versetzungen, die an die Hindernisse laufen (Fig. 2b). Ist die 
Hindernisbreite relativ klein, so kompensieren sich die Spannungsfelder 
der vor den Hindernissen liegenden Versetzungen (entgegengesetzten 
Vorzeichens) teilweise, so da8 nunmehr eine gréBere Anzahl von Ver- 
setzungen von beiden Quellen geliefert werden kann, bis die Spannung 
an jeder Quelle auf deren kritische Schubspannung erniedrigt ist. Die 
Versetzungen, die im Stadium der homogenen Gleitung erzeugt werden, 
kénnen auf diese Weise andere Quellen nahe ihrer Gleitebene aktivieren 
und damit die Zwischenraéume von Quellgebieten der homogenen Gleitung 
tiberbriicken, So kann sich die Gleitung auf einer giinstigen Ebene ver- 
starkt ausbilden, 
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. Die Zahl n der von den (7,)-Quellen erzeugten V ersetzungen eines Vorzeichens 
vals Funktion der Spannung r laBt sich in zwei Grenzfiillen leicht tiberblicken (LeiB- 
BRIED 1951): Fiir den Fall, daB die (v,)-Quellen noch keine Versetzungen liefern 
-k6énnen, ist n®t4L/n?A (der Einfachheit halber ist T,=0 gesetzt worden; 
A = Gb/2(1—), wobei G der Schubmodul und uu die Porssonssche Zahl ist). Diese 
Versetzungen verstirken die duBere Schubspannung an den (r,)-Quellen um einen 
_Faktor 2,4. Die (r,)-Quellen sprechen daher schon unter einer auBeren Schub- 
“spannung 1,/2,4 an. Fir hohe Spannungen (t>T,) ist die Versetzungszahl in 


_beiden Intervallen gleich gro8 und gegeben zu nx 2L t1n te at, so daB man 
c 


den in Fig. 3a gezeichneten Verlauf fiir (rx) erwartet. Nimmt man entsprechend 
_unseren Betrachtungen im 2. Abschnitt L = 105 b& 30 an, eine Intervall-Lange, 
deren GréBenordnung auch durch die Lange der Linien der Elementarstruktur 
_(s. oben) und durch Versuche 
_an sehr diinnen Kristallen (vgl. 

ANDRADE 1953) nahegelegt 278 "e 


wird, dann ergibt sichinFig.3a 2750 f 
mit 25 10, daB die Steigung Sj 29 | 
der  (t)-Kurve bei t=T,/2 (am 2 90 | 
Ende der homogenen Gleitung) + p | 
auf etwa das fiinffache an- & F 
wachst. Fe 
, Dieses Modell entspricht : % Z % D 


_ aber noch nicht den experi- a Schubspannung T 


mentellen Tatsachen: Die Fig. 3a u. Peer ae a) biigincuctern ” pro Quellen- 
. intervall (z,) von der 4uBeren Spannung r. a Ohne, 
_beobachteten Stufenhdhen b mit Versetzungsvernichtung. 


lassen sich (selbst mit rela- 
tiv kleinen 6-Werten) nur bei hohen Spannungen oder mit unplausibel 
_ groBen Intervallen verstehen. Ferner wiirde in diesem Bilde die Stufen- 
_hdhe langsam mit der Spannung zunehmen. Zudem ist das Modell nicht 
_allein fiir den hier diskutierten Fall zustandig, daB die Quellen alle sehr 
_nahe einer einzelnen Gleitebene liegen. Die Eigenschaften des Schub- 
spannungsfeldes einer Stufenversetzung bedingen, da8B man dieselbe 
Verstarkung der Versetzungszahl erhalt, wenn nur der Abstand der 
Quellen senkrecht zur Gleitebene klein gegen L ist. Dieser Mechanismus 
der Gleitung fiihrt also noch nicht auf eine grobe Gleitstufe im emer 
Ebene. 

Diese Schwierigkeiten lassen sich unseres Erachtens nur dadurch be- 
seitigen, daB man eine gegenseitige Vernichtung von Versetzungen mit 
in Betracht zieht. Eine solche sollte unterhalb der Erholungstemperatur 
nur dann méglich sein, wenn die Versetzungen entgegengesetzten Vor- 
zeichens nahezu auf derselben Gleitebene liegen?. In dem obigen ein- 
dimensionalen Modell stellen wir uns dazu vor, daB nach dem Ansprechen 


1 Die Normalspannungen in der Nahe einer Versetzungsgruppe sollten eine 
begrenzte Bewegung anderer Versetzungen aus ihrer Gleitebene heraus (unter 
Erzeugung von Léchern) auch ohne Hilfe der Temperatur ermOglichen (KOEHLER 


19524). 
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der (t,)-Quellen die Hindernisse zwischen den Intervallen dem erhéhten 
Druck zunichst nicht standhalten kénnen}, und eine groBe Zahl von 
Versetzungen beider Intervalle sich gegenseitig vernichtet, bis die Glei- 
tung sich spater unter Bildung neuer Hindernisse (7-Versetzungen) 
stabilisiert2?. Damit erhielte man fiir die Abhangigkeit der von der 
(t,)-Quelle erzeugten Versetzungszahl 7 eines Vorzeichens von der 
Spannung t den in Fig. 3b gezeichneten Verlauf (an Stelle des Ver- 
laufs der Fig. 3a). So kann man schon bei kleinen Spannungen groBe 
Versetzungszahlen und damit grobe Oberflachenstufen in einer Ebene 
erreichen. AuBerdem kénnen solche groben Stufen offensichtlich ent- 
stehen, ohne daB die Spannung dabei wesentlich erhéht werden miBte. 
Das wiirde erklaren, daB man entweder nur die kleinen Gleitstufen der 
Elementarstruktur oder bereits verhaltnismaBig grobe Gleitstufen auf 
der Oberflache findet?. 

Das oben entwickelte Modell (a) setzt also fiir das Zustandekommen 
einer groben Stufe in einer Gleitebene eine giinstige Anordnung von 
langen Quellen in einer ganzen ,,Ebene™ voraus. Diese Quellen kénnen 
dann ihre Zwischengebiete unter Versetzungsvernichtung iiberbriicken. 
(Wir nennen diesen Vorgang den ,,Durchschlag’‘ der Gleitung in der 
Ebene.) Eine andere Méglichkeit (b) fiir die Ausbildung eines gréBeren 
Gleitschrittes in einer Ebene geht von einer lokal giinstigen Anordnung 
von Quellen aus*: Wenn einmal eine einzelne (t,)-Quelle im Kristall 
eine (T2)-Quelle nahezu auf derselben Gleitebene anst6Bt, so daB die 
inneren Versetzungen sich gegenseitig vernichten kénnen, so laufen an 


1 Ein méglicher Mechanismus besteht z.B. darin, daB die ein 1,-Quellgebiet 
begrenzende /-Versetzung, welche mit einer aus dieser Quelle erzeugten Versetzung 
gebildet wurde, durch die erste aus der benachbarten 7,- Quelle erzeugte Versetzung 
aufgelést wird. 

* Die Geschwindigkeit der wahrend des Durchschlages erzeugten Versetzungen 
sollte mit wachsender Anzahl abnehmen unter der Wirkung der in der Gleitebene 
erzeugten Lécher usw. Daher wird mit zunehmender Versetzungszahl die Bildung 
von /-Versetzungen erleichtert. 

8 Es ist denkbar, da eine weitere Gleitung auf einer einmal durchgeschlagenen 
Ebene tiberhaupt unméglich wird infolge der Bildung vieler /-Versetzungen und 
Lécher (vgl. den nachsten Abschnitt). Andernfalls sollten die groben Stufen bei 
Zunahme der Spannung langsam weiterwachsen proportional der Versetzungszahl 
zwischen den nunmehr den Quellen n&chstgelegenen Hindernissen. 

4 Jede dieser Méglichkeiten erscheint fiir sich bedenklich hinsichtlich ihrer 
Abhangigkeit von den Kristallabmessungen, Die Auswahl der fiir einen Durch- 
schlag giinstigen Ebenen nach (a) bedeutet eine Abnahme ihrer Zahl mit wachsen- 
dem Kristallquerschnitt, die Auswahl nach (b) eine Zunahme. Experimentell 
scheint eine derartige Abhangigkeit, wenn iiberhaupt, so doch nicht sehr stark 
vorhanden zu sein, Das wiirde eine Kopplung der beiden Mechanismen (a) und (b) 
erfordern, Auf jeden Fall wird man eine Abhangigkeit von den Kristallabmessungen 
erwarten miissen, falls die groben Gleitstufen wie beobachtet den ganzen Quer- 
schnitt erfassen. 


~~ 
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den auBeren Rand des nunmehr doppelt so groBen Intervalls etwa die 
zweifache Zahl von Versetzungen. Gelingt es diesen Versetzungen 
dabei — nach Durchbrechung der Randhindernisse — mit einem 
dritten Quellgebiet auf derselben Gleitebene unter weiterer Versetzungs- 
vernichtung in Beriihrung zu kommen, so vervielfacht sich die Ver- 
setzungszahl am Rande des nunmehr etwa dreimal so langen Gesamt- 
intervalls weiter. Dabei sollte in erster Naherung die Versetzungszahl 
am Rande proportional der Gesamtintervall-Linge wachsent. Der 
Durchschlag der Gleitung entspricht dann etwa der Ausbreitung eines 
mikroskopischen Risses lings der Gleitebene. Die Multiplikation der 
Versetzungszahl findet schlieBlich durch die Neubildung von /-Ver- 
setzungen ihr Ende. 


Da Schraubenversetzungen einen ganz analogen Effekt ergeben, so 
lassen sich die obigen Betrachtungen qualitativ ohne weiteres auf ein 
zweidimensionales Modell der Gleitebene iibertragen, wobei nach (b) 
die Gleitung ausgehend von kleinen giinstigen Bereichen sich iiber die 
ganze Ebene ausbreiten kann. 


Wir nehmen aber an, daB unser eindimensionales Modell die im 
flachenzentrierten Kristall vorliegenden Verhiltnisse bereits naherungs- 
weise richtig beschreibt. /-Versetzungen bilden hier die oben ad hoc 
angenommenen Hindernisse. Durch die Bildungsméglichkeit von 
f-Versetzungen sind die Laufwege der Stufenanteile wesentlich kleiner 
als die der Schraubenanteile der neu erzeugten Versetzungen. In erster 
Naherung kann man versuchen, die Wirkung der Schraubenversetzungen 
auf die Quellen zu vernachlassigen, z.B. anzunehmen, daB ihre még- 

lichen Laufwege so groB sind, daB sie sich gegenseitig vernichten kénnen. 
Die Abgleitung und Verfestigung werden dann durch die Stufenverset- 
zungen bestimmt. Die Quellgebiete sollten hier in Richtung des Bur- 
GERS-Vektors (Stufenanteile) wesentlich kiirzer sein als senkrecht dazu 
(Schraubenanteile). 

Im hexagonalen Kristall werden bei normaler Temperatur kaum 
f-Versetzungen im Laufe der Verformung durch Versetzungsreaktionen 
gebildet. Die Behinderung der Stufenanteile ist daher schwach. Diese 
werden so weit laufen kénnen, bis sie sich mit Versetzungen anderer 
Quellen auf der gleichen Ebene vernichten®. Auch die Schraubenanteile 
werden weiter laufen kénnen als im flachenzentrierten Kristall, da die Zah]l 
der B-Punkte kleiner ist, so daB eine Vernichtung von Schraubenverset- 
zungen verschiedener Quellen ebenfalls méglich ist. Andererseits werden 


1 Der Durchschlag der Gleitung in einer Ebene kann in jedem (nicht zu weit 
fortgeschrittenen) Stadium stecken bleiben, was einer starken Streuung in der 
Hohe und Lange der Gleitstufen entspricht. 

2 Hexagonale Kristalle zeigen normalerweise auch keine Knickbaénder und 
keinen Asterismus (HONEYCOMBE 1951). 
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die Schraubenversetzungen durch Treppen und die an den B-Punkten 
erzeugten Lécher behindert. Wir nehmen daher an, daB hier die Schrau- 
benversetzungen Abgleitung und Verfestigung bestimmen und die — 
Wirkung der Stufenversetzungen vernachlassigt werden kann. Letzten 
Endes erwarten wir also in einer betatigten Gleitebene des hexagonalen 
Kristalls eine Schraubenversetzungsstruktur ahnlicher Art (in groBeren 
Lineardimensionen) wie im flachenzentrierten Kristall fiir Stufen- 
versetzungen. Das Stadium der homogenen Gleitung sollte bei hexa- 
gonalen Kristallen entfallen, da es praktisch keine getrennten Quell- 
gebiete gibt. Die Laufwege der Versetzungen sind vergleichbar mit 
den Abstanden langer Quellen in einer ,,Gleitebene“. Daher kann sich 
die Gleitung ohne besondere Schwierigkeiten iiber die ganze Ebene 
ausbreiten. 

Nach dieser Vorstellung erfolgt die Dehnung im AnschluB an die 
homogene Gleitung im wesentlichen durch die Ausbildung der Gleitung 
auf einzelnen unabhangigen Gleitebenen des spannungsmaBig am mei- 
sten begiinstigten Gleitsystems. Die Wechselwirkung solcher betatigter 
Ebenen werden wir im 6. Abschnitt besprechen. Bei kubisch flachen- 
zentrierten Gittern liegt in der verfestigten Gleitebene hauptsachlich 
eine Verteilung von Stufenversetzungen vor, bei hexagonalen Gittern 
eine Anordnung von Schraubenversetzungen. Es ist méglich, daB der 
Durchschlag von den am meisten begiinstigten Oberflachenquellen 
startet. Danach wiirde man einen EinfluB der Oberflache auf das pla- 
stische Verhalten, vor allem bei kleinen Dehnungen, erwarten. 


5. Die Stabilisierung der Gleitung. 


Wir haben bisher die Vorgange nur unter konstanter oder wach- 
sender auBerer Spannung betrachtet. Bei Entlastung des Kristalls geht 
die Verformung nicht wesentlich zuriick, man beobachtet nur eine ver- 
nachlassigbare elastische Nachwirkung. Der verformte Kristall zeigt 
bei Wiederbelastung nahezu die urspriingliche Verfestigung (unterhalb 
der Erholungstemperatur). 


Diese Eigenschaften zeigt unser Modell zunachst nicht. Die wahrend 
der homogenen Gleitung aus einer Quelle erzeugten Versetzungen kénnen 
bei Entlastung wieder in die Quelle zuriicklaufen. Man muB also dafiir 
sorgen, daB die erzeugten Versetzungen fixiert werden. Aber selbst das 
geniigt noch nicht. Denn im entlasteten Zustand wirkt dann an der 
Quelle die Schubspannung der (fixierten) Versetzungsanordnung. Ist 
diese Spannung gréBer als die kritische Schubspannung der Quelle, so 
erzeugt die Quelle nunmehr Versetzungen entgegengesetzen Vorzeichens, 
welche die urspriinglich erzeugten Versetzungen vernichten und so die 
Gleitung zum gréBten Teil ebenfalls wieder riickgangig machen kénnen. 
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Man braucht also auch Prozesse, die die Quellen in einem gewissen Aus- 
maB fixieren!. 

Eine Stabilisierung der Versetzungsanordnung kann bewirkt werden: 

1. Durch gegenseitige Wechselwirkung der erzeugten Versetzungen, 
also etwa dadurch, daB sich Versetzungen entgegengesetzten Vorzei- 
chens an den Hindernissen festhalten (Fig. 2b); 

2. durch Bildung von /-Versetzungen, was auch fiir die Entstehung 
der Hindernisse der Fig. 2 wesentlich ist; 

3. durch die Behinderung, die eine Versetzungslinie beim Kreuzen 
anderer Versetzungslinien erfaihrt (Bildung von Treppen); 

4. durch die in Schraubenversetzungsanteilen vorhandenen Treppen, 
die bei Bewegung Locher erzeugen; 

5. durch die in der Gleitebene wiahrend der Verformung erzeugten 
Lécher und Zwischengitteratome ; 

6. durch die Spannungen der bei teilweiser Vernichtung von Ver- 
setzungen nicht aufgelésten Teile; 

7. durch Wechselwirkung mit naheliegenden Quellen anderer Gleit- 
systeme (Morr 1952: sekundare Gleitung). 

Die Blockierung der Quellen erfolgt hauptsachlich durch die im 
Laufe der Verformung in der Nahe der Quellen erzeugten Hindernisse 
(Locher, f-Versetzungen usw.), die im wesentlichen eine Reibungskraft? 
austiben, welche bei der Erzeugung von neuen Versetzungen tiberwunden 
werden mu. Die Anregungsspannung der Quelle ist dann mit der 
Reibungsspannung identisch. Ferner besteht die Médglichkeit, daB die 
Struktur der Quelle selbst verandert wird, z.B. durch Bildung einer 
f-Versetzung mit der Quelle, Verkiirzung der Quellenlange, Diffusion 
der Quelle aus der Gleitebene usw.?. 

Wenn die Verfestigung durch die Schwierigkeit der Erzeugung neuer 
Versetzungen, d.h. durch die an der Quelle wirksame (innere) Spannung 
bestimmt ist, so besteht sie in unserem Bilde aus der Spannung der 
Versetzungsordnung an der Quelle und aus der Reibungsspannung, 


1 Seitz (1952) hat die Frage der Irreversibilitat der Gleitung eingehend dis- 
kutiert. 

2 Diese ,, Reibungskraft’' ist unabhangig von der Bewegungsrichtung der Ver- 
setzungen. Sie ist méglicherweise auch im unverformten Kristall vorhanden (Ein- 
fluB der Hindernisse in der Grundstruktur oder des Gitters selbst). Sehr lange 
Quellen kénnen sich dann erst nach Uberschreiten dieser Reibungsspannung be- 
tatigen. 

3 Es erscheint méglich, da eine Gleitebene durch Hindernisse oder durch die 
anderen oben erwahnten Behinderungseffekte im Laufe der Verformung derartig 
blockiert wird, daB eine weitere Abgleitung auf dieser Ebene unméglich ist (SErrz 
1952). Das wiirde erklaren, da® eine naherungsweise konstante Grenzabgleitung 
einer Ebene (etwa 2000 A nach Brown 1952) nicht iiberschritten wird. Wie in 
der Einleitung erwahnt wurde, ist diese Frage aber experimentell gar nicht ent- 


schieden. 
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welche zusammen gerade die aéuBere Spannung kompensieren. Man 


sollte annehmen, daB bei hohen Verformungen der zweite Anteil tiber- 


wiegt, da die Hindernisse proportional zur Zahl der erzeugten Verset- 


zungen sein werden, das Spannungsfeld dieser Versetzungen aber durch 
Vernichtung von Versetzungen entgegengesetzten Vorzeichens nicht so 
stark zunimmt. 


Eine Aussage dariiber miiBte man bei Belastung in entgegengesetztem Sinne 
erhalten: Entlastet man den Kristall, so erhalt man keinen wesentlichen Ruckgang 
der plastischen Verformung. Belastet man weiter im Gegensinn, so erhalt man eine 
kritische Schubspannung, die kleiner ist als die urspriingliche Verfestigung. (Die 
Verfestigung ist vom Vorzeichen der Spannung abhangig: BauscHINGER-Effekt.) 
Belastet man bis zu einer Gegenspannung vom gleichen Betrag wie bei der ersten 
Belastung, so erhalt man plastische Verformungen, die zwar kleiner, aber durchaus 
vergleichbar mit der urspriinglichen Verformung sind. Hierin ist sicherlich zum 
groBten Teile eine Riickbildung der Vorverformung enthalten. Die Reibung ist 
zwar wesentlich neben der Wirkung der Versetzungsanordnung; wiirde die Ver- 
festigung aber allein durch die Reibung bestimmt, so ware die Verfestigung vom 
Vorzeichen der Spannung unabhangig (kein BauscHINGER-Effekt). Leider sind 
die Experimente auf diesem Gebiet schwierig und sparlich [HELD 1940 an ein- 
kristallinem Sn, WoLLrEy 1953 an vielkristallinem Material, vgl. auch Beobach- 
tungen auf der Kristalloberflache: Brown (1952), WiLspoRF (1952b)}. 


6. Die weitere Ausbildung der Glettung bet gréperen Deformationen. 


Eine betatigte Gleitebene des flachenzentrierten Kristalls enthalt 
nach den Uberlegungen des Abschnitts 4 eine verhiltnismaBig regel- 
maBige Anordnung paralleler Stufenversetzungen (Fig. 2b). Das 
Spannungsfeld einer solchen Anordnung von Stufenversetzungen hat 
einige, fiir die Ausbildung weiterer Gleitebenen wesentliche Eigenschaften 
(HAASEN und LEIBFRIED 1954): In unmittelbarer Umgebung der 
Gleitebene wird durch die hohen Spannungen der Einzelversetzungen 


eine Bewegung anderer Versetzungen iiber gréBere Strecken verhindert. — 


In unserem Modell der Fig. 2b kann eine weitere Gleitung unter der 


Schubspannung t erst in grdéBeren Abstinden als d » ! \- Lb 
kp 30 T 
(+150 Bb tir =4 mm? Und L=3 2) erfolgen; vgl. dazu auch Korn- 


LER 1952b, WitsporF 1952a|- In Abstainden der GréSenordnung L 
ist die Gleitung spannungsmaBig begiinstigt. Dort wird die auGere 
Schubspannung in einem relativ groBen Bereich durch die Schub- 
spannung der Versetzungsanordnung verstirkt (bis zu 20%). Im Zwischen- 
gebiet wird die auBere Spannung erniedrigt, die Gleitung erschwert. 
In Abstinden, die groB gegen L sind, verschwindet der Einflu8 der 
Versetzungsanordnung. Wir erwarten daher eine bevorzugte Ausbildung 
weiterer Gleitebenen in den spannungsmabig begiinstigten Abstanden 
der GréBenordnung L. 


a 
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Eine Stiitze fiir diese Vorstellung sind die folgenden Beobachtungen: 

1. Eine neue Gleitlinie (d.h. ein Gleitband) bildet sich haufig dicht neben 
einer bereits vorhandenen Linie in einem Abstand 1 bis 10 wu. [Nach Filmaufnahmen 
an Al: BeckeR und HAaseN (1953), sowie nach neueren Beobachtungen im 
hiesigen Institut.] Jaout und Crussarp (1952) beobachten ebenfalls eine an- 
fangliche Biindelung der Gleitbander. Besonders stark sollte sich dieser Effekt bei 


_ verunreinigten oder infolge ungiinstiger Orientierung in ihrer Gleitung gestérten 


Kristallen auswirken. Dort ist die Ausbildung der Ebenen zusitzlich erschwert, 
und daher wird die Spannungsiiberhéhung stark beansprucht. [LANGE (1953) so- 
wie CHEN und MATHEWSON (1951) finden bei Al-Kristallen mit +00- oder 111- 
Orientierung, daB sich die Gleitbander bevorzugt in Biindeln anordnen. } 

2. Es gibt einen Grenzabstand der Gleitbander (ebenfalls in der GréBenordnung 
von 1 bis 10u), der auch bei hohen Deformationen nicht unterschritten wird 
(CRUSSARD 1945, ANDRADE und HENDERSON 1951, BROWN 1952). JaouLt und 
CRUSSARD (1952) stellen fest, daB dieser Grenzabstand mit abnehmender Reinheit 
des Kristalls kleiner wird. Hier erwartet man auch eine Verkleinerung von L 
durch vermehrte Hindernisbildung. 


Ferner besteht jedes Gleitband bekanntlich aus einer mit wach- 
sender Dehnung zunehmenden Zahl einfacher betatigter Gleitebenen 
(Bildung von Gleitlamellen). Die Zahl der betatigten Ebenen pro Band 
wachst stark mit der Temperatur (BROWN 1952). Wir sind mit KOEHLER 
(1952b) der Ansicht, daB jede neue Gleitebene aus einer schon verfestig- 
ten Gleitebene des Bandes hervorgeht, und zwar vermutlich durch 
thermisch aktivierte Quergleitung von Versetzungsteilen aus der ver- 
festigten Ebene heraus (cross-slip nach CAHN (1951), Mott (1951), even- 
tuell unter Zuhilfenahme von Quellen auf der Gleitebene des cross- 
slip]. Diese Versetzungsteile kénnen sich in der neuen Gleitebene als 
Quellen auswirken, falls sie mindestens in einem Abstandd von der 
Muttergleitebene liegen. Es wird sich also in einem Abstand d von einer 
betatigten Gleitebene eine neue Gleitebene ausbilden kénnen; gréBere 
Abstande als d sind wegen der gréBeren benotigten thermischen Schwan- 
kungen sehr viel unwahrscheinlicher. Diese Erklérung der Gleit- 
lamellendicke d tragt der beobachteten Entwicklung eines Gleitbandes 
und der starken Temperaturabhangigkeit der Lamellenzahl Rechnung. 


In diesem fortgeschrittenen Stadium der Verformung beobachtet man Knick- 
bander (nach Cann 1951) auf der ganzen Kristall-Lange. Wenn sich einmal positive 
gegen negative Stufenversetzungen an einem besonders stabilen Hindernis in einer 
Gleitebene aufgereiht haben, so bewirkt das Spannungsfeld dieser Anordnung, 
daB sich Stufenversetzungen entsprechenden Vorzeichens in benachbarten Gleit- 
ebenen dariiber anlagern. Im Prinzip erhalt man so die Struktur eines Knickbandes 
(Morr 1952, FRANK und STROH 1952). Doch ist eine solche Anordnung von Ver- 
setzungen spannungsmaBig nicht stabil, da es kaum Hindernisse gibt, die einen 
Druck von beiderseits etwa 100—1000 frei beweglichen Versetzungen aushalten, eine 
Zahl, die man zum Verstandnis der beobachteten Gleitebenenkriimmung bendtigt. 
Die Versetzungsanordnung des Knickbandes sollte vielmehr durch f-Versetzungen 
in kleinere Gruppen unterteilt sein. Dadurch wird der Druck auf die innersten Ver- 
setzungen des Bandes stark vermindert und die Anordnung stabilisiert. Wieder 
wird bei unreinem oder stark orientierungsgestértem Material der Bandabstand 
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kleiner durch vermehrte Hindernisbildung. Die Bander sind weniger ausgepragt, 
sie enthalten eine kleinere Anzahl von Versetzungen [vgl. dazu HONEYCOMBE (1951), 
LANGE (1953) ]. 

Eine verfestigte Gleitebene des hexagonalen Kristalls enthalt nach 
obigem im wesentlichen eine Anordnung von Schraubenversetzungen, 
deren Spannungsfeld auBerhalb der Gleitebene qualitativ einen anderen 
Charakter hat als das oben beschriebene der Stufenversetzungen (HAASEN 
und LEIBFRIED 1954): Zwar wird die Gleitung auf Nachbarebenen in 
Abstanden kleiner als d ebenfalls blockiert, doch existiert kein ausge- 
zeichneter Abstand fiir Gebiete verstarkter Schubspannung. Daher sind 
weitere betatigte Gleitebenen in allen méglichen, insbesondere auch klei- 
nen Abstianden von einer betatigten Ebene zu erwarten. Die Wirkung 
der verfestigten Gleitebenen wird auBerdem wegen der vergleichsweise 
geringen Zahl liegengebliebener (Schrauben-)Versetzungen kleiner sein 
als im flachenzentrierten Kristall. Da es im hexagonalen Gitter nur die 
Basisgleitung, aber keine Quergleitung gibt, sollten die Gleitstufen nach 
obigem einfach, d.h. keine Bander sein. Es gibt praktisch keine /-Ver- 
setzungen, so daB kaum Stufenversetzungen liegen bleiben. In Uber- 
einstimmung damit werden (bei Zimmertemperatur) keine Knickbander 
beobachtet (HONEYCOMBE 1951). 


7. Verfestigungskurve und Einflup der Temperatur. 

Einen Einflu8 der Temperatur erwarten wir bei den folgenden Vor- 
gangen: 

I. Bei der Uberwindung von Hindernissen in der Gleitebene durch 
die erzeugten Versetzungen. Nur Hindernisse atomarer Dimensionen 
wie Lécher, Fremdatome und Durchsto8punkte anderer Versetzungen 
ergeben eine merkliche Temperaturabhangigkeit! (NABARRO 1952, CoT- 
TRELL 1953), nicht dagegen /-Versetzungen. 

II. Bei der Beweglichkeit von Hindernissen, wie z.B. Diffusion von 
Léchern, wodurch Zahl und Anordnung der Hindernisse verindert 
werden kann (SE1Tz 1952, Morr 1952). 

III. Bei der Diffusion von Versetzungen aus der Gleitebene heraus 
und der damit verbundenen Vernichtungsméglichkeit von Versetzungen 
verschiedenen Vorzeichens (folgt zum Teil aus II.). 

IV. Bei der Lamellenbildung durch thermisch aktivierte Quer- 
gleitung (KOEHLER 1952b, Morr 1951). 

An Hand dieser vier Gesichtspunkte werden wir die Temperatur- 
abhangigkeit der Verfestigungskurve diskutieren, 

Die Verfestigungskurve beschreibt die Abgleitung als Funktion der 
auBeren Schubspannung im Hauptgleitsystem. Die Abgleitung a setzt 


1 Dieser Temperatureffekt macht sich mehr in der FlieBgeschwindigkeit als 
in der Verfestigung bemerkbar. 
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sich zusammen aus Beitrigen der homogenen Gleitung a,,, der Gleitung 
auf einzelnen Ebenen a, und der Gleitlamellenbildung a, : 


a=ay+ag+a,. 


Zu den einzelnen Beitragen ist nach den Betrachtungen der voraus- 
gehenden Abschnitte das Folgende zu sagen (zunichst fiir den flachen- 
-zentrierten Kristall): Im Anfangsstadium der plastischen Verformung, 
der homogenen Gleitung, bestimmen das Spektrum der Aktivierungs- 
spannungen der Quellen und die GréBe ihrer Ausbreitungsgebiete die 
Abgleitung. Beide GréBen kénnen empfindlich von der Vorbehandlung 
des Kristalls abhangen. Bezeichnet man mit 6 (t’) dr’ die réumliche Dichte 
der Quellen mit Aktivierungsspannungen im Intervall (t’, r’+dr’), 
mit #(t’) die Zahl der von ihnen erzeugten Versetzungen und mit f 
die von ihnen iiberstrichene Flache, so ist 


ay =f o(c') n(x’) fode'. 


Unter der Annahme, da8 das Ausbreitungsgebiet die von der Spannung 
unabhangige Lineardimension L hat (f= L?*), und daB, wie fiir eine un- 
abhangige Quelle (vgl. Abschnitt 3), » naherungsweise durch 2(t’) = 
A (t—Tt’) gegeben ist, wird daraus 
Te al YE poe 

ay = TE elt jir—* . 


. 


0 


Aus der gemessenen Steigung der Verfestigungskurve bei kleinen Ver- 
formungen (WEIK 1953) kann man dann die Gesamtdichte @(t) = 


| f o(7’)dv’ der Quellen bis zu einer Aktivierungsspannung t abschatzen 
0 

zu g(t)L?~100(r=150-",, 

wire demnach schon so groB, daB man diese nicht mehr als unabhingig 

ansehen darf!. Andererseits ist die mit L =30y sich ergebende Dichte 


an 3/00}: Die Dichte der langen Quellen 


der langen Quellen ( | 6p. entsprechend t = 150 oF sy) aber unverniinftig 


hoch (vgl. Abschnitt 2). Man mu8 daher annehmen, daB auch bei so 
kleinen Verformungen bereits einzelne grobe Gleitstufen einen mit aj, 


1 Zwar zeigen die Wirsporrschen Messungen ein lineares Anwachsen der 
Stufenhohe der Elementarlinien mit der Spannung, wie man es von unabhangigen 
Quellen erwarten wiirde. Dieses lineare Gesetz kann man aber auch verstehen, 
wenn man die Spannungen der erzeugten Versetzungen nur im statistischen Mittel 
beriicksichtigt, was bei hohen Quelldichten zutreffend ist. 

6* 
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vergleichbaren Beitrag zur Abgleitung geben’. Der Einflu8 der Tem- 
peratur nach I. (VergréBerung der Quellgebiete) wird gering sein, da 
die Begrenzung der Quellgebiete durch /-Versetzungen gegeben sein 
sollte. 

Ist o die Anzahl der Gleitbander pro cm senkrecht zur Gleitebene — 
und h die mittlere Hohe der groben Oberflachenstufen, so ist naherungs- 
weise bei Gleitung auf einzelnen Ebenen a, =a+h. Dabei ist angenom- 
men, daB die groben Gleitstufen weitgehend einer pauschalen Abgleitung 
der ganzen Ebene um h entsprechen. Experimentell nimmt / anscheinend 
weder mit der Spannung noch mit der Temperatur wesentlich zu* 
(WiLsporF 1952b, Brown 1952). Das wiirde bedeuten, daB tatsachlich 
eine Art Grenzabgleitung in einer Ebene vorhanden ist (vgl. FuBnote 3, 
S. 79). Da der Durchschlag und seine Stabilisierung durch /-Ver- 
setzungen durch mechanische Effekte zustande kommen, so ist auch 
kein weitgehender EinfluB der Temperatur auf ) zu erwarten. Aus dem — 
gleichen Grunde wird auch o nicht stark von der Temperatur abhangen%. 
Experimentell hangt die Verfestigung bei kleinen Verformungen nur 
schwach von der Temperatur ab im Gegensatz zu héheren Deformationen. 
|ANDRADE und HENDERSON 1951: Ag, Au; BLEwitT und Mitarbeiter 


1 Von WILsporF (1952b) wird angenommen, daB die auf der Oberflache sicht- 
baren Stufen zu abgeglittenen Bereichen gehdéren, die sich durch den ganzen 
Kristall erstrecken. Die Abgleitung ist dann mittlere Stufenhdhe geteilt durch 
mittleren Abstand der Elementarstrukturlinien. Aus den Witsporrschen Mes- 
sungen folgt damit, daB der Abgleitungsbeitrag der Elementarstruktur propor- 
tional zum Quadrat der Schubspannung ist (Stufenhéhe ~7 und Abstand ~1/r): 
ay =C t? mit C= 0,13 (kp/mm?)~?. (Im obigen Modell wiirde also 6 konstant sein.) 
Durch Vergleich mit der auf kleine Dehnungen extrapolierten Zahl der groben 
Gleitstufen wird von WitsporF geschlossen, da® die anfangliche Abgleitung (bis 
zu 4%) allein von der Elementarstruktur geliefert wird. Dann miBte auch im 
weiteren Verlauf der Verformung die Elementarstruktur wesentlich (etwa 50%) 
zur Abgleitung beitragen. 

Wenn aber die Oberflachenstufen getrennten Quellgebieten entsprechen (vgl. 
Abschnitt 3), so ist die zugehérige Abgleitung kleiner. Die an der Oberflache ge- 
legenen Quellen sollten zudem mehr Versetzungen liefern kénnen als Quellen im 
Inneren, da nur die Halfte der erzeugten Versetzungen zur Verfestigung der Quelle 
beitragt. AuSerdem ist es wegen des oben besprochenen Einflusses der Oberflache 
auf die Aktivierungsspannung mdglich, da® an der Oberflache auch kiirzere Quellen 
ansprechen, Im ganzen gesehen wird man die Abgleitung im Inneren des Kristalls 
auf Grund des Oberflachenbildes iiberschatzen. Die Annahme, daB® ay und ap 
schon bei kleinen Verformungen vergleichbar sind, lABt sich auf Grund des vor- 
liegenden experimentellen Materials durchaus vertreten. 

* Die Brownsche Angaben iiber die schwache Zunahme der Stufenhéhe mit 
der Temperatur bediirfen auf Grund der Witsporrschen Messungen einer Nach- 
priifung. 

* Eine schwache Temperaturzunahme von a(t) (vgl. unten) sollte den Tem- 
peraturgang des Anfangsteils der Verfestigungskurve und den Spannungssprung 
bei Temperaturerniedrigung wahrend der Verformung verstandlich machen. 
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1953: Cu; STAUBWASSER Al (nicht veréffentlicht).] Die Abhangigkeit 
von o(t) entscheidet hier den Charakter der Verfestigungskurve. 


Experimentelle Angaben tiber den Verlauf von a(t) bei Al stammen 
von WiLsporF und zeigen eine lineare Abhangigkeit von t. Auch andere 
Autoren (YAMAGUCHI 1928, RosI und MATHEWSON 1951, LANGE 1953, 
SCHOLL 1953) haben ein lineares Gesetz gefunden (Fig. 4), das aber wegen 
der lichtmikroskopischen Beobachtung nur Gleitbander mit verhiltnis- 
maBig vielen Lamellen beschreibt. Bei gréBeren Verformungen tiber- 
wiegt der Anteil der Lamellenbildung a, =yoh in der Abgleitung. Da 
die Lamellenzahl pro Band » erfahrungsgemaB stark mit der Spannung 
zunimmt (etwa linear bei gréBeren Spannungen nach WILSDORF), so 
erwartet man bei linearem Ver- 
lauf von o(r) eine quadratische 
Abhangigkeit fiir a(t) bei 
héheren Spannungen. Eine der- 
artige Abhangigkeit wird von 
WILsDoRF angegeben, nicht aber ors 
von LANGE (1953), der bei giin- 2 : a ae ec a ea 
stiger Orientierung eine nahezu Gleitbanddichte o © 


Ble 


3, Schubspannung 


x 
3 
Se 


lineare Verfestigungskurve ge- 
messen hat. Das bedeutet, daB 
bei den LANcEschen Kristallena 
naherungsweise konstant sein 
sollte (c=o,), falls auch dort 
y= Ct angenommen werden 


Fig. 4. Abhangigkeit der Gleitbanddichte o von der au- 
Beren Spannung t bei Al nach elektronenmikroskopischen 
Messungen yon WILsporF (W) sowie lichtmikroskopi- 
schen Beobachtungen von Rost und MatHrewson (RM), 
Lance (L) und Scuott (S). schematisierter 
Verlauf: o = a, fiir t=] TRKzit; vermuteter Verlauf 
von o(t); ——— vermutete Verfestigungskurve bei 
tiefen Temperaturen mit homogener Gleitung. Die Ab- 
szisse ist dann die Abgleitung (a, = 104cm™ entspricht 


R 5% Abgleitung). 
darf. Benutzt man fiir C den ; 


WitsporfFschen Wert 40 (kp/mm?), so folgt aus den flachsten Ver- 
festigungskurven von LANGE o,=2-10%cm™, was einem Gleitbandab- 
stand von 5u entspricht. Nach anderen Beobachtungen sollte dieser 
_Grenzabstand der Gleitbander (s. Abschnitt 6) jedoch kleiner sein (etwa 
gleich 1 u). Das ergibt einen Verlauf von a(t), wie er in Fig. 4 strich- 
punktiert von der kritischen Schubspannung des Kristalls ausgehend 
eingezeichnet ist. In Wirklichkeit wird die Kurve abzurunden sein 
(ausgezogene Kurve in Fig. 4). 


Da bei tiefen Temperaturen die Lamellenzahl pro Band klein ist, 
d.h. die Abgleitung im wesentlichen auf einzelnen Ebenen stattfindet, 
so beschreibt a(t) in Fig. 4 (ausgezogene Kurve) qualitativ den Ver- 
festigungsverlauf fiir tiefe Temperaturen ohne Beriicksichtigung der 
homogenen Gleitung. Nimmt man diese hinzu, so erwartet man den 
gestrichelten Verlauf der Verfestigungskurve (4), liefert bei tiefen Tem- 
peraturen prozentual einen gréBeren Betrag zur Abgleitung). Tatsach- 
lich zeigen die Messungen an Al bei 90° K qualitativ diesen Verlauf fiir 
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Kristalle giinstiger Orientierungen, die bei 300° K einen nahezu linearen 
Verlauf der Verfestigung zeigen!. 

Der Verlauf von o mit der Spannung kennzeichnet die fiir den Durch- 
schlag auf einzelnen Ebenen bendtigten Spannungen. Diese Spannungen 
sind fiir die méglichen Gleitebenen entsprechend ihrer Quellenverteilung 
verschieden: Es gibt giinstige und ungiinstige Ebenen im Sinne der 
Modelle (a) und (b) des 4. Abschnitts. Die giinstigen Ebenen sprechen 
bei kleinen Spannungen unabhangig voneinander an. Das beschreibt 
den Anfangsverlauf von o(t)?. Jede betatigte Ebene verfestigt ihre Um- 
gebung durch die Spannungsfelder der liegengebliebenen Versetzungen 
(s. oben), sowie durch die in ihrer Nachbarschaft angeregten Quellen 
(COTTRELL 1953, sekundare Gleitung nach Morr (1952)]. Bei gréBerer 
Dichte der betatigten Gleitebenen hat diese gegenseitige Beeinflussung 
wesentlichen EinfluB?. Die verfestigte Zone ist etwa 1 bis 10y breit. 
Haben die Linien einen mittleren Abstand dieser GréBenordnung er- 
reicht, so konnen weitere Gleitbander nur noch unter wesentlich héheren 
Spannungen oder gar nicht mehr (Grenzabstand) entstehen. Das wiirde 
etwa den Verlauf von a(t) in Fig. 4 erklaren. Die geringe Temperatur- 
zunahme von o ist verstandlich wegen der VergréBerung der Quellen- 
gebiete (nach I.) und erleichterten Versetzungsvernichtung (nach III.). 

Die Abhangigkeit der Lamellenzahl von der Spannung t sehen wir 
darin, daB die die Lamellen erzeugende Quergleitung (cross-slip) von 
Schraubenversetzungen proportional zur Zahl der Versetzungen in der 
Mutterebene sein sollte, insbesondere deswegen, weil die Aktivierungs- 
energie der Quergleitung einer Schraubenversetzung mit der Zahl der 
hinter dieser gestauten Versetzungen abnimmt (Mott 1951). Weiterhin 
wachst auch die Spannung im Quergleitsystem mit der 4uBeren Span- 
nung. Alle diese GréBen sind naherungsweise proportional zur 4uBeren 
Spannung, was eine lineare Zunahme von y mit der Spannung erklaren 
kénnte. 

Die Orientierungsabhangigkeit der Verfestigungskurve (Literatur 
s. HAASEN 1953) kann auf die Wechselwirkung des Hauptgleitsystems 
mit anderen Gleitsystemen zuriickgefiihrt werden. Die bei gréBeren 
Spannungen in den Nebengleitsystemen gebildeten Versetzungen be- 
hindern die Bewegung der Versetzungen im Hauptgleitsystem; die Bil- 
dung von /-Versetzungen wird erleichtert, und die Quellengebiete werden 


1 Nach Messungen von W. STAUBWASSER (Institut fiir Metallkunde, Géttingen), 
die er uns freundlicherweise vor der Veréffentlichung zur Verfiigung stellte. 

* Die Kristallabmessungen kénnen hier eine Rolle spielen (FuBnote 4, S. 76) 
und auBerdem die Vorbehandlung des Kristalles. Daher kommt eventuell der 
Unterschied zwischen dem yon WitsporF gemessenen g(t) und dem aus der 
LanGeschen Verfestigungskurve konstruierten o(1) der Fig. 4. 

* Wir nehmen nicht an, daB generell die Lage der Gleitbander durch das Kri- 
stallwachstum schon in der Grundstruktur vorgebildet ist. 


Zum Mechanismus der plastischen Verformung. 87 


verkleinert. Damit wird sowohl der Beitrag der homogenen Gleitung 
wie auch die Chance fiir einen Durchschlag auf einer Ebene herabgesetzt, 
o(t) verkleinert. Verunreinigungen kénnen Ahnliche Wirkung haben. 

Unter der Annahme, daB die Zahl der von den Nebengleitsystemen gebildeten 
Versetzungen und damit die Stérung des Hauptgleitsystems proportional den in 
den Nebensystemen wirkenden Spannungen ist, laBt sich die Orientierungsab- 
hangigkeit der Verfestigungskurve bei 300° K berechnen (HAASEN und LEIBFRIED 
1952a, HaAASEN 1953). Als wirksame Spannung wird dabei anfangs die auBere 
Spannungskomponente angesetzt (flacher Anfangsteil der Verfestigungskurve, 
easy glide’’). Bei héherer Verformung (bei der die Gleitbander schon aus mehreren 
Lamellen bestehen) hat man hingegen die Spannungen der im Hauptgleitsystem 
hegenden Versetzungen mit zu beriicksichtigen (eine flache Verfestigungskurve 
wird dann steiler). Bei tiefer Temperatur geht dieser Anteil (auf die gleiche 
Spannung bezogen) zuriick: das Gebiet des easy glide wird ausgedehnt, bis die 
Verfestigungskurve wegen der fehlenden Lamellenbildung zufolge a(t) (Fig. 4) 
ansteigt. 

Im hexagonalen Kristall sind die Intervalle so groB, daB die homogene 
Gleitung gegeniiber der Abgleitung auf Ebenen vernachlissigt werden 
kann. Es gibt keine Lamellen und ebenfalls keine ausgepragte Wechsel- 
wirkung betatigter Ebenen iiber gréBere Abstande. Daher erwartet 
man ein verhaltnismaBig schnelles Ansprechen vieler Ebenen bis zu 
einem Grenzabstand d von etwa 600 A (BROWN 1952). Die Stufenhéhe h 
nimmt mit der Spannung und der Temperatur zu, da nicht f/-Verset- 
zungen eine Grenzabgleitung stabilisieren, sondern Locher fiir die Ver- 
festigung maBgebend sind. Ihre Zahl wachst proportional zur Zahl der 
erzeugten Versetzungen und damit auch die Verfestigung (tT=«n, 
a=fn). Die Verfestigungskurve ist linear. Sie wird flacher mit wach- 


sender Temperatur nach II. 


Herrn Professor R. BECKER danken wir fiir sein f6rderndes Interesse, 
der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir ein Stipendium (P.HAASEN). 
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Lichtabsorption von festen Ammoniakschichten 
mit Alkalimetallzusatz. 


Von 
Epitrx Boscu. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 18, November 1953.) 


Nach der Methode der abschreckenden Kondensation werden bei 90 und 20° kK 
diinne Schichten von Ammoniak mit Zusatzen von Na, K bzw. Li erzeugt. Die 
bei 20° K kondensierten Schichten zeigen unabhangig davon, ob Na, K oder Li 
dazugedampft wird, eine Absorptionsbande bei etwa 1,15u. Dies laBt auf einen 
Elektronenzustand im festen Ammoniak schlieBen, zu dessen Besetzung das ein- 
gedampfte Alkalimetall die Elektronen liefert. AuBerdem treten Banden auf, die 
fiir das verwendete Alkalimetall charakteristisch sind. Sie werden neutralen Atomen 
an Grenzflachen, bzw. Kolloiden zugeschrieben. Die beim Stehenlassen und Tem- 
pern der Schichten auftretenden Veranderungen der Banden werden im einzelnen 
verfolgt und diskutiert. Bei 90° K erzeugte Schichten unterscheiden sich in ihrer 
Absorption nur geringfiigig von den bei 20° K hergestellten und auf 90° K getem- 
perten Schichten. Elektrische Messungen ergeben durchwegs sehr hohe Wider- 
stande, so dab die Behauptung von OaG, nach der bei der Temperatur der fliissigen 
Luft Supraleitung auftreten sollte, nicht bestatigt werden kann. 


§ 1. Einleitung. 


Zur Erzeugung von Gitterzustanden, die an eine hohe Fehlordnung 
gekniipft sind, hat sich im hiesigen Institut die Methode der abschrecken- 
den Kondensation auf eine tiefgekiihlte Unterlage nach BuCKEL und 
Hirscu! sehr bewahrt. Bei Metallen ruft die so erzielte extrem hohe 
Fehlordnung einen bemerkenswerten EinfluB auf elektrischen Widerstand 

und Supraleitung hervor, fiir dessen Verstandnis es wichtig ist, die 
Natur der Fehlordnung zu kennen. Die Untersuchungen von RUHL? 
mit Hilfe von Réntgenstrahlen und die von BucKEL*® mit Elektronen- 
beugung zeigen, daB im Zustand héchster Fehlordnung die Probe aus 
kleinsten Kristalliten besteht. Etwas erleichtert wird der Weg zu einer 
Aufklarung der Fehlordnung, wenn man statt der Metalle isolierende 
Salzkristalle untersucht, da man hier die durch Stérungen hervor- 
gerufenen Elektronenzustande optisch nachweisen kann. Bei den Mes- 
sungen von R. KAIsER* an Alkalihalogeniden zeigt es sich, daB man 

einerseits bekannte Elektronenzustande, wie etwa F-Zentren, in weitaus 


1 BucKEL, W., u. R. Hirscu: Z. Physik 131, 420 (1952). 
2 Ruut, W.: Erscheint demnachst. 

3 BucKEL, W.: Erscheint demnachst. 

4 Karser, R.: Z. Physik 132, 482 (1952). 
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gréBerer Konzentration als bisher erhalt, zum andern treten neue Ab- 
sorptionsbanden auf, welche R. KatsER Kolloiden von Alkalimetall zu-_ 
schreibt, die an Grenzflachen adsorbiert sind. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun die bei Salzkristallen angewandte 
Untersuchungsmethode auf Molekiilgitter ausgedehnt werden, und zwar 
wird als Grundgitter Ammoniak verwendet, wahrend geringe Zusatze 
von Alkalimetall fiir die zur Besetzung der Stérstellen nétigen Elek- 
tronen sorgen. Das System Ammoniak + Alkalimetall wird deshalb 
gewahlt, weil schon viele Untersuchungen tiber die sehr eigenartige 
fliissige Phase, die man durch Lésen von Alkalimetall in fliissigem Ammo- 
niak erhalt, bekannt sind. 

Da fliissiges Ammoniak eine groBe Menge Alkalimetall aufnehmen 
kann (bei Na bis zu einem Molverhaltnis N H,/Na = 5,48), kénnen L6- 
sungen von sehr hoher Leitfahigkeit erzeugt werden. Die gesattigte 
Lésung des Natriums hat einen Widerstand, der nur etwa doppelt so 
groB ist wie der des Quecksilbers. Bei den weniger konzentrierten 
Lésungen sind die Elektronen schwach gebunden, wie Absorptions- 
messungen von VocT und Hitscu' ergeben. Danach ist eine Absorptions- 
bande im Ultrarot (UR) mit einem Maximum bei 1,7u vorhanden, 
unabhangig davon, ob Na oder Li gelést wird. Diese Bande diirfte also 
einem Elektronenzustand im fliissigen NH, zukommen, wobei die Bin- 
dungsenergie der Elektronen etwa 0,7 eV (entsprechend der Lage des 
Absorptionsmaximums) betragt. 

Uber die Art der Bindung macht man sich folgende Vorstellung: 
Die NH,-Molekel, die in Form einer Pyramide mit dem N-Kern als 
Spitze angeordnet ist, besitzt ein starkes Dipolmoment, da die Elek- 
tronenhiille gegeniiber dem Kernladungsschwerpunkt zum N-Kern hin 
verschoben ist. Dieses Dipolmoment ist der Grund fiir die dissoziierende 
Wirkung des Ammoniaks auf geléste Metallatome. Man nimmt an, daB 
die umgebenden NH,-Pyramiden ihre Spitzen dem Na-Ion zukehren 
und es so in eine ,,Solvathiille“ einschlieBen, wahrend das freigewordene 
Elektron sich sein eigenes Loch grabt, indem es seine Umgebung pola- 
risiert. Dabei wenden sich die Basisflachen der NH,-Molekiile dem 
Elektron zu. Die groBe Leitfahigkeit der konzentrierten Lésungen 1aBt 
sich sq verstehen, daB hier nicht geniigend NH, vorhanden ist, um auch 
die Elektronen zu solvatisieren, so daB diese weitgehend frei sind. 

Messungen der Aquivalentleitfahigkeit und Suszeptibilitatsmessungen 
(vgl. E. Voct') fiihren weiterhin zu der Annahme, daB im mittleren 
Konzentrationsbereich (Molverhaltnis NH;/Na = 100 bis 1000) ein Zu- 
stand auftritt, bei dem die Elektronen paarweise gebunden sind. Bei 
gréBerer Verdiinnung sollte sich wegen der thermischen Dissoziation der 
Elektronenpaare das Gleichgewicht zu den Einzelelektronen verschieben. 

' Voct, E.: Naturwiss. 35, 298 (1948). 
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Durch Temperaturerniedrigung 148t sich die thermische Dissoziation 
verringern, so da8 dann die nach OcG! stiarker gebundenen Elektronen- 
paare begiinstigt wiirden. Oac findet bei Temperaturerniedrigung eine 
verstarkte Rotabsorption, was er im Sinne seiner Theorie als Verschie- 
bung zu dem kurzwelligeren UR-Maximum der Elektronenpaare deutet. 
Will man das Verhalten der Elektronen unterhalb des Gefrierpunkts 
der Lésung untersuchen, so ist es nétig, abzuschrecken, da sich sonst 
das Metall ausscheidet. Occ hat behauptet, 
an solchen abgeschreckten Proben bei — 180°C 
Supraleitung beobachtet zu haben, was aber 
von anderen Autoren nicht bestatigt wird. 
Optische Messungen von A. KLOPFER®? an ab- 
geschreckten Proben zeigen im Sichtbaren 
ungefahr die gleiche Absorption wie die fliis- 
sigen Lésungen, so daB es anscheinend ge- 
lungen ist, den Zustand der Elektronen ein- 
zufrieren. Allerdings ist man beim Ab- 
schrecken einer Lésung nie sicher, ob nicht 
doch Ausscheidungen vorgekommen sind. 
Wir vermeiden daher durch die Methode der 
abschreckenden Kondensation den Umweg 
liber die fliissige Phase, indem wir das Gitter pig 1, tnneneinrichtungdesVakuum- 
gleich im festen Zustand aufbauen, und es series hed cue 
entsteht die Frage, ob sich auch hierbei die  sauerstoffbzw. Wasserstoff; P Kup- 
von der Flissigkeit her bekannten Elek-  %rpiatte mit Quavplatic 4) cor 
tronenzustande wiederfinden oder ob sogar _ lich Probe-Quarzplatte B; L Kupfer- 

= : litzen zur Herstellung des Warme- 
eventuell neue Zustande auftreten, wieesmach  j..taxts von B mit Kiihltopf By. 
R. KAtsER durchaus der Fall sein kénnte. M Abschitmmantel. 


§ 2. Herstellung der Alkali-Ammoniakschichten. 

Die Alkali-Ammoniakschichten werden in einem Vakuumkihltopf 
hergestellt, dessen Prinzip schon mehrfach in Arbeiten des Physikalischen 
Instituts Erlangen beschrieben worden ist. Der Kihltopf enthalt einen 
auBeren ringformigen Behalter B,, der zur Aufnahme von fliissiger Luft 
dient, und einen inneren zylindrischen Behalter B,, der mit fliissiger 
Luft oder fliissigem Wasserstoff gefiillt werden kann (Fig. 1). B, tragt 
an seinem unteren Ende eine vertikale Kupferplatte P mit einem 
Fenster, itiber dem als Auffanger eine Platte A aus kristallinem Quarz 
festgeklemmt ist. Auf der Quarzplatte sind vier Goldelektroden fiir 


“ Occ, jr. R. A.: J. Amer. Chem. Soc. 68, 155 (1946). — J. Chem. Phys. 14, 
114, 295 (1946). — Phys. Rev. 69, 243, 668 (1946); 70, 93 (1946). . 

2 Kroprer, A.: Diplomarbeit Miinchen 1952. Herrn Kioprer danke ich sehr 
fiir die Uberlassung seiner Arbeit zur Einsichtnahme. 
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gesonderte Strom- und Spannungsmessungen aufgedampft. Mit Hilfe 
einer magnetischen Blende vor der Platte A kann die Alkali-Ammoniak- 
schicht doppel-T-formig dariiberkondensiert werden. An den Seiten der 
Kupferplatte P sind zwei Schienen befestigt, in denen eine Probe- 
Quarzplatte B vor der Platte A lauft. Die Verschiebung von B erfolgt 
von unten her durch einen im Topfboden eingelassenen ,, schrauben- 
zieher‘‘ S. Durch diese 
Schiebevorrichtung und 
eine passende Blende ist 
es moglich, zuerst die 
gekiihlte Probeplatte B 
strichweise zu bedampfen, 
bis man die gewiinschte 
Konzentration gefunden 
hat. Da die Schienen kei- 
nen Warmekontakt der 
Platte B mit dem Kiuhl- 
topf B, gewahrleisten, ist 
die Unterlage der Quarz- 
platte B noch durch zwei 
Kupferlitzen L mit der 
Kupferplatte P verbun- 


den. Die ganze Auffang- 


Fig. 2. Querschnitt durch Vakuumkiihltopf und Verdampfungs- vorrichtung ist noch von 
vorrichtung (1:2,5). K Kuhltopf;im Innern Abschirmmantel M : ; 
und Quarzplatten 4, B, links Wolframwanne W zur elektrischen einem Abschirmmantel W 


Verdampfung der Alkalien, rechts Ammoniakzufiihrung iiber umgeben der mit dem 


a ai duBeren Kiihlbehiilter B, 
in Warmekontakt steht und so unerwiinschte Warmestrahlung und 
eventuelle Restgase vom Auffainger fernhalt. 

Das Aufdampfen von NH, und Na (K, Li) geschieht von zwei ver- 
schiedenen Seiten her, unter 45° zum Auffanger (Fig. 2). Bei Verwen- 
dung einer geeigneten Blende kénnen durch diese Anordnung auf ein 
und derselben Quarzplatte gleichzeitig eine Na-, eine Na-NH,- und eine 
NH;-Schicht nebeneinander hergestellt werden. Die Alkalien werden 
(wie bei R. KAISER) aus einer Zinnlegierung durch elektrisches Heizen 
eines Wolframbandes W sublimiert. Dabei darf nur soviel verdampft 
werden, daB die Legierung nicht wesentlich an Alkali verarmt, damit 
der Alkalidampfstrom wihrend des Aufdampfens konstant bleibt. Den 
Ammoniakzustrom reguliert ein Ventil V, das mit einer kleinen, etwa 
3 cm® fassenden Eisenbombe fest verbunden ist, in die getrocknetes 
und destilliertes NH; hineinkondensiert ist. Da 1 cm’ fliissigen Ammo- 
niaks fiir etwa 200 Schichten ausreicht, bleibt die in der Eisenbombe 
vorhandene Ammoniakmenge und damit auch ihr Dampfdruck iiber 


hm 
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lange Zeiten konstant, so daB allein die Ventilstellung den Ammoniak- 
strom bestimmt. 


Die Temperatur einer so hergestellten Schicht darf bei einem Vakuum 
von etwa 10°°mm Hg nicht iiber 110° K erhéht werden, da sonst die 
Schicht durch Abdampfen von NH, zerstért wird. 


§ 3. Bestimmung von Konzentration und Dicke der Schichten. 


Zur Ermittlung der kondensierten NH,-Menge sind einige Vorver- 
suche nétig. Zunachst wird reines NH, auf die Quarzplatte gedampft 
und aus den Interferenzfarben die Schichtdicke bestimmt. Da der 
Brechungsindex des festen Ammoniaks nur wenig gr6éBer ist als der des 
Quarzes, und deshalb die Interferenzfarben auf der blanken Quarzplatte 
schwer zu sehen sind, wird als Unterlage fiir die NH,-Schicht eine un- 
durchsichtige Metallschicht aufgedampft. Nach Bestimmung der Schicht- 
dicke werden beide KihlgefaBe auf Zimmertemperatur erwarmt und der 
Dampfdruck des freigewordenen Ammoniaks gemessen. Er ist propor- 
tional zur verdampften NH,-Menge und daher ein MafB fiir die Schicht- 
dicke. Aus mehereren Versuchen ergibt sich, daB bei der verwendeten 
Apparatur einem Dampfdruck von 1 mm Hg eine optische Schichtdicke 
von ~ 200 mu entspricht. Es ist zweckmaBig, zur Herstellung der Schich- 
ten ein und dieselbe Einstellung des Ventils zu wahlen, so daB die NH3;- 
Menge von vorneherein bekannt ist und die Dampfdruckmessungen nur 
zur Kontrolle dienen. 


Die Menge des sublimierten Alkalimetalls wird durch Wagung der 
Legierung vor und nach der Messung ermittelt. Wie Leitfahigkeits- 
messungen an reinen Alkalischichten ergeben, kann man mit guter 
Naherung annehmen, da8 das Na gleichmaBig in den halben Raumwinkel 
abdampit. Die Alkalischicht l4Bt sich daher aus dem Raumwinkel, 
unter dem sie von der Verdampfungsquelle aus erscheint, berechnen. 
Die Bestimmung der Alkalimenge ist nicht sehr genau, wenn erst auf 
der Probeplatte mehrere Schichten verschiedener Konzentration her- 
gestellt werden, da es sich dann nur abschatzen 14Bt, wieviel von der 
verdampften Menge der endgiiltigen Schicht zukommt. Jedenfalls aber 
wird man nach dieser Methode die Konzentration gréBenordnungsmabBig 
richtig erhalten, wie auch ein Vergleich mit der aus der Absorption er- 
mittelten Zahl der Zentren ergibt (vgl. § 6). 


Die so gewonnenen Werte fiir die Schichtdicken variieren zwischen 


0,2 und 0,8 u. Bei den fiir Absorptionsmessungen brauchbaren Schichten 


betragt die Konzentration einige Prozent. Dies entspricht dem mittleren 
Konzentrationsbereich, in dem Elektronenpaare stabil sein sollten und 
nach OcG Supraleitung zu erwarten ware. 
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§ 4. MeBanordnung. 


Der Widerstand der Schicht wird, wie schon erwahnt, mit geson- 
derten Strom- und Spannungselektroden gemessen, um die groBen 
Kontaktwiderstande zwischen Goldelektroden und Schicht auszu- 
schalten. 


Zur Absorptionsmessung wird ein selbstjustierender Doppelmono- 
chromator nach HitscH verwendet, der im Sichtbaren und im UR 
durch die Linien einer Quecksilberdampflampe geeicht ist. Weitere 
Eichpunkte im Sichtbaren kénnen mit einem Taschenspektroskop und 
dem Licht einer Wolframbandlampe gewonnen werden. Die Wolfram- 
bandlampe dient gleichzeitig als Lichtquelle fiir die Absorptionsmes- 
sungen. Diese werden so ausgefiihrt, daB der Kiihltopf auf einem mit 
dem Monochromator fest verbundenen Schlitten seitlich verschoben 
wird, so daB das Lichtbiindel einmal durch die Doppel-T-férmig aufge- 
dampfte Schicht (durchgelassene Intensitat = J) und einmal durch die 
freie Quarzplatte (durchgelassene Intensitat = /,) fallt. Sehr giinstig ist 
fiir die Untersuchung der Schichten, daB sich die Brechungsindizes von 
NH, und Quarz sehr wenig unterscheiden, so daB an der Grenzflache 
Quarz-Ammoniak praktisch keine Reflexion auftritt und die Absorp- 
tionsmessungen nicht durch Interferenzeffekte verfalscht werden kénnen. 

Die durchgelassene Lichtintensitat wird im Sichtbaren durch den 
Galvanometerstrom einer Sperrschichtphotozelle, im UR durch den 
einer Thermosaule angezeigt. Wegen der Glasoptik sind Absorptions- 
messungen nur im kurzwelligen UR bis etwa 3 u méglich. 


§ 5. MeBergebnisse. 
A, Optische Untersuchungen. 


a) Reine NH;-Schichten. Um die vom reinen NHg herriihrende 
Eigenabsorption zu eliminieren, ist es nétig, die Absorption reiner NH,- 
Schichten zu messen. Dabei stellt sich heraus, daB auf das NH, keine 
Riicksicht genommen werden muB, da Schichten von 4 u Dicke im ganzen 
MeBbereich des Sichtbaren und des kurzwelligen UR keine merkliche 
Absorption aufweisen. 


b) Na—~NH,-Schichten. Die bei 20° K hergestellten Schichten von 
einigen Prozent Natriumgehalt sind intensiv tintenblau gefirbt. In 
Fig. 3 wird die ,,Lebensgeschichte“‘ einer solchen Schicht von etwa 
0,64 Dicke und 3 bis 4% Na-Gehalt dargestellt. 


Sofort nach der Kondensation miBt man einen Absorptionsverlauf, 
wie ihn die Kurve 1 der Fig. 3a wiedergibt, die bei etwa 595 my ein 
schmales Absorptionsmaximum (Breite etwa 0,35 eV) mit einem ziemlich 
breiten FuB nach lingeren Wellen zeigt, unter dem wahrscheinlich noch 
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eine Bande verborgen liegt. Ein weiteres ausgepragtes Maximum findet 
man im UR bei etwa 1,25 un. 

Halt man die Schicht etwa 1 Std auf Wasserstofftemperatur (wobei 
es allerdings méglich ist, daB die Schicht beim Nachfiillen von Wasserstoft 
erwarmt wird), so wachsen beide 
Banden noch an, wahrend gleichzeitig 
der mittlere FuB und der ultrarote 
Auslaufer abbauen (Fig.3a, Kurve 2). 
Die UR-Bande wird auBerdem schma- 
ler (Breite etwa 0,5 eV) und ver- 
schiebt ihr Maximum gegen kiirzere 
Wellen bis etwa 1,15 u. 

Man kann nun im Temperaturin- 
tervall von 20 bis 60° K aufwarmen 
und abkiihlen, ohne daB etwas Auf- 
falliges geschieht. Bei der Bande von | 
595 mu beobachtet man einen geringen 
Schwund, wahrend die UR-Bande 
immer noch besser in Erscheinung 
tritt (Fig. 3b). 

Sprungartig andert sich das Bild 
beim Erwarmen tiber 65° K. Hier ver- 
schwindet das UR-Maximum plotz- 
lich, und auch die Bande im Sicht- 
baren ist wesentlich verringert und 
zu langeren Wellen verschoben. Dafiir 
taucht an der Stelle, wo nach der 
Kondensation der breite Fu8 war, 
ein neues Maximum bei 765 my auf, 400 sch Te 2 Hp 
das noch anwachst, ‘ecm mena die Fig.3a—c. Veranderung ph cael einer 
Schicht langere Zeit bei der Tempe- Na—NH,-Schicht als Funktion von Zeit und 
ratur der flissigen Luft stehen 1aBt, Temperatura Kure sfonnadh des Kinder 
wahrend die kurzwelligere Bande bei _ bei 20° K; b nach Erwarmen auf 58° K und 
bbe 620 mu. wna das UR weiter lang- Abkuhlen sah eS A 5 alee 
sam abbauen. In Fig. 3c wird dieser 
Absorptionsverlauf, der nach 5stiindigem Tempern erreicht worden ist, 
gezeigt. (Bei einer andern Messung ergibt sich das Maximum bei 765 mu 
noch wesentlich ausgepragter, wihrend dafiir das Maximum von 620 mp. 
starker erniedrigt ist.) 

Die bei 20° K erzeugten konzentrierten Schichten haben einen bei- 
nahe metallischen Charakter. Die Absorption einer Schicht von 20 bis 
30% Na-Gehalt steigt mit einigen UnregelmaBigkeiten kontinuierlich 
von kurzen zu langen Wellen an. Eine einzige ausgesprochene, aber auch 
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relativ breite Bande findet man bei 750 my. Sie verschwindet jedoch 
auch noch bei Temperaturerhéhung, wahrend gleichzeitig die Leitfahig- — 
keit zunimmt. 

Dampft man bei der Temperatur der fliissigen Luft auf, so erhalt 
man mittelblaue Schichten. Ihre Farbe ist nicht so leuchtend, wie die- 
jenige der bei 20° K kondensierten Schichten. Dies rihrt daher, daB 
die Absorption im Sichtbaren nur langsam ansteigt und ein breites Band 
mit einem Maximum zwischen 650 und 750 my. bildet. Meist ist auch 
noch ein mehr oder minder starker Untergrund vorhanden. 

Erwarmt man bei gutem Vakuum iiber die Temperatur der fliissigen 
Luft hinaus, so kommt man bei etwa 110° K zu dem Punkt, wo Ammo- 
niak merklich abzudampfen beginnt und die Schicht metallisch grau 
wird. Kurz zuvor beobachtet man eine Gelbfarbung und wenn man in 
diesem Augenblick wieder mit fliissiger Luft abschreckt, findet man ein 
Absorptionsmaximum bei etwa 550 mu, das nach kurzen Wellen ziemlich 
breit verlauft. 

Um das Abdampfen von NH, zu verhindern, kann man die Schicht 
bei einigen Millimetern Ammoniakdampfdruck erwarmen. Dann ergibt 
sich eine Verfarbung tiber Violett nach Rot, wobei eine Bande bei 
~600 mu erscheint. Etwas ganz ahnliches ist auch von A. KLOPFER* 
beobachtet worden, allerdings mit einem scharferen Maximum bei 
589 mu. 

c) Li—NH,-Schichten. Diese Schichten sind, wenn man sie bei 20°K 
herstellt, kurz nach der Kondensation stark violett bis rot gefarbt. Die 
Absorptionskurve verlauft ganz ahnlich wie bei Na (Fig. 4a, Kurve 1). 
Bei 585 mu erscheint eine rund 0,35 eV breite Bande, deren langwelliger 
FuB etwas angehoben erscheint, und im UR finden wir auch eine Bande 
an der gleichen Stelle wie beim Natrium. Die im Sichtbaren liegende 
Absorptionsbande verhalt sich jedoch ganz anders als die des Natriums. 
Man findet namlich schon bei geringster Erwarmung eine rasche Ent- 
farbung der Schicht zu einem hellblau-griinlichen Ton, und die Absorp- 
tionsmessung zeigt, daB die Bande bei 585 my fast vollstandig ver- 
schwunden ist. Die Lage des Maximums hat sich dabei nicht geandert 
(Fig. 4a, Kurve 2). Dafiir ist, in vollstandiger Analogie zum Natrium, 
die UR-Bande wesentlich erhéht worden, unter Verschiebung auf 1,15 yu, 
wahrend das langwelligere UR niedriger geworden ist. Auch die UR- 
Bande des Lithiums ist nur in einem beschrankten Temperaturbereich 
bestandig. Erwarmt man tiber 60° K, so wird die Bande abgebaut, 
wobei eine Erhebung bei 1,0u erscheint (Fig. 4b, Kurve 1). Weiter 
findet man eine Erhebung bei rund 660 mu. Aus anderen Messungen 
ist ersichtlich, daB diese nicht durch Verschiebung aus der 585 Mu- 
Bande hervorgeht, da beide Banden nebeneinander auftreten, Der 

1 KLoprer, A.: l.c. 
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Abbau der 1,15 u-Bande erfolgt beim Li nicht so radikal wie beim Na 
so dab sie auch noch bei der Temperatur der fliissigen Luft andeutungs- 
weise bemerkt werden kann (Fig. 4b, Kurve 2) 


. Die letzte Absorptionskurve gibt auch naherungsweise den Absorp- 
tionsverlauf der direkt bei der Temperatur der fliissigen Luft herge- 
stellten Schicht wieder. 


UW 2 w £5 Wo WwW Os 


G7 


0 0 
4) BO =o 2H 40 COO Bm We 2 IL 
Wellen/inge Wellenlinge 

Fig. 4a u. b. NH; + Li bei 20° K kondensiert. Fig. 5a u. b. NH, + K bei 20°K kondensiert. 
a Kurve 1 sofort nach der Kondensation gemessen, a Kurve J nach der Kondensation gemessen, Kurve 2 
Kurve 2 bei 40° K; b Kurve J nach Erwarmen auf nach Erwarmen auf 50° K und Abkiihlen auf 20° K; 

75° K, Kurve 2 nach 7stiindigem Stehen b Kurve J nach dem Abschrecken von 65 auf 20° k, 

bei 90° K. Kurve 2 nach Erwarmen tiber 65° kK. 


d) K—NH,-Schichten. Die bei 20°K _ kondensierten K—NH,- 
Schichten sind nur schwach hellblau gefarbt, da sie im Sichtbaren keine 
Absorptionsbande besitzen. Wie aus Fig. 5a, Kurve 1 ersichtlich, ist 
der Absorptionsverlauf wesentlich einfacher als bei Na und Li. Deutlich 
tritt das von Na und Li her bekannte UR-Maximum bei 1,15 » hervor, 
wahrend auBerdem bei 810 my eine kleine Erhebung sichtbar ist. Diese 
letztere verschwindet jedoch bei Erwarmung auf etwa 50° K. Dabei 
wird das Maximum von 1,15 u. etwas erhoht, das langwelligere UR er- 
niedrigt, wie bei Na und Li (Fig. 5a, Kurve 2). Erwarmt man weiter, 
so findet bei 65° K wieder ein rascher Abbau statt. Bei rechtzeitigem 
Abschrecken von 65 auf 20° K 1laBt sich noch eine Bande bei 900 bis 
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1000 my. stabilisieren (Fig. 5b, Kurve 1), wobei sich die blaue Farbe der 
Schicht vertieft. Oberhalb von 65° K wird die Schicht metallisch grau, 
wie die Absorptionskurve 2 der Fig. 5b demonstriert, und was auch aus 
den anschlieBend zu besprechenden Leitfahigkeitsmessungen hervorgeht. 


Die bei fliissiger Luft hergestellten K-Schichten verhalten sich ebenso, 
wie die bei 20° K kondensierten und iiber 65° K erwarmten Schichten. 


B. Leitfahigkettsmessungen. 


Bei der Leitfahigkeitsmessung ergibt sich die Schwierigkeit, daB die 
Kontaktwiderstiinde zwischen Goldelektroden und Schicht sehr groB 
sind. Haufig kommt itiberhaupt kein Durchgang zustande, besonders 
dann, wenn die Schichten bei der Temperatur des fliissigen Wasserstoffs 
kondensiert werden. Solche bei 20° K aufgedampfte Alkali-Ammoniak- 
schichten haben, bei einer Alkalikonzentration von einigen Prozent, 
Widerstande von mindestens 10° bis 10° Q. Der Widerstand einer Schicht 
mit 20% Na betragt dagegen nur 100 (2, was bei dieser hohen Konzen- 
tration nicht verwunderlich ist, da sicher schon Faden metallischen 
Natriums gebildet werden kénnen. Die bei 90° K kondensierten Ammo- 
niakschichten mit Na- bzw. Li-Zusatz haben, soweit sie fiir optische 
Messungen in Betracht kommen, Widerstaénde von 104 bis 107Q. Bei 
getemperten Na—NH,- bzw. Li—NH,-Schichten findet man beim Ab- 
ktthlen von 90 auf 20° K eine Verringerung der Leitfahigkeit, wobei 
gleichzeitig die Absorption des UR-Auslaufers abnimmt. Uberhaupt 
kann festgestellt werden, daB die Na—-NH,-Schichten, die bei der Tem- 
peratur der fliissigen Luft erzeugt werden, im allgemeinen um so besser 
leiten, je héher ihr UR-Auslaufer liegt. Die Leitfahigkeit scheint also 
im wesentlichen von freien, oder doch nur sehr schwach gebundenen 
Elektronen herzukommen. 


Eine Ausnahme in bezug auf Widerstand bildet K, das sich nach 
dem Abbau des Maximums bei 1,15 wie ein Metall verhalt. Beim 
Erwarmen iiber 65° K werden Widerstande zwischen 40 und 70Q ge- 
messen, auch wenn bei 20° K gar kein Durchgang vorhanden war. Auch 
hier wird man, wie bei der konzentrierten Na-Schicht, annehmen kénnen, 
daB sich Kaliumfaden ausbilden, besonders auch, da die Absorption der 
grauen Schicht auf Metall hinweist. Die direkt bei 90° K erzeugten 
K-Schichten besitzen gleichfalls Widerstinde von der GréSenordnung 
1002. Anscheinend hat das Kalium eine besonders groBe Tendenz, 
sich auszuschneiden. 


AbschlieBend kann festgestellt werden, daB sich trotz zahlreicher 


Versuche an Alkali-Ammoniakschichten keine Anhaltspunkte fiir Supra- 
leitung oberhalb 20° K ergeben haben. Wo eine hohe Leitfahigkeit auf- 
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tritt, kann sie als metallisch angesehen werden. Insbesondere findet man 
auch das OuMsche Gesetz bestiitigt, was auf einer Ubergangskurve zur 
Supraleitung nicht gelten diirfte. 


§ 6. Vergleich der Zahl der Absorptionszentren 

in der Ultrarot-Bande mit der Zahl der aufgedampften Atome 

von Alkalimetall. 

Die Flache der Absorptionsbande ist ein MaB fiir die Zahl der ab- 
sorbierenden Zentren. Ist A,,,. die maximale Absorptionskonstante, 
H die Halbwertsbreite der Absorptionsbande, ,- bzw. n, die Zahl der 
Zentren pro Volumen- bzw. pro Flacheneinheit der Schicht, d die Schicht- 
dicke, so gilt: 


my = const - Kyax * oder tp = const > Kya, d: A. 


Die Konstante laBt sich theoretisch aus dem Brechungsindex berechnen, 
doch stimmt der so erhaltene Wert nur selten (z.B. bei Farbzentren- 
banden) mit dem empirischen tiberein. Bei einem angenommenen Bre- 
chungsindex von 1,6 fiir NH, berechnet man die Konstante zu 


1 
rc ae WORF (eb aere emer 
cm?:e\ 


Wegen K,,,x °@ = (In Ip/I) max = 2,3 - (log Lo/T) max wird 
np = 2,3 - 108 - (log Ig/Z) max *H. 


Andererseits 1aBt sich die pro Flacheneinheit aufgedampfte Zahl N, der 
Alkaliatome aus der verdampften Menge bestimmen. Wenn g das Ge- 
wicht der verdampften Menge in Gramm, A das Atomgewicht ist, so 
treffen im Abstand r—5cm auf die Flacheneinheit 


g 6,06- 1073 g 6,06- 1078 g 
pou sxe St = 3,86 «102 
Nr A 2ra A 157 3, A 
Atome auf. 


Na 0,64 0,60 | 3°10 | 23 0,9-10 | 5,0-4101 | 5,5 
Ei : 0,66 0,66 0,7 ° 1074 6,14 1,0° 4018 4,4: 1018 4,4 
K 2,2 0,62 414-410-4 | 39,1 3,1 1018 108-10 | 3,5 


Wie man sieht, stimmt die GréBenordnung der Zahl der absorbierenden 


Zentren mit der der Atome iiberein. N, ist um einen Faktor 3,5 bis 5,5 
gréBer als n,, so daB es wahrscheinlich ist, daB ein Teil des Metalls als 


Kolloid vorliegt. 
7 us 
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§7. Diskussion der MeBergebnisse. 


In bezug auf Absorptionsmessungen sind vor allem die bei 20° K 
aufgedampften Schichten von Bedeutung. Alle drei untersuchten Alkali- 
metalle mit Ammoniak ergeben ein ausgepragtes Maximum bei 1,15 yu. 
Es verhalt sich bei den drei Alkalimetallen auch sonst so gleichartig 
(Stabilitatsbereich, Aufbau des Maximums in Verbindung mit Abbau des 
langwelligeren UR beim Erwarmen), daB wir es wohl einem Zustand 
zuordnen miissen, der vom Metall unabhangig ist. Wir haben damit im 
festen Gitter einen Zustand gefunden, der das Analogon zu dem von 
Voct und Hitscu! bei der Fliissigkeit gemessenen Maximum von 1,7 
sein diirfte. Zumindest sollte es ein Zustand von im NH,-Gitter gebun- 
denen Elektronen sein, wobei das Metall nur die Rolle des Elektronen- 
spenders zu tibernehmen hatte. Wenn die Annahme der Elektronenpaare 
richtig ist, miiBten sie dem Temperatur- und Konzentrationsbereich nach 
vorliegen, wahrend das Maximum von Voct und HILscH wegen der er- 
héhten Temperatur vielleicht Einzelelektronen entsprache. Aus Messungen 
von HAsinGc? und Occ? iiber die lichtelektrischen Austrittsarbeiten an 
konzentrierten und sehr verdiinnten Lésungen sollte sich ein Energie- 
unterschied in der Bindung von Elektronenpaar und Einzelelektron von 
etwa 0,6 eV bemerkbar machen. Eine solch groBe Energiedifferenz wird 
hier aber nicht gefunden, sondern zwischen dem von VocT und HILscH 
und dem hier gemessenen Maximum betragt die Energiedifferenz nur 
etwa 0,35 eV. Dies stimmte also schlecht mit den obigen Vorstellungen 
iiberein. Andererseits darf man nicht vergessen, daB die bei der Methode 
der abschreckenden Kondensation erzeugten Elektronenzustande gar kein 
direktes Analogon in der Fliissigkeit besitzen miissen. Aus diesem Grunde 
ware es wiinschenswert, daB auch noch an aus der Fliissigkeit abge- 
schreckten Proben das UR-Maximum gemessen wiirde. 


Bei der Flissigkeit nimmt man an, daB ein Elektron oder Elektronen- 
paar in einer ziemlich groBen Héhlung sitzt, die von vielen NH,-Pyra- 
miden begrenzt ist. Die Entstehung von Elektronenzustianden im festen 
NH, lieBe sich dagegen etwa so erkléren: Durch das Dazwischendampfen 
von Alkaliatomen wird das NH, nach Rtui* und BuckeL® daran ge- 
hindert, gréBere Kristalle zu bilden. Es werden winzige Kristallite mit 
vielen Grenzflachen entstehen. Dabei kénnte an einer Grenzflache eine 
derartige Konfiguration entstehen, daB zwei NH,-Pyramiden mit ihren 
Basisflachen gegeneinander gekehrt sind. Wegen des Dipolmoments der 
Pyramide kénnten an einer solchen Stelle Elektronen eingefangen werden. 


1 VocT, E.: 1. c. 

* HAsinc, J.: Ann. Physik 37, 500 (1940). 
ok CS Se 5 Sar A 

4 Rta, W:: 1.c. 

5 BuCKEL, W.: 1. c. 


Lichtabsorption von festen Ammoniakschichten mit Alkalimetallzusatz. 101 


Da die Basisflachen nicht gerade parallel zueinander stehen werden, 
oder auch noch seitlich versetzt sind, haben die hier eingefangenen Elek- 
tronen nicht alle die gleiche Bindungsenergie, was eine ziemlich breite 
Absorptionsbande ergibt. Gestattet man nun dem Gitter durch geringe 
Erwarmung etwas Beweglichkeit, so kénnen die Pyramiden durch das 
eingefangene Elektron leichter ausgerichtet werden. Durch thermische 
_ Bewegung kénnen die Pyramiden in eine giinstigere Lage kommen, bei 
der das Elektron fester gebunden ist, und diese staérkere Bindung wird 
dann ihrerseits das Zuriickschwingen der Pyramiden verhindern. So 
kénnte man dann verstehen, daB die zunichst breite Bande schmiler 
und deutlicher wird. Eventuell kann die Ausrichtung der Pyramiden 
auch schon allein durch elektrostatische Krafte erfolgen. Auch die Ver- 
schiebung der Bande nach kiirzeren Wellen, d.h. zu héherer Bindungs- 
energie, lieBe sich so zwanglos erklaren, da ja das Einrichten der Pyra- 
miden fiir das Elektron eine starkere Bindung bedeutet. 

Wegen der geringen Beweglichkeit der Gitterbausteine wird die 
Dissoziationswirkung von festem NH, nicht so groB sein wie die der 
Fliissigkeit, so daB es denkbar ist, daB noch neutrale Atome in irgend- 
einer Verteilungsform (méglicherweise atomdispers) vorhanden sind. Ihre 
Absorption wird von der Art des Metalls abhangen. Es ist naheliegend, 
die Na-Bande bei 595 mu, die Li-Bande bei 585 my und die schwache 
K-Bande bei 810 mu den neutralen Atomen zuzuordnen. Es lieBe sich 
auch verstehen, daB diese Banden bei Erwarmung irreversibel abbauen, 
da das Gitter wegen der hdéheren thermischen Beweglichkeit leichter 
ionisiert, und das freigewordene Elektron sich an einer Haftstelle fangt, 
so daB es nicht zum Ion zuriickkehren kann. Besonders beim Li, bei 
dem die Bande im Sichtbaren so rasch abnimmt, hat man deutlich den 
Eindruck, daB das, was hier abgebaut wird, bei der Bande von 1,15 u 
wieder erscheint (Fig. 4a). (Die Flachengleichheit ist bei Fig. 4a nicht 
genau vorhanden, da Kurve 2 bei héherer Temperatur gemessen worden 
ist und deshalb wahrscheinlich noch wahrend der Messung das Maximum 
bei 585 mu weiter abgebaut hat. Eine andere Messung, bei der die Auf- 
nahme von Kurve 2 bei 20° K erfolgt ist, zeigt auffallige Flachengleich- 
heit.) j 
Bei geniigend hoher Temperatur (65° K) wird die Beweglichkeit des 
NH,-Gitters so groB sein, daB es die Fremdatome ausscheiden und da- 
durch groBere Kristalle bilden kann. So werden gleichzeitig die Grenz- 
flachen und damit die Elektronenhaftstellen vernichtet und Kolloide 
geschaffen, bzw. vergr6Bert. 

Beim Natrium wird an dieser Temperaturgrenze die Bande bei 
595 mu stark abgebaut und erscheint verbreitert und verschoben wieder. 
Gleichzeitig entsteht ein neues Maximum bei 765 muy. Es gibt nun 
mehrere Deutungsmoglichkeiten. Nach der Mreschen Theorie diirfte das 
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kleinste Kolloid, wenn man fiir NH, den Brechungsindex 1,6 annimmt, 
bei etwa 560 my. liegen. Diese Lage entspricht auch der Bande, die man 
beim Aufwirmen auf 110° K erhalt, wo das Ammoniak aus der Schicht 
abzudampfen beginnt und sicher zundchst Kolloide gebildet werden. 
Auch KiopFer! findet zuniachst beim Aufwarmen seiner abgeschreckten 
Proben eine breitere Bande bei 570 my. Es kénnte also sein, daB die 
Bande bei 595 my. eine Kolloidbande ist. Allerdings ist nicht ganz ver- 
standlich, warum sie nicht dem kleinsten Kolloid entspricht und warum 
sie bei der Temperatur von 65° K so stark abbaut. Andererseits spricht 
die Verbreiterung und Verschiebung nach langeren Wellen fiir Kolloid. 
Nun gibt es aber auch noch die Méglichkeit, daB die Bande bei 595 mu 
gar nicht einheitlich ist, sondern aus einem ziemlich scharfen Maximum, 
das z.B. atomdispers eingebautem Na zukommt, und einer darunter 
verborgenen Kolloidbande besteht. Wenn das Kristallwachstum ein- 
setzt, verbreitert sich wegen der entstehenden gréBeren Teilchen die 
Kolloidbande und verschiebt nach langeren Wellen, wahrend der atom- 
disperse Zustand abgebaut wird. Fiir eine solche Deutung spricht auch 
die Tatsache, daB beim Abbau des Maximums manches Mal ein Ein- 
schnitt festzustellen ist, der sich schwer durch MeBfehler erklaren 1aBt. 
Auch die Messungen von A. KLOPFER scheinen auf die Existenz eines 
scharfen Zustands bei 590 mu hinzuweisen. 

Die neu entstandene Bande bei 765 mu, die anscheinend auch sofort 
nach dem Aufdampfen vorhanden war und dann verschwand, liegt fiir 
ein Kolloid zu langwellig. Aus den Messungen geht nicht eindeutig 
hervor, ob diese Bande auf Kosten des Maximums von 595 mu aufgebaut 
wird oder durch den Abbau des Elektronenzustands bei 1,15 uw zustande 
kommt. Sie erhéht sich noch, wenn man bei der Temperatur der fliis- 
sigen Luft wartet, doch braucht das nicht von der weiter schwindenden 
595 mu-Bande, die inzwischen bei 620 mu angelangt ist, herzuriihren, 
denn auch die UR-Absorption wird weiter erniedrigt. Vielleicht geht 
der Ubergang vom Elektronenzustand zum Kolloid iiber diesen Zustand. 
Ob er mit einem Aggregat gleichzusetzen ist, méchte man bezweifeln, 
da die bisher bekannten Aggregate in Alkalihalogeniden langwelliger 
liegen als das Farbzentrum. 

Beim Lithium wiirde man analog zum Natrium die Bande von 
585 mu einem atomdispersen Zustand, die von 660 my einem Kolloid 
und die von 1,0 einem Ubergangszustand zuordnen, Zwingende Be- 
weise fiir eine solche Deutung scheinen jedoch nicht vorzuliegen., 

Die K-Bande bei 810my kann einem Kolloid oder einem atom- 
dispersen Zustand zukommen, wahrend die kurz vor dem vollstandigen 
Abbau zum Metall gefundene Bande bei 900 bis 1000 mu sicher ein 
Kolloid sein wird, 


1 Ktoprer, A.: 1. c. 
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Zusammenfassend kann nunmehr festgestellt werden, daB bei 20° K 
kondensierte Ammoniakschichten mit Alkalimetallzusatz einerseits 
einen Zustand aufweisen, der dem Elektronenzustand in den fliissigen 
Lésungen sehr ahnlich ist, wahrend dariiber hinaus neue Banden auf- 
treten, die nicht allein durch die Annahme von Kolloidbildung erklart 
werden kénnen. 


Herrn Professor HiLscu bin ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit, 
sowie fiir die wertvolle Férderung sehr zu Dank verpflichtet. Ebenso 
gilt mein Dank Herrn Dr. Bucket fiir seine stetige Untersttitzung. 

Herrn Professor Hesse danke ich fiir die Uberlassung von Lithium. 

Zur Durchfiithrung der Arbeit stellte die Deutsche Forschungsgemein- 
schaft Apparate, die Gesellschaft fiir Lindes-Eismaschinen fliissigen 
Sauerstoff zur Verfiigung. Beiden Stellen danke ich sehr. 


Erlangen, Physikalisches Institut der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S.104—112 (1954). 


Neue Absorptionsbanden bei Alkalihalogeniden 
mit Schwermetallzusatzen. 


Von 
RUDOLF KAISER. 
Mit 3 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 18. November 1953.) 


Durch gleichzeitige Kondensation von Alkalihalogeniden mit Silberionenzusatz 
und Alkalimetall aus dem Dampfzustand werden bei zehn Salzen neue Absorptions- 
banden im Ultravioletten gefunden. Bandenmaximum und Halbwertsbreite sind 
stark temperaturabhangig. Es liegt also eine atomar-disperse Verteilung vor. 
Die Lage dieser Banden bleibt unverandert, wenn an Stelle von Silber die Schwer- 
metalle Thallium und Kupfer einkondensiert werden. Die beobachtete Licht- 
absorption ist nicht fiir das Zusatzmetall, sondern fiir das Grundgitter charak- 
teristisch. 


Die neuen Zentren stellen fiir Elektronen starkere Haftstellen dar, als die Halogen- 

ionenliicken. Erst bei hohen Kaliumkonzentrationen als Elektronenspender treten 

neben den zuerst gebildeten neuen Banden auch die bekannten F-Banden in 
Erscheinung. 


Ferner werden bei Alkalihalogeniden mit Kupferzusatz ausgepragte Banden ge- 
funden, die Kupfer in atomarer Verteilung zuzuschreiben sind. 


$1. Einlettung. 
In friiheren Untersuchungen! ist es gelungen, Farbzentren in einer 
Konzentration von tiber 1% zu erzeugen. Dieser hohe Farbzentren- 
gehalt wird erméglicht durch die besonders groBe Fehlordnung des 


Gitters, die sich bei der Methode der ,,abschreckenden Kondensation‘‘ 
ergibt. 


Bei diesen Versuchen dient das zugedampfte Alkalimetall als 
Elektronenspender. Schwermetalle sind wegen der hohen Ionisierungs- 
arbeit nicht in der Lage, Elektronen an Halogenionenliicken abzugeben. 


Selbst bei tiefer Temperatur fiihrt daher die Kondensation von Ag 
und KCl nur zur Bildung von Silberkolloiden. 

Dariiber hinaus wird in der erwihnten Arbeit als kristalline Grund- 
substanz nicht reines KCl, sondern dieses zusammen mit etwa 2% AgCl 
verdampft. Gleichzeitg wird etwa dieselbe Menge Kalium einkonden- 
siert. Dieser Versuch fiihrt zu einem véllig neuen Befund. Eine scharfe 
Absorptionsbande bei 285 mu tritt auf (Fig. 12). Sie besitzt eine starke 
Temperaturabhangigkeit des Maximums und der Bandenhalbwerts- 
breite. 


1 Kaiser, R.: Z. Physik 132, 482 (1952). 
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Zunachst liegt die Vermutung nahe, diese neue Lichtabsorption ato- 
marem Silber im Verband des KCl-Gitters zuzuordnen. Um diese Vor- 
stellung naher zu priifen, werden jedoch weitere Untersuchungen er- 
forderlich, . 

Daher soll in der vorliegenden Arbeit erstens festgestellt werden, ob 
bei der angegebenen Versuchsanordnung auch in den anderen Alkali- 
halogeniden neue Absorptionsbanden im Ultravioletten (UV) beobachtet 

_ werden kénnen. Zweitens ist die Frage zu beantworten, inwieweit das 


zugesetzte Silberhalogenid fiir die gefundene Lichtabsorption charak- 
teristisch ist. 


$2. Experimentelles zur Herstellung der Schichten. 

Die verwendete Vakuum-Kailteapparatur ist bereits in der friiheren 
Arbeit beschrieben worden. Ein Verdampfungstiegel aus Platin dient zur 
Aufnahme des Alkalihalogenids mit dem jeweiligen Zusatz. Aus einem 
Nickelofen wird das Alkalimetall verdampft. Nach Kondensation der 
diinnen Schicht auf einer kristallinen Quarzplatte werden lichtelektrische 
Differenzmessungen bei verschiedenen Wellenlangen durchgefiihrt. Fir 
einen Lreiss-Doppelmonochromator liefern Quecksilber- und Wolfram- 
lampe das MeBlicht. Die Zahl der méglichen MeBpunkte ist daher im 
kurzwelligen UV durch die verftigbaren Hg-Linien gegeben. Nur bet 
einigen Messungen wird das Kontinuum einer Quecksilber-Héchstdruck- 
lampe ausgeniitzt. 

Der Zusatz (z.B. AgCl) bei den einzelnen Alkalihalogeniden betragt 
in allen Fallen etwa 2%. Es ist natiirlich wiinschenswert, eine Ent- 
mischung beim Verdampfungsvorgang zu vermeiden. Wie FISCHER? mit 
Hilfe einer radioaktiven Methode am System KCI/TICl gezeigt hat, 
tritt eine solche Entmischung nicht ein, sofern der Kristall aus dem 
festen Zustand langsam absublimiert. Die Stromstarke am Verdamp- 
fungsofen wird daher so eingestellt, daB kein Schmelzen des Salzkristalls 
erfolgt. 


§3. Alkalihalogenide mit Silberhalogenidzusatz. 


In Fig. 1 sind die Absorptionsmessungen an neun Alkalisalzen mit 
dem entsprechenden Silberhalogenidzusatz wiedergegeben. 

Die Kondensations- und MeBtemperatur betraégt dabei — 183°C. 
Die Schichtdicken belaufen sich auf einige tausend A, die Absorptions- 
konstanten sind von der GréBenordnung 104cm™. Als Elektronen- 
spender wird bei den Natrium- und Kaliumsalzen das dem Kation 
des Alkalihalogenids entsprechende Metall zugedampft. Bei den Rubi- 
diumsalzen ist es experimentell einfacher, Kalium an Stelle von Rubi- 
dium zu benutzen. Das Ergebnis wird dadurch nicht beeinfluBt, da 
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eine Messung am System KCl/AgCl ergeben hat, daB zugedampftes 
Natriummetall an Stelle von Kalium die gleiche Absorptionsbande 
liefert. 

Das Absorptionsspektrum des Systems KCl/AgCl + K entspricht 
dem bereits friiher in Fig. 12 mitgeteilten. In allen Fallen erscheinen 


KCL/AgCL+K 


Absorationskonsiante in willkirtichen Enheitea 


: RbCL/AgCL+K 


rig 


250 300 200 mp 20 0 0m 4 20 30 BO mya 
Melenlange 
Fig. 1. Absorptionsspektren von 9 Systemen Alkalihalogenid—Silberhalogenid + entsprechendes 


Alkalimetall. Kondensations- und MeStemperatur — 183° C. 


neue scharfe Banden, die stark temperaturabhingig sind. Aus der Figur 
ist zu ersehen, daB mit zunehmender Gitterkonstanten die Banden nach 
langeren Wellen riicken. Die Lage der Bandenmaxima bei verschiedenen 
Temperaturen ist in Tabelle 1 wiedergegeben. Diese Verschiebung mit 
der Temperatur verlauft véllig reversibel. In die Tabelle 1 sind auch die 
Daten fiir die Messung am LiCl aufgenommen. 


Die Halbwertsbreiten sind aus der Figur zu ersehen. Sie iiber- 
schreiten nur bei den Systemen NaBr/AgBr und LiCl/AgCl (0,34 eV) 
die GréBe 0,25 eV bei der MeBtemperatur — 183° C. Etwa die gleichen 


' 


, 
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Tabelle 1. Temperaturabhdngigkeit der neuen Banden in zxehn Alkalihalogenid- 
kristallen. 


| Temper in °C { inge i | T in, °C 
peratur in °C Wellenlange in my Temperatur in °C | Wellenlainge in my 


r — 183 270 
LiCl 7 Sal 

+ 20 272 

— tao 275 

NaCl + 20 278 

+ 110 279 

= — 483 293 

NaB ) 

: = 20) 296 

13 310 

NaJ — 80 313 

“++ 20 316 

KCl —~ 185 285 

+ 20 287 


Werte fiir die Halbwertsbreite hat auch bei den Farbzentrenbanden 
E. Mottwo! festgestellt. 

Nach Tempern der Schicht auf Zimmertemperatur und einer noch- 
maligen Messung bei — 183° C werden die Banden in manchen Fallen 
betrachtlich schmdler gefunden 
als unmittelbar nach der Konden- 
sation. Auf der langwelligen 


Tabelle 2. Lage der langwelligen Kolloid- 
banden bei Alkalihalogeniden mit Ag- 


. : : . Zusatz. 
Seite der Banden finden sich bei 
manchen Systemen deutlich aus- Halogenid | setempert auf °c rae 
gepragte Nebenmaxima (LiCI: 
294 mu), die teilweise auch tem- KCl .. . PASO. 1n uf 364 
peraturabhangig sind. er dian ee i 
Bei Erwarmen der Schichten RbBr... 4415 387 


auf etwa 100°C erfolgt ein Abbau 

der Banden und gleichzeitiger Aufbau einer temperaturunabhangigen 
langwelligeren Absorptionsbande. Diese Banden sind wohl zusammen- 
geflockten Ag-Kolloiden zuzuschreiben. Die Lage dieser Absorptions- 
maxima ist fiir vier Salze in Tabelle 2 zusammengefaBt. In manchen 
Fallen ist eine Ausmessung der langwelligen Absorption nicht méglich, 
da bei Erwarmung Rekristallisation der Schicht und daher starke Streu- 


ung auftritt. 
er Motitwo, E.: Z. Physik 85, 56 (1933). 
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Es muB noch erwahnt werden, daB Halogenidkristalle mit Ag- 
halogenid-Zusatz in dem untersuchten Spektralbereich keine selektive 
Absorption zeigen!. Dariiber hinaus habe ich mich itiberzeugt, daB selbst 
bei Zusditzen von 2% Systeme von der Art KCl/AgCl fiir Wellenlangen 

gréBer als 250my. optisch durchlassig sind. Die 
ce eee | f 
. neuen Absorptionsbanden treten also erst in 

285 Erscheinung, wenn Alkalimetall zusatzlich ein- 

KCL/AgCL +K kondensiert wird. 


a 


§ 4. Alkalihalogenide mit Kupfer- 
und Thalliwmzusdatzen. 


hed Nach den Versuchen des vorigen Paragra- 

ne yJ7 |] phen sind neue Absorptionsbanden in zehn 
28 Alkalihalogeniden mit Silberzusatz gefunden 
KCL/TUCL+K worden. Es ist nun zu priifen, welchen Ein- 

27 fluB andere Schwermetalle ausiiben. Fig. 2 


zeigt die Ergebnisse. Die Messung am System 
KCl/AgCl aus Fig. 1 ist der Ubersichtlichkeit 
halber hier nochmals als Fig. 2a wiedergegeben. 
Auch beim Zusatz von TIC] und CuCl zum 
Grundmaterial KCl tritt die neue Absorptions- 
bande bei 285 mu in Erscheinung. Es muB8 
also geschlossen werden, daB die Lage der neuen 
Lichtabsorption unabhangig von der Art des 
Zusatzes ist. Sie wird nur durch das Grund- 
gitter des Alkalihalogenids bedingt. 


Absorotionskonstante in willkiirlichen Eimhevien 


Bei Thallium und Kupfer als Zusatz treten 
30m #2 jedoch auBer der Absorptionsbande bei 285 my 
Sasser REET noch weitere Maxima auf, Wir entnehmen der 
schiedenen Schwermetallhaloge- Fig. 2 eine scharfe Bande bei 302 my bei Zusatz 
a aor rite von CuCl und ein Nebenmaximum bei 267 my, 
tionsbande des KCI/CuCl-Phos) Wenn Thallium zugesetzt wird. Um die Natur 
phors bei Zimmertemperatur. dieser Banden aufzuklaren, sind in Fig, 3 
auch dem KBr und KJ die entsprechenden 

Kupfersalze zugesetzt worden. In allen Fallen treten an der langwelligen 
Flanke der in §3 besprochenen Banden weitere Maxima auf. Diese 
Maxima sind offensichtlich durch den Cu-Zusatz verursacht, da sie 
im Falle des Tl und Ag fehlen. Da die ,,Cu-Banden“ in Fig. 3b u. c 
am steilen Abfall der Banden mit dem Maximum 297 bzw. 3141 mu 
liegen, erscheinen sie etwas nach kurzen Wellen verschoben. Subtrahiert 


250 


300 
Wellenfange 


1 SMAKULA, A.: Z. Physik 45, 1 (4927). 


Neue Absorptionsbanden bei Alkalihalogeniden mit Schwermetallzusitzen. 109 
man jedoch die Absorptionsflaiche der Banden mit dem Maximum 297 
bzw. 314 my, so erhalt man fiir die Wellenlinge der Cu-Bandenmaxima, 
die in Tabelle 3 angegebenen Werte. In diese Zusammenstellung ist 
noch eine Messung am System NaCl/CuCl aufgenommen. Aus Fig. 3a ist 
zu entnehmen, daB auch die Cu-Banden eine ausgeprigte Temperatur- 
abhangigkeit des Maximums und der Banden- 


, 2 45 40 35eV 
halbwertsbreite besitzen. aide | 
QA 285 302 
F KCI/CuCl+K 
Tabelle 3. Durch Subtraktion korrigierie Wellenlaingen- \ 7 
angaben fiir die Maxima der durch Cu-Zusatz SA y 
~— 


verursachten Banden. 


Halogenid Wellenlange my 


o|| 


korrigiert = 5 im 
297, on 
NaCl 289 KBr/CuBr+K 
KCl 302 
KBr S23 
KJ 327 


In Anlehnung an die Ergebnisse fiir Kupfer- 
salze ist das Nebenmaximum bei 267 my in 
Fig. 2b vermutlich als charakteristisch fiir den 
Tl-Zusatz anzusehen. Ein ahnliches Neben- 
maximum bei 286 mu zeigt das Absorptions- 
spektrum des Systems KBr/T1Br. 


Absonptionskonstante in willkiiclichen Ejnhetten 


250 


300 
Wellenlange 


350 mL 400 


Auch die Versuche nach Fig.3 ergeben, 
daB trotz des Cu-Zusatzes wieder die aus §3 
bekannten Banden auftreten. Sie sind im 


Fig.3a—c. 3 K-Halogenid/Cu- 
Halogenid-Schichten mit K-Uber- 
schu8. Kondensations- und MeB- 
temperatur —183°C. a 


Maximum hdéchstens um 1muy _ verschoben. 
Dieses Ergebnis wird durch weitere nicht 
wiedergegebene Messungen an den Systemen 


Nach Kondensation bei — 183°C; 

nach Erwarmen auf 20°C; 

—-—-— nach Wiederabkthlen auf 
— 183°C. 


NaCl/CuCl und KBr/T1Br gestiitzt. 


In Fig. 2c ist gestrichelt die Bande eingezeichnet, die dem Phos- 
phor KCl/CuCl zukommt. Die Lage bei 265 my. ist einer Messung 
von SMAKULA! bei Zimmertemperatur entnommen. Nach den Unter- 
suchungen von LorENz? betragt die durch Abkiihlung auf — 183° C her- 
vorgerufene Verschiebung bei den Phosphorbanden etwa 3 mu. Es ist 
bemerkenswert, daB diese Phosphorbande durch den Alkalimetalliiber- 
schuB abgebaut wird und gleichzeitig die neuen Banden bei 285 und 


302 mp. entstehen. 


1 SMAKULA, A.: l.c. 
2 Lorenz, H.: Z. Physik, 46, 558 (1928). 
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Auffallig ist in Fig. 2 ferner, daB in allen Fallen mit KCI als Grund- 
substanz langwellige Nebenmaxima bei 330 my beobachtet werden. 


§ 5. Zur Diskussion der Mefergebnisse. 


Die in den §§3 und 4 besprochenen Banden sind bisher noch nicht 
beobachtet worden. Sie haben weder mit den von MoLiwo? durch 
HalogentiberschuB erzeugten Banden, noch mit den V-Banden? zu tun. 


Wie bereits in §4 ausgefiihrt wurde, laBt sich die frithere Vermutung, 
daB atomare Silberzentren die Ursache fiir die neue Lichtabsorption 
sind, nicht aufrecht erhalten. Denn der Zusatz von Tl- und Cu-Halo- 
geniden fiihrt zu denselben Absorptionsbanden. Allein das Alkali- 
halogenid-Grundgitter ist fiir die Bandenlage maBgebend. Infolge der 
Temperaturabhangigkeit des Bandenmaximums und der Halbwerts- 
breite muB es sich um eine atomar-disperse Verteilung von Zentren 
handeln. 


Bemerkenswert ist, daB die Absorptionsbanden so kurzwellig liegen 
(zwischen 3,9 und 4,5 eV). Offenbar besitzen die fiir die Absorption 
verantwortlichen Gitterst6rungen tiefere Potentialmulden fiir die Elek- 
tronen als die Halogenionenliicken. Solche Halogenliicken sind wegen 
der Fehlordnung im Gitter sicher vorhanden. Ihre Besetzung wiirde 
zur Bildung von Farbzentren fiihren (Energien fiir die Chloride, Bromide 
und Jodide des Na, K und Rb zwischen 1,5 und 2,7 eV). In Uberein- 
stimmung damit wird mehrfach beobachtet, daB bei einer kleinen 
zugedampften K-Menge, also bei einem geringen Elektronenangebot, 
nur die neuen Banden auftreten. Steigert man die Zahl der einkon- 
densierten K-Atome, so werden daneben noch Farbzentren gebildet. 


Wie schon bei den friitheren Untersuchungen wird auch diesmal 
die zugedampfte K-Menge mit Hilfe einer LANGMUIR-Sonde kontrolliert. 
Die absolute Genauigkeit dieser Methode erlaubt jedoch keine Aussage, 
ob die Bildung der Farbzentren bereits einsetzt, wenn jedes Schwer- 
metallion mit e7em Elektron neutralisiert ist. Es muB auch die Méglich- 
keit in Betracht gezogen werden, daB zwei Elektronen zur Besetzung der 
neuen Stérniveaus bendtigt werden. 


In Fig. 1 fallt die Verschiebung der Banden zu langeren Wellen mit 
zunehmender Gitterkonstante des Grundmaterials auf. Es gilt hierfiir 
jedoch sicher nicht die bei den Farbzentrenbanden bekannte Beziehung 
v-d® = const*. Vielmehr zeigt eine nahere Betrachtung, daB sich die 


+ Mottwo, E.: Ann. Physik 29, 394 (1937). 

* DoRENDORF u. Pick: Z. Physik 128, 166 (1950). — Dorenporr, H.: Z. 
Physik 129, 347 (41951). 

* Mottwo, E.: Géttinger Nachr. 18, 236 (1931). 
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Lage der Bandenmaxima fiir die Kalium- und Rubidiumsalze mit einer 
Genauigkeit von 1% durch die Gleichung 


A = 650- d®8 [A] 


wiedergeben laBt. Fiir die Natriumsalze ist der Faktor 696 zu setzen. 
Aus der Messung am LiCl kann bei den Lithiumsalzen auf den Faktor 730 
geschlossen werden. Der kleine Exponent 0,8 besagt, daB die Abhingig- 
keit der Bandenlage von der Gitterkonstante betrachtlich geringer ist 
als bei den anderen Zentren in Alkalihalogeniden!. 


Die fiir den Kupferzusatz charakteristischen Banden des §4 riicken 
ebenfalls mit wachsender Gitterkonstante nach langeren Wellen. Ihre 
Abhangigkeit 1aBt sich durch die Beziehung: 


A = 1013 - d°8 [Al 


darstellen. Die Cu-Banden zeigen also eine noch geringere Abhangigkeit 
von der Gitterkonstante als die Banden des §3. Dieser Tatbestand ist 
schon aus Fig. 3 zuentnehmen. Mit zunehmender Gitterkonstante vom 
Chlorid zum Jodid wird der Abstand der beiden Banden im Energie- 
maBstab kleiner. 


Der in Fig. 2c am KCl/CuCl besprochene Abbau der Phosphorbande 
wird auch bei anderen Systemen (z.B. KJ/T1J) beobachtet. Am reinen 
Phosphor KJ/TIJ wird die Bande bei — 183°C in aufgedampfter 
Schicht mit einem Maximum bei 279 my gemessen. Zimmertemperatur- 
messungen am kompakten Kristall liefern das Maximum bei 287 my’. 
Die beobachtete Verschiebung kann nach Lorenz? nicht durch die 
Temperatur allein bedingt sein. Sicher liegt auch hier — wie bei der 
in diinnen Schichten auftretenden Verschiebung der Farbzentrenbande 
ins Kurzwellige* — ein Einflu8 der Gitterstorungen vor. 


Nur bei wenigen Phosphoren ist die charakteristische Bande lang- 
welliger als 250 mu gelegen und daher mit dem verwendeten LEIss- 
Doppelmonochromator erfaBbar. Bei den Silberphosphoren der Fig. 1 
liegen die Banden wesentlich kurzwelliger. Abbau oder Verlagerung 
dieser Phosphorbanden ist auf jeden Fall entscheidend fiir die Deutung 
der in dieser Arbeit gefundenen neuen Banden. Ferner muB untersucht 
werden, wie sich die im Zusammenhang mit den F-Zentren auftretenden 
a- und f-Banden® bei Anwesenheit von Schwermetallen verhalten. Es 


Ivey, H. F.: Phys. Rev. 72, 341 (1947). 

Hitscu, R.: Z. Physik 44, 860 (1927). 

IBORENZ bes 2c: 

Kistser Re 2. €. 

MaRTIENSEN, W.: Z. Physik 131, 488 (1952). — DELBEcQ, J., P. PRINGSHEIM 
u. PH. YusTER: J. Chem. Phys. 19, 574 (1951). 
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miissen daher in Fortfiihrung der bisherigen Untersuchungen die Mes- 
sungen auch auf das kurzwellige UV iibertragen werden. 

Geeignete zur Zeit im Institut entwickelte Methoden, werden auBer- 
dem die Verdampfung sehr definierter Kaliummengen gestatten. Solche 
Untersuchungen werden dann die Frage klaren kénnen, wieviele Elek- 
tronen (ein oder zwei) zur Besetzung der neuen Zentren bendotigt werden. 


Herrn Professor H1_scu, der die Anregung zu dieser Arbeit gab, 
bin ich wiederum fiir seine standige Forderung zu groBem Dank ver- 
pflichtet. Der Deutschen Forschungsgemeinschaft sei fiir die Uber- 
lassung eines Doppelmonochromators, der Gesellschaft fiir Lindes Eis- 
maschinen fiir die kostenlose Lieferung von fliissigem Sauerstoff gedankt. 


Erlangen, Physikalisches Institut der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 113—116 (1954). 


Le Chatelier-Braunsches Prinzip 
und Relativititstheorie*. 
Von 
M. v. LAUE. 


(Eingegangen am 7. September 1953.) 


Das Prinzip gestattet eine einfache Anwendung zur Unterscheidung zwischen 
adiabatischer und isothermer, isobarer und isochorer Dynamik. 


Das LE CHATELIER-BRAUNSche Prinzip! ist schon so oft bei mecha- 
nischen, elektrischen, magnetischen, thermodynamischen und insbeson- 
dere thermochemischen Problemen herangezogen worden, daB man 
seinen Anwendungsbereich fiir erschépft halten méchte. Die (spezielle) 
Relativitatstheorie aber ergibt einige neue Anwendungsmoglichkeiten, 
weil sie im Gegensatz zu der alteren Theorie, in welcher innere und kine- 
tische Energie der Kérper additiv zur Gesamtenergie zusammentraten, 
so daB man Dynamik und Thermodynamik unabhangig voneinander 
behandeln konnte, diese beiden Gebiete miteinander koppelt; die ,,in- 
nere’’ Energie hangt von der Geschwindigkeit ab, und eine eigene 
kinetische Energie gibt es nicht mehr. Darauf hat bekanntlich PLANCK 
in seinen Arbeiten zur relativistischen Thermodynamik? hingewiesen. 
Jene Kopplung bewirkt, daB man zwischen adiabatischer Dynamik, bei 
der die Entropie konstant gehalten wird, und isothermer, bei der dies 
von der Temperatur gilt, zu unterscheiden hat, desgleichen zwischen 
isobarer und isochorer Dynamik. Das LE CHATELIER-BRAuNsche Prinzip 
ermoglicht eine leichte Unterscheidung dazwischen. — 

Wir schreiben dem K@Orper eine gleichmaBige Temperatur T zu; es 
laste auf ihm ein iiberall gleichmaBiger Druck . Der Impuls & hat 
unter diesen Umstanden die Richtung der Geschwindigkeit q und die 
skalaren Produkte (q @) und (q d &) vereinfachen sich zu den Produkten 
q'G und q-dG der absoluten Betrage dieser Vektoren. Volumen, 
Energie, Warmefunktion und Entropie bezeichnen wir mit V,U, H 
(=U+ pV—qG)* und S. Sofern sie sich auf das Ruhsystern des 


* Otro HAHN zu seinem 75. Geburtstage (8. Marz 1954) gewidmet. 

1 Siehe hierzu W. ScHotrKy, Thermodynamik (Berlin 1929); auf S. 486 u. f. 
gab C. WAGNER den ersten stichhaltigen Beweis des Prinzips. Ihn hat die 10. Auf- 
lage der ,,Vorlesungen iiber Thermodynamik‘‘ von M. PLanck (Berlin 1953) auf 
S. 266 u.f. tibernommen. Siehe auch Prancx, M.: Ann. Phys. 19, 759 (1934); 
20, 196 (1934). 

2 Pranck, M.: Ann. Phys. 23, 1 (1908). 

3 Nicht zu verwechseln mit dem dynamischen Potential H, welches PLANCK 
1908 l.c. eingefiihrt hat, und das auch bei M. v. LAvE, _ Spezielle Relativitats- 
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Korpers beziehen, erhalten sie den Index 0, der aber bei den Invarianten p 
und S iiberfliissig ist. Die Entropiegleichung lautet dann: 


dU =q-dG+T-dS—p-dV. (1) 


QuantitatsgroBen im Sinne des Lr CHATELIER-BRAuNschen Prinzips 
sind danach auBer S und V auch G, die zugeordneten IntensitatsgréBen 
sind T, (—/) und gq. 

Im allgemeinen geht dieses Prinzip von der Gleichung 


dU = >\'X;- dx; 


aus und hebt aus der (beliebigen) Zahl der QuantitatsgréBen x, eine 
Hauptvariable x, (mit der Hauptintensitat X,) und eine Nebenvariable x, 
(mit der Nebenintensitat X,,) hervor; es ist in der Ungleichung? 


te al pn 
Reg S OX, Je (2) 
enthalten. Ob man fiir einen der nicht hervorgehobenen Indizes die 
Quantitats- oder die Intensitatsgr6Be konstant halt, ist belanglos. In- 
sofern enthalt Ungleichung (2) im allgemeinen mehrere Aussagen. 
Nimmt man also G als Haupt-, S als Nebenvariable (somit g als 
Haupt-, T als Nebenintensitat), so folgt aus (2): 
(eG eG 
Grae > rae (3) 
und zwar gleichgiiltig, ob man dabei # oder V konstant halt. Bei iso- 
thermer Beschleunigung steigt der Impuls schneller, als bei adiabatischer. 
Nimmt man hingegen (unter Beibehaltung des Impulses CG als Haupt- 
variable) V als Nebenvariable und somit (— #) als Nebenintensitat, so 
lehrt Ungleichung (2): 


(aG\ _ (eG 

| eq |, > (a J (4) 
wobei es gleichgiiltig ist, ob man T oder S konstant halt. Bei isobarer 
Beschleunigung wdchst der Impuls stdrker, als bei isochorer. 


Halt man # und S konstant, so tritt dec Differentialquotient ‘Bas 
rechts in (3) und links in (4) auf. Es folgt daraus ee 
'@G\ _ (a6 ~ (a6) 
| eq We | eq es ‘ oq aap ; (5) 
Halt man statt dessen V und T konstant, so schlieBt man entsprechend: 
eG) 6G\ _ (8G) 
| oe a ere Tr eq ix : (6) 


theorie, in §23 der §. Auflage (Braunschweig 1952) auftritt. Die Gleichung 
H=U +pV—(q) steht dort unter (21.23), nur da® dort die Warmefunktion 
mit U und die Energie mit E bezeichnet ist. 

1 Ungleichung (271) der PLANcKschen Vorlesung iiber Thermodynamik, 10. Aufl. 
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Sowohl (@G/éq)y,5 als (@G/éqg) yy liegen also zwischen (0G/0q),, 7 und 
(@G/@q)y,s- 
Fir jede Art von Nebenbedingungen ist 


0G aq 
eq at 


k= 


die Kraft, welche die longitudinale, d.h. zur Geschwindigkeit parallele 
Beschleunigung dg/d¢ hervorruft; ihr Wert hangt wesentlich von den 
Nebenbedingungen ab. Davon unabhangig ist aber eine transversal 
beschleunigende Kraft, weil sie die Betrage g und G ungeandert 1aBt. 

Wir verifizieren nur einige der in den Ungleichungen (3) und (4) ent- 
haltenen Aussagen. Grundlage dabei ist die von PLANCK 1908 (I. c.) 
angegebene Gleichung fiir den Impuls!?: 


H, 


G= 


a!) (7) 
cjea—_ 
wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. 

Zunachst befassen wir uns mit (3) unter der Voraussetzung konstanten 
Drucks #. Dann ist auch im Ruhsystem der Druck konstant, und eine 
Anderung der Warmefunktion H, ist ein MaB fiir die zugefiihrte Warme ; 
bei konstanter Entropie S bleibt also Hy unverandert. Dies fiihrt auf 
die Dynamik, die man im allgemeinen schlechthin als die relativistische 
bezeichnet. Ist hingegen statt S die Temperatur T konstant, so wird 
dem Kérper bei der Beschleunigung Warme zugefiihrt, um die sonst 
damit verbundene Temperaturabnahme autzuheben. H, wachst also 
mit g und G wachst starker mit g, als bei konstanter Entropie, wie es (3) 
behauptet. 

Berechnen laBt sich der Unterschied zwischen beiden Differential- 
quotienten in (3) wie folgt: Die Ruhtemperatur 7) steht mit der Tem- 
peratur T nach PLANCK (l.c.) in der Beziehung 


fae aa (8) 
a Igt 
Daraus folg (en Geeta P 
oq er y2— ge ‘ 
und, wenn c, die spezifische Warme bedeutet 
heyy © 6T,\ ss pee qT { 
| éq iP = ¢p| q )e wi jea—q° (10) 
Folglich nach (7): 
Ret ed ae a | SR Se Oe > 0. 11 
eee = Fou oq a (c2 — g?)" ( ) 


1 Siehe ebenso Lave, M. v.: Spezielle Relativitatstheorie, 5. Aufl., Gl. (21d) 


Braunschweig 1952. 
8* 
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Ungleichung (4) diskutieren wir unter der Annahme konstanter 
Entropie S. Dann ist der Differentialquotient (@ G/@q), derselbe, von dem 
der vorige Absatz sprach, und es gilt nach (7): 
aG' dG b gcacqea ame OH, OV 42 
Fe ets cle—¢ (F2).( eq Ie (12) 


Fiir das Differential der Warmefunktion Hj, gilt im allgemeinen 
dH, =dU,+pdVv,+ Vodb. 


Bei konstantem S, also mangelnder Warmezufuhr, verschwindet 
dU,+ paV,; es folgt 


(37),="lse),- (13) 


aV)/s eV, 


Andererseits ist wegen der LorENtTz-Kontraktion 


Lede 9 
und 
pte yt sca 
Call pee (4) 


Mit (13) und (14) geht aber (12) tiber in: 


eG OG z (“ap 7 17 ___ [0G _ eg V* / ap 
(Gaby (ee ),+ baat (ar, + = eq beat aa lars: (15) 


Da (3) fiir alle stabilen Zustande negativ ist, ist in der Tat: 
= 


(42) > (2)r. 
.€q |p eq 

In (3) wie in (4) beruhen die Unterschiede zwischen den miteinander 
verglichenen Differentialquotienten darauf, daB in (7) statt der unver- 
anderlichen Masse, die nach NEWTON als Faktor von g auftreten miiBte, 
die (durch c? dividierte) veranderliche Warmefunktion H, steht. Sie 
beruhen also letzthin auf der Tragheit der Energie. Mit zu Null abneh- 
mendem gq verschwinden sie nach (11) wie nach (15) wie g®, so daB als 
Grenzfall die NEwrTonsche Dynamik wieder herauskommt, derzufolge 
in (3) und (4) Gleichheitszeichen stehen. Dies ist kein Widerspruch gegen 
das LE CHATELIER-BRAUNSche Prinzip. Die allgemeine Theorie der Un- 
gleichung (2) stellt es namlich als unter bestimmten Bedingungen méglich 
hin, daB statt des Ungleichheitszeichens das Gleichheitszeichen auftritt; 
und diese Bedingungen sind in der Newtonschen Dynamik erfiillt. 


Berlin-Dahlem, Fritz Haber-Institut der Max Planck-Gesellschaft. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S.117—125 (1954). 


Die Wellenlangenabhingigkeit der elektrischen 
Leitfahigkeit von Cadmiumsulfid-Einkristallen bei 
Bestrahlung mit R6ntgenstrahlen und y-Strahlen*. 


Von 
G. FROHNMEYER, R. GLOCKER und D. MESSNER. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 30. November 1953.) 


Bestimmung der Wellenlangenabhangigkeit der Leitfahigkeit von CdS-Kristallen 

im Bereich von 2000 bis 10 XE. — Bestatigung des theoretischen Ansatzes, daB 

mur der in Photo- und Compron-Elektronenenergie verwandelte Bruchteil der 
R6ntgenenergie wirksam ist. 


Die Wellenlangenabhangigkeit aller in dieser Hinsicht quantitativ 
untersuchten physikalischen und chemischen Wirkungen! der Réntgen- 
strahlen 1aBt sich aus der Zusammensetzung des Stoffes und der Schicht- 
dicke? berechnen. Die Wirkung 4ndert sich mit der Réntgenwellenlange 
in gleicher Weise wie die Energie E,, der Photo- und Compton-Elektronen, 
die beim Auftreffen von monochromatischen Réntgenstrahlen mit der 
Energie E, entstehen. Es ist 

E, = E,(1 —e-#?) 22+ % (1) 
[uw = Schwachungskoeffizient, ¢ = totaler Streukoeffizient ; « = Photo- 
elektronenausbeute, t = Absorptionskoeffizient, o, = RiickstoBkoeffi- 


zient (Anteil der Compton-Elektronen) |. 


Nur in einem Fall, namlich bei der AgBr-Schicht der photographi- 
schen Emulsion?, konnte die experimentelle Priifung der Gl. (1) in der 
Nahe einer Absorptionskante durchgefiihrt und der Einflu8 der Photo- 
elektronenausbeute « beobachtet werden. Eine Variation der Schicht- 
dicke war aber nicht méglich. Giinstigere Verhdltnisse bieten in dieser 
Hinsicht die Leitfahigkeitsinderungen von Halbleitern bei Rontgen- 
bestrahlung. DaB dieser Vorgang der Gl. (1) gehorcht, wurde vor 
langerer Zeit an Selenzellen nachgewiesen?. Sehr geeignet fiir eine Unter- 
* Herm Professor Dr. O. HAHN zum 75. Geburtstag gewidmet. 

1 Ausgeschlossen sind die Falle einer ,,Autokatalyse“. 
2 GLockER, R.: Z. Physik 43, 827 (1927); 46, 764 (1928). — GrLockeER, R., u. 
O. RissE: Z. Physik 48, 845 (1928). — CronueEmm, G., u. P. GUNTHER: Z. phys. 
Chem. Abt. B 9, 201 (1930). — BREITLING, G., u. R. GLockER: Naturwiss. 39, 48 
(1952). — BREITLING, G.: Z. angew. Phys. 4, 401 (1952). 
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suchung des Einflusses der Dicke auf die GréBe des Empfindlichkeits- 
sprunges sind CdS-Kristalle, deren R6ntgenempfindlichkeit von FRE- 
RICHS! erstmals beobachtet wurde; die Cd-Kante liegt in einem leicht 
zuganglichen Bereich des Rontgenspektrums ; Einkristalle verschiedener 
Dicke konnen nach dem Verfahren von FRERICHS gewonnen werden. 


Die verschiedenen Méglichkeiten des Verlaufes der Réntgenempfind- 
lichkeit von CdS-Einkristallen in der Umgebung der K-Absorptions- 
kante des Cadmium (A, 0,45, kX) sind in Fig. 1 dargestellt. Ist der 
Sprung des Absorptionskoeffizienten t maBgebend (A), so muB die 


Empfindlichkeit stark (1:4,9) ansteigen. Kommt dagegen im Sinne der 
Gl. (1) nur der in Photoelektronen- 
energie verwandelte Bruchteil der 
auf der kurzwelligen Seite von A,4 
mehr absorbierten Energie in Be- 
tracht, so betragt die Zunahme 
der Empfindlichkeit an der Ab- 
sorptionskante nur 1:2,1. Die 
Falle (A) und (B) gelten fiir sehr 
diinne Kristalle, bei denen 1 — e~“? 
Fig. 1. Stromstarke i eines CdS-Kristalles bei gleicher naherungsweise durch lt D ersetzt 
auffallender Rontgenenergiein Abhangigkeit von der werden kann * von der entstehenden 
Wellenlange (schematisch). Normierung von#/iy fiir eee 2 J 
den Wert an der K-Absorptionskante von Cd. charakteristischen A-Eigenstrah- 
lung des Cadmiums wird nur ein 
vernachlassigbar kleiner Bruchteil im Kristall selbst absorbiert. Der 
andere Grenzfall, der sehr dicke Kristall, bei dem 1—e~”“” nahezu 
1 ist, findet sich in Fig. 1 unter (C) und (D). Die Gl. (1) wiirde dann den 
umgekehrten Verlauf liefern; die Empfindlichkeit ware auf der kurz- 
welligen Seite kleiner. Der Fall (C) ist aber physikalisch nicht zu reali- 
sieren; die Voraussetzung der Gl. (1), daB die Eigenstrahlung ganz aus- 
tritt, ist némlich bei einem sehr dicken Kristall nicht erfiillbar. Das 
tatsachliche Verhalten eines sehr dicken Kristalles wird durch den Fall (D) 
wiedergegeben. Praktisch die ganze Eigenstrahlung kommt im Kristall 
selbst zur Absorption; der Empfindlichkeitssprung verschwindet. 


Da iiber die Wellenlangenabhangigkeit der Leitfahigkeit von CdS- 
Einkristallen bisher nur eine orientierende Untersuchung von BRosER, 
OEsER und WARMINSKY® mit nichtmonochromatischen Réntgenstrahlen 


‘ Frericns, R.: Naturwiss. 33, 281 (1946). — Phys. Rev. 72, 504 (1947); 
76, 1869 (1949). — J. Appl. Phys. 21, 312 (1950). — Ferner Broser, J., u. R.War- 
MINSKY: Z. Physik 133, 340 (1952). — Broser, J., H. Ozser u. R. WARMINSKY: 


Z. Naturforsch. 5, 214 (1950). 

2 Broser, J., H. OFSER u. R. WARMINSKY: Strahlentherapie 90, 399 (1953). 
Betr. der Verwendung fiir Zwecke der Dosimetrie vgl. BECKER, J., K. E. ScHEER 
u. A. KUBLER: Strahlentherapie 88, 34 (1952). 


— 


_ mitgedreht, auf dem die Ionisationskammer direkt aufgesetzt ist (Fig. 2) 
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vorliegt, wurden die Messungen iiber den ganzen Bereich von 1,5 bis 


0,07 kX ausgedehnt und auch ein Punkt im y-Strahlengebiet (1,25 MeV) 
einbezogen. 


Versuchsanordnung. 


An einem Schwenkarm eines BRaGG-Spektrometers mit 20 cm Teil- 
kreishalbmesser wird mittels Rollenfithrung ein Einfadenelektrometer 
Auf diese Weise werden die bei flexiblen Verbindungen méglichen kapa- 
zitiven Veranderungen des elektrostatischen Systems vermieden. Die Ioni- 
sationskammer! hatte 
die Form eines beider- 
seits mit graphitierten 
Cellophanfenstern  ver- 
sehenen Ringes. Die zen- 
trale mit dem Elektro- 
meter verbundene Elek- 
trode bestand aus einer 
kreisf6rmigen = graphi- 
tiertenCellophanscheibe. 


Bei 500 V wari $ stets Fig. 2. MeBanordnung. (R Réntgenrdéhre; M LiF-Kristall; J Ionisa- 
eg tionskammer; A CdS-Kristall; B, bis B; Blenden; engsteAusblendung 
Sattigung vorhanden. 0,5 mm bei B, und By.) 


In dem _ untersuchten 

Wellenlangenbereich sind die Angaben der Kammer in bezug auf die 
Réntgeneinheit wellenlangenunabhangig. Der Ionisationsstrom wurde 
in der Aufladeschaltung gemessen. 

Das durch Reflexion an einem LiF-Kristall? monochromatisierte 
Ro6ntgenstrahlenbiindel durchsetzt die Ionisationskammer und trifft 
dann auf den CdS-Einkristall auf, der sich in einem lichtdichten Behalter 
mit Cellophanfenstern befindet. Durch die beiden Blenden B, und B, 
(Fig. 2) wurde das primare, durch die Blenden B, und B, das reflektierte 
Biindel begrenzt. Gleichzeitig dienen die Blenden zur Ausschaltung von 
stérenden Sekundirstrahlen. Unmittelbar vor dem CdS-Kristall be- 
findet sich eine vertikal und horizontal verstellbare Blende B;, um eine 
Bestrahlung der Silberelektroden des Kristalls zu verhindein. Die be- 
strahlte Oberflache betrug 23 mm?. Da die Wellenlangenabhangigkeit 
der Leitfahigkeit des bestrahlten Kristalls durch die Bestimmung des 
Verhiltnisses von Kristallstrom zu Ionisationsstrom ermittelt wird, 
ist eine sehr sorgfaltige Justierung unerlaBlich. Die Parallaxe wiirde 
besonders in der Umgebung der K-Absorptionskante des Cadmium 


4 Jonisationskammer der Physikalisch-Technischen Werkstatten, Freiburg i. Br. 
2 RENNINGER, M.: Phys. Verh. 8, 184 (1952). Zu dem Vorteil eines besonders 
guten Reflexionsvermégens kommt die hohe Dispersion (d,jp = 2,01 kX statt 


dQuarz = 3,34 kX). 
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erhebliche MeBfehler zur Folge haben, da der Kristallstrom sich dort sehr 
rasch mit der Wellenlange andert, wahrend der Strom der Jonisations- 
kammer nur langsame Anderungen zeigt. Der erreichte Grad der Mono- 
chromasie ergibt sich aus der in Fig. 3 dargestellten Messung an der 
Zirkonabsorptionskante A= 0,688 kX zu AA=+25 XE. 


Die zu den Messungen verwendeten, nach dem Verfahren von FRE- 
RICHS! hergestellten? CdS-Kristalle waren 34mm? groB und hatten 
verschiedene Dicken von 0,05 bis 0,5 mm. Durch Zusatz von Schwer- 
metallatomen wurden sie fiir das Réntgen- und y-Gebiet aktiviert. Die 
Empfindlichkeit kann je nach der Akti- 
vierung von Kristall zu Kristall um 
mehrere GréBenordnungen verschieden 
sein. Die Kristallplattchen waren auf 
einer Bakelitunterlage* aufgeklebt und 
mit Silberelektroden versehen, an denen 
eine Spannung von 150 V angelegt wurde. 
Der Photostrom wurde nach Verstarkung 
1:220 in einem zweistufigen Gleichstrom- 
verstarker mit einem Siemens-Lichtmar- 
kengalvanometer gemessen. Der Dunkel- 
strom, der wahrend einer MeBreihe konstant 
zz war‘, wurde in der Verstarkeranordnung 

kompensiert. 


GOY 


003 


007 


ihe ee aee eee arr Bei CdS-Kristallen, die erstmals einer 


Réntgenbestrahlung ausgesetzt wurden, 
treten, auch bei kurzzeitigen Messungen, starke Schwankungen des 
Photostromes auf; auBerdem ist die Tragheit sehr groB. Durch 24- 
stiindige Vorbestrahlung bei angelegter Spannung von 150 V_ wird 
eine Beruhigung des Stromes und eine Verminderung der Tragheit 
erreicht. Die Kristalle wurden zur Aufrechterhaltung eines stabilen 
Zustandes wahrend der Pausen zwischen den Messungen dauernd der 
Strahlung einer Réntgenrdhre oder eines radioaktiven Praparates aus- 
gesetzt. Die Linearitat der Zunahme des Photostromes mit der Réntgen- 
intensitat bei gleichbleibender Strahlungsqualitat wurde mit Hilfe eines 


some a s 


* Herrn Direktor Dr. K. Meyer und Herrn Dr. Nestter (AEG-Rohrenfabrik 
Berlin) sind wir fiir die Uberlassung der Kristalle zu groBem Dank verpflichtet. 

* Bakelit ist besonders geeignet, weil dieses Material bei Bestrahlung die photo- 
elektrischen Eigenschaften der Kristalle nicht beeinfluBt. Von der iiblichen Schutz- 
lackierung der Kristalloberflache wurde wegen der Absorption der sehr weichen 
Réntgenstrahlen abgesehen. 


4 Die Anderung der Leitfahigkeit mit der Temperatur betragt in der Nahe von 
20°C héchstens 1% pro 1°C, 


a 
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rotierenden Sektors fiir jeden Kristall nachgepriift. Der Umfang des 
linearen Gebietes ist von Kristall zu Kristall sehr verschieden. 

Bei der Messung des Verhaltnisses von Photostrom? zu Luftioni- 
sationsstrom J sind im Bereich von 0,45 bis 0,9 kX die in zweiter Ord- 
nung vom Spektrometerkristall reflektierten Strahlen stérend, da die 
Empfindlichkeit des CdS bei 0,3 kX ein Vielfaches von der bei 0,6 kX 


_ ist. Der Einflu8 der zweiten Ordnung wurde durch Absorptionsmessun- 
_ gen eliminiert: Der gemessene Photostrom 7 setzt sich zusammen aus #4 


herrihrend aus der Wellenlinge A, und 7,, dem Beitrag der in zweiter 
Ordnung reflektierten Wellenlinge 1/2: 


$= 4, + fo. (2) 


Nach Zwischenschaltung einer Aluminiumfolie der Dicke dcm wird 
gemessen 


ad 


ye t,e M4 <}- iy coal (3) 


wobei 4, und w, die an sich bekannten Schwachungskoeffizienten von / 
und 4/2 sind; aus Gl. (2) und (3) ergibt sich der gesuchte Photostrom 7,. 

An den gemessenen Werten des Photostromes wurde ferner eine 
Absorptionskorrektion fiir die hintere Cellophanfolie der Ionisations- 
kammer und fiir den 9 cm langen Luftweg zwischen Ionisationskammer 
und CdS-Kristall angebracht. 


Theoretische Berechnungen. 


Die Photoelektronenausbeute x von CdS 14Bt sich in folgender Weise 
aus bekannten physikalischen Daten berechnen: 

Fiir die Quantenausbeute ux, der K-Serie von CdS ergibt sich als 
Mittelwert der Messungen! von BERKEY und von ARENDS 


(Ux)ca = 0,79. (4) 
Die Quantenausbeute ist definiert als die Zahl der K-Eigenstrahlung 


aussendenden Atome, bezogen auf die Zahl der angeregten Atome, also 


2 fe 
UK a N . (5) 
Die in Gl. (1) auftretende Photoelektronenausbeute « ist der in 
Photoelektronenenergie umgesetzte Bruchteil der absorbierten Réntgen- 


: + ist 
energie. Somit is er ia 


wobei v bzw. 4 Frequenz bzw. Wellenlange der Primarstrahlung bedeutet. 
Die Gesamtabsorption aller Serien eines Cd-Atomes betragt 


Toot = Te +n + tm: (7) 


1 Vegl. LANDOLT-BORNSTEIN, 6. Aufl., Bd.I/1, S. 3241. 1950. 
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Die GroBe des K-Absorptionssprunges von Cd ist nach Bestimmungen 
von RINDFLEISCH! und von LAUBERT? 


ap tp St epee Ge (8) 


Hieraus folgt 
TK = 0,82 Ttot 


und die Photoelektronenausbeute fiir die Cadmium K-Serie ist 
Oca = 0,82 a% + 0,18 - 1,0 (9) 


(Zahlenwerte von gq in der zweiten Spalte der Tabelle 1). 


Aus der chemischen Zusammensetzung von CdS ergibt sich sodann 
die fiir CdS giiltige, in die Gl. (1) einzusetzende GréBe 


eas pes ( ae ia 0,778 | =p he (10) 


Von einer Beriicksichtigung der GréBe a; kann abgesehen werden: 
Die K-Absorptionskante von S liegt ziemlich weit auBerhalb des in 
Frage kommenden Spektralbereiches, die Quantenausbeute (ux)s ist 
viel kleiner als (wx)cqg und der Anteil der S-Atome an der gesamten 
Absorption des CdS ist gering. 


Nach fritheren Erfahrungen*® haben sich die von VICTOREEN* tabu- 
lierten und ausgeglichenen Werte von y/o als besonders zuverlassig er- 
wiesen ; aus (4/0)cq und (u/o)s wurde (/0)cas nach der Mischungsformel 
berechnet, analog zu Gl. (10). Die nach KLEIN-NIsHINA berechneten 
Streukoeffizienten wurden der Tabelle von LEA’ entnommen. Die be- 
niitzten Zahlen sind in Tabelle 1 zusammengestellt. 

Fiir einen sehr diinnen Kristall ist [vgl. Gl. (1)) 
1 


e at + G, < 
; = const | ti) ° 


0 his | t+ 64 /tunt’ (44) 
Bei dicken Kristallen tritt auf der rechten Seite der Gl. (11) der Faktor 
(1 —e“” cas hinzu. Dabei sind zwei Grenzfalle zu unterscheiden, welche 
durch die beiden Kurven in den Fig. 4 und 5 dargestellt sind. Tritt 
die Eigenstrahlung véllig aus, so ist wie in Gl. (11) «7 zu schreiben; 
wird die Eigenstrahlung ganz im Kristall absorbiert, so ist «t zu er- 
setzen durch rT. 


RINnDFLEIscH, H.: Ann. Phys. 28, 409 (1937). 
LauBErT, S.: Ann. Phys. 40, 553 (1941). 

Vgl. BREITLING, G.: lc. 

VICTOREEN, J.A.: J. Appl. Phys. 20, 1144 (1949). 


1 
2 
3 
4 
5 Lea, D. E.: Actions of Radiations on Living Cells, S. 348. Cambridge 1946. 
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Tabelle 1. Dichte 9 = 4,83. 


2000 


1,0 
1500 1,0 wie 
1200 1,0 103,5 103,3 — 103,3 4,62 
1000 1,0 62,8 62,6 — 62,6 2,69 
800 1,0 33,9 Bie = Sor 1,39 
600 1,0 15,35 {5,2 — he 0,596 
500 1,0 9,35 9,19 i 9,20 0,350 
452 0,449 38,4 38,3 ~- 17,11 0,255 
400 0,50. 28,3 28,15 — 14,31 0,187 
300 0,63 13,4 $3525 = 8,43 0,0886 
250 0,69, 8,23 8,08 0,01 5,63 0,0574 
200 0,753 4,50 4,36 0,01 3.08 0,0386 
150 0,81; 2,07 1,93 0,015 | 1,59 0,0283 
120 0,85, 1,15 1,02 0,01 0,883 0,0259 
100 0,877 0,725 0,600 0020") 0,545 0,0253 
80 0,90, 0,431 0,314 0:022-" | 0,305 0,0260 
60 0,925 0,240 0,133 0,024 0,14y 0,0274 
48,5 0,94 0,170 0,072 0.0257] 0,092 0,0280 
24,3 0,97 | 0,085 0,009 0,026 0,0348 0,0296 
12,1 0,985 0,056 0,001 0,024, 0,0255 0,0278 
4,85 0,995 0,034 = 0,019 0,021,* 0,0220 


* EinschlieBlich eines Beitrages der Paarbildung. 


Versuchsergebnisse. 


In Fig. 4 sind fiir einen 0,5 mm dicken CdS-Kristall die gemessenen 
Verhialtnisse des Photostromes 7 zum Luftionisationsstrom J mit Kreisen, 


Z MeV Apy=O05 G7 G2 45 OF 10 


yo\— berechne?: 
I Cd figenstrahlung 
ganz absorbiert 
{ I Cd figenstrahlung 
ganz oustretend 
py, 40 t i 


20 


10 U5 2,0 65 30 
Ig Aye —> 
Fig. 4. Wellenlangenabhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit eines 0,5 mm dicken CdS-Kristalles. 
‘ (Die Pfeile bezeichnen die Punkte, an denen jede MeBreihe an die Kurve angeglichen ist.) 


Kreuzen und Dreiecken in logarithmischer Darstellung wiedergegeben. 
Zar Uberdeckung des ganzen Spektrums muBten Roéntgenrodhren ver- 
schiedener Bauart (ROhren mit LinDEMANN-Fenster fiir niedere Span- 
nungen, Rohren in Olhauben fiir sehr hohe Spannungen usf.) verwendet 
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werden; die Punkte einer MeBreihe sind in den Fig. 4 und 5 in gleicher 
Weise bezeichnet. 
Beim Betrachten der beiden Figuren fallt die auBerordentlich starke 
Wellenlangenabhangigkeit auf. Abgesehen vom ganz langwelligen 
Gebiet schmiegen sich die MeBpunkte in Fig. 4 gut dem Kurvenverlauf 
an. Ein Empfindlichkeitssprung ist nicht vorhanden; es liegt somit der 
Fall der Fig. 1D vor. Die Messungen bestatigen die obere Kurve, die 
fiir den Fall einer volligen Eigenabsorption der Cd-Strahlung im Kristall 
berechnet ist. 
Interessant ist der Vergleich mit den Ergebnissen an einem nur 
0,06 mm dicken Kristall (Fig. 5). Hier wird eine plotzliche Zunahme der 


40-2 
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o ere chner: 
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Fig. 5. Wellenlangenabhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit eines 0,06mm dicken CdS-Kristalles, 


Empfindlichkeit an der A-Absorptionskante von Cd beobachtet. Die 
MeBpunkte im kurzwelligen Bereich liegen zwischen den beiden theo- 
retischen Kurven, was durchaus verstandlich ist, da ein Teil der Cd- 
Eigenstrahlung aus dem Kristall austritt. Die Abweichungen der Punkte 
von den Kurven im langwelligen Gebiet sind etwas kleiner als bei dem 
0,5 mm dicken Kristall. Es ware nun von besonderem Interesse, das 
Verhalten extrem diinner Kristallschichten kennen zu lernen. Wegen 
der Zerbrechlichkeit war es aber nicht méglich, diinnere Kristallplattchen 
als 0,05 mm herzustellen. Einer Anregung von Herrn Dr. NESTLER 
folgend wurden nun dicke Kristalle kurzzeitig aktiviert, so daB die 
R6éntgenempfindlichkeit iiberwiegend von einer diinnen Schicht unter 
der Oberflache herriihrte. Eine solche MeBreihe ist in Fig. 6 dargestellt. 
Die MeBpunkte folgen ziemlich gut einer der fiir verschiedene Dicke der 
aktivierten Schicht berechneten Kurven. Man hat damit die Méglich- 
keit, die Dicke der aktiven Schicht experimentell zu ermitteln. Damit 
ist auch die Erklarung fiir das Abweichen der MeBpunkte von der theo- 
retischen Kurve im langwelligen Teil der Fig. 4 gegeben; die Empfind- 
lichkeit des 0,5 mm dicken Kristalls nimmt nach dem Inneren zu ab. 
Die Hohe des Empfindlichkeitssprunges in Fig. 5 und 6 stimmt mit der 
Berechnung befriedigend tiberein. Der in Fig. 1A diskutierte Fall eines 


“a 
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Empfindlichkeitssprunges in der vollen Hihe des Sprunges des Absorp- 
tionskoeffizienten an der Kante kommt somit nicht vor. Es ist damit 
der experimentelle Beweis erbracht, daB von dem Mehr an Rontgen- 
energie, das auf der kurzwelligen Seite einer Absorptionskante absorbiert 
wird, nur der in Photoelektronen verwandelte Teil fiir die Leitfahigkeits- 
anderung von sehr diinnen CdS-Kristallen wirksam ist. 

Um einen AnschluB an das y-Strahlengebiet zu erhalten, wurden 
Messungen mit der y-Strahlung von Co® (1,17 und 1,33 MeV) ausgefiihrt. 
Das 500 mC starke Praparat war in einem Zinnblock von 65 mm Wand- 
starke eingeschlossen, dessen Vorderseite Anr= 
mit einer konischen Bohrung versehen Gs GO OS fe 46 
war. Zinn ist besser geeignet als Blei, 
weil seine A-Strahlung von dem Spektral- 
gebiet héchster Empfindlichkeit der CdS- 
Kristalle weiter entfernt ist. Aus Intensi- 
tatsgriinden muBte in nahem Abstand 
vom Praparat, etwa 20cm, gemessen © 
werden. Wegen der raschen 6rtlichen In- 
tensitatsanderung konnte die Ionisations- 
kammer mit ihrer ziemlich groBen Tiefen- 
ausdehnung nicht verwendet werden. Statt 
dessen wurde die Dosisleistung mit dem 7; 30 
Leuchtstoffdosimeter von BREITLING und \g Axe — 
GLOCKER! gemessen ; die 0,4 mm dicke Fig. 6. Wellenlangenabhangigkeit von 

: : ~ ; sehr diinnen aktivierten Schichten von 
Schicht eines luftaquivalenten Leucht- CdS-Kristallen, 
stoffes hatte etwa die gleiche Flache wie 
die CdS-Kristalle. Eine mit den Messungen im Rontgengebiet vergleich- 
bare? Bestimmung der Dosisleistung von y-Strahlen hat zur Voraus- 
setzung, daB hinsichtlich des MeBkérpers Elektronengleichgewicht vor- 
-handen ist. Es wurde daher an der Austritts6ffnung des Zinnbehalters 

eine Plexiglasplatte von einer Dicke (1mm) angebracht, welche der 
-maximalen Reichweite der erzeugten Compton-Elektronen entspricht, 
Die MeBpunkte fiir y-Strahlung von Co® sind in Fig. 4 und 5 bei 1,25 MeV 
eingezeichnet; sie weichen nur wenig von den theoretischen Kurven 
nach oben ab. 


Die Deutsche Forschungsgemeinschaft hat die Durchfithrung der 
Untersuchungen in dankenswerter Weise durch eine Sachbeihilfe er- 
moglicht. 

Stuttgart, Rontgeninstitut der Technischen Hochschule und Institut 
fiir Metallphysik am Max Planck-Institut fiir Metallforschung. 


Bice. 
2 GrockErR, R.: Z. Physik 136, 352ff. (1953). 
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Die Zaihigkeit von gasf6rmigem He*® und He* 
zwischen 1,3° K und 4,2° K*. 


Zur Quantenstatistik des gaskinetischen ZusammenstoBes 
bei tiefen Temperaturen. 
Von 
E. W. BEcKER, R. MISENTA und F. SCHMEISSNER. 
Mit 8 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 22. Dezember 1953.) 
Die Viskositat von reinem gasformigem He? und He* wird im Temperaturbereich 
von 1,3 bis 4,2° K mit einem automatisch registrierenden Schwingsystem ge- 
messen. Ein Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit der Theorie von DE BoER 
und CoHEN, zeigt, daB He! der Bosr-E1nste1n-, He*® dagegen der FERMI-D1RACc- 
Statistik gehorcht. Der Kernspin des He* macht sich in der erwarteten Weise 
kinematisch bemerkbar. Bei 2,64 und 4,15° K wird die Konzentrationsabhangigkeit 
der Viskositat von He*/He*-Mischungen bestimmt. Mit diesen Messungen laBt 


sich auf Grund einer erweiterten Theorie die Giltigkeit der BoLtzMANN-Statistik 
fiir den ZusammenstoB ungleicher Atome beweisen. 


Der Wirkungsquerschnitt fiir den gaskinetischen ZusammenstoB 
zweier Atome oder Molekeln hangt nach der wellenmechanischen Theo- 
rie! bei tiefen Temperaturen von der Statistik ab, der die zusammen- 
stoBenden Teilchen gehorchen. Sind die Teilchen durch irgendein Merk- 
mal zu unterscheiden, so hat man die BOLTZMANN-Statistik anzuwenden, 
d.h. die nichtsymmetrische Partikulaérlésung der ScHRODINGER-Glei- 
chung fiir die Berechnung der Wirkungsquerschnitte heranzuziehen. 
Sind die StoBpartner dagegen gleich und bestehen sie aus einer geraden 
Anzahl Elementarteilchen, so sollten sie der BosE-EINSTEIN-Statistik 
gehorchen. Fiir identische Sto8partner aus einer ungeraden Anzahl von 
Elementarteilchen sollte dagegen die Frrmi-Drrac-Statistik maB- 
geblich sein. Im ersten Fall hat man eine symmetrische, im zweiten eine 
antisymmetrische Gesamteigenfunktion fiir die Berechnung des Wir- 
kungsquerschnittes zu verwenden. 

Von HALPERN und GWATHMEY® wurde zunachst vorgeschlagen, die 
Konsequenzen dieser theoretischen Vorstellungen durch einen Vergleich 

* Der Inhalt dieser Arbeit wurde am 17. 12. 1953 von Herrn Professor W. MEtss- 
NER auf dem 3. Internationalen Kalte-Kongre8 in Houston, Texas, vorgetragen. 
Vorlaufige Mitteilung: Phys, Rev. (im Erscheinen). (Eingegangen am 20. 11. 1953.) 

' Zusammenfassende Darstellung: Mort, N. F., u. H. S. W. Massey: The 
Theory of Atomic Collisions, 2. Aufl. Oxford 1950. 

* HALPERN, O., u. E. GwATHMEY: Phys. Rev. 52, 944 (1937). — Diese Autoren 


haben zum ersten Male auf die Bedeutung der inneren Zustinde fiir die Symmetrie 
der Ortseigenfunktionen hingewiesen. 
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der Viskositaten von Ortho- und Para-Wasserstoff bei tiefen Tempera- 
turen nachzupriifen. Sie berechnen die Abhingigkeit der Zahigkeit des 
Wasserstoffs vom Para-Wasserstoff-Gehalt unter der Voraussetzung, 
da8 sowohl Ortho- und Para-Zustinde als auch miteinander entartete 
Ortho-Zustande quantenmechanisch unterscheidbar sind. Sie kommen 
zu dem Ergebnis, daB die Zahigkeit eines Wasserstoffs mit 75% Ortho- 
H,-Gehalt bei tiefen Temperaturen um mehrere Prozent gréBer sein 
sollte, als die Zahigkeit von reinem Para-Wasserstoff. 


Unsere Versuche haben jedoch gezeigt, daB die Zahigkeit von Wasser- 
stoff bei tiefen Temperaturen mit steigendem Gehalt an Para~-Kompo- 
nente nicht ab-, sondern zunimmt?!. Wir haben die Méglichkeit disku- 
tiert, daB der beobachtete Zahigkeitsunterschied im wesentlichen darauf 
beruht, daB die im Grundzustand rotierende Ortho-Molekel wegen ihrer 
Rotation einen etwas gréBeren effektiven Wirkungsquerschnitt besitzt, 
als die nichtrotierende Para-Molekel. Diese quasi-dynamische Deutung 
des experimentellen Ergebnisses wurde durch eine Untersuchung der 
Zahigkeit von Ortho- und Para-Deutertum gestiitzt, bei der sich wieder, 
im Gegensatz zur Theorie der kinematischen Effekte, fiir die nicht- 
rotierende Komponente die gréBere Zahigkeit ergab”. Unabhangig von 
dieser Deutung zeigten die Versuche, da8 die mit dem Modell der starr- 
elastischen Kugel berechneten kinematischen Unterschiede der Wasser- 
stoff- und Deuteriummodifikationen nicht zu beobachten sind?. 


Vor einiger Zeit hat nun O. HALPERN* vorgeschlagen, den EinfluB 
der Statistik auf den gaskinetischen Wirkungsquerschnitt bei tiefen 


1 BEcKER, E. W., u. O. STEHL: Naturwiss. 38, 301 (1951). — Phys. Rev. 87, 
525 (1952). — Z. Physik 133, 615 (1952). 

2 BEcKER, E. W., R. MIsENTA u. O. STEHL: Phys. Rev. 91, 414 (1953). — Z. 
Physik 136, 457 (1953). 

3 Inzwischen ist uns eine theoretische Arbeit von Ry Roxkuitrro M1Iyako zu- 
ganglich geworden [Proc. Phys.-Math. Soc. Japan 24, 852 (1942)], in der die Vis- 
kositat von Wasserstoff und Deuterium in Abhangigkeit von der Zusammensetzung 
aus Ortho- und Para-Molekeln mit einem 6/12-LENNARD- JoNneEsS-Potential berechnet 
wird. Danach sollte die Zahigkeit von 100%igem Para-Wasserstoff bei 20° K um 
6,7% kleiner sein, als die von 25%igem Para-H,, wahrend wir fiir reimen Para- 
Wasserstoff bei dieser Temperatur eine um 0,56% gréfere Viskositat fanden. Bei 
der gleichen Temperatur sollte 98%iges Ortho-Deuterium eine um 0,5% kleinere 
Viskositat besitzen als 66,7%iges Ortho-Deuterium, wahrend das erste Gemisch 
in Wirklichkeit eine um 0,05% gréBere Viskositat zeigte. Durch das verbesserte 
(allerdings immer noch kugelsymmetrische) Potential wird also die Diskrepanz 
zwischen der Theorie und dem Experiment nicht beseitigt. Nach einer freundlichen 
personlichen Mitteilung versuchen K. TakayanaGi und K. OHNO (Saitama Uni- 
versity, Urawa, Japan), unsere experimentellen Ergebnisse mit einem winkel- 
abhangigen Potential zu interpretieren. AbschlieBende Ergebnisse sind uns jedoch 
noch nicht bekannt geworden. 

4 HaLpernN, O.: Phys. Rev. 82, 561 (1951). 
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Temperaturen durch einen Vergleich der Zahigkeiten von gasformigem 
He? und Het zu untersuchen. Wegen der absoluten Kugelsymmetrie des 
Heliumatoms miiBten die entsprechenden Rechnungen zuverlassiger 
sein als die fiir die nicht-kugelsymmetrische H,- bzw. D,-Molekel. Nach 
HALPERN sollte die Viskositat von gasférmigem He* bei tiefen Tem- 
peraturen wesentlich gréBer sein als die von gasférmigem He*. Dieser 
Effekt sollte vor allem darauf beruhen, daB He* der BosE-EINSTEIN-, 
He*® dagegen der FeRmi-Drrac-Statistik gehorcht. 


Einige Monate nach der Notiz von HALPERN erschien eine Arbeit 
von Dre Boer und ConeN!, in der die Temperaturabhangigkeit der 
Zahigkeit von gasformigem He® fiir den Temperaturbereich von 0 bis 
5°K mit einem 6/12 LENNARD-JONEs-Potential explizit berechnet 
wurde. Entsprechende Rechnungen fiir das He* lagen bereits friher von 
De BoEr?, sowie, fiir eine Reihe anderer Potentiale, von BUCKINGHAM, 
HAMILTON und Massey? vor. DE Borer und CoHEN nehmen, in Uberein- 
stimmung mit HALPERN an, daB die Gesamteigenfunktionen beim Zu- 
sammenstoB von zwei He4-Atomen symmetrisch, beim ZusammenstoB 
von zwei He?-Atomen dagegen antisymmetrisch sind. Fiir das He%, das 
den Kernspin } besitzt, bedeutet das, daB bei Dreiviertel der Zusammen- 
st6Be die Ortseigenfunktionen antisymmetrisch und bei einem Viertel 
symmetrisch sein miissen. Ihre Berechnungen bestatigen die Aussage 
von HALPERN, daB die Viskositat von gasférmigem He? bei tiefen Tem- 
peraturen erheblich tiber der des He* liegen muB, wenn fiir He* die BosE- 
EINSTEIN-, fiir He? dagegen die FErmi-D1rac-Statistik gilt. Da DE BoER 
und CoHEN andere Méglichkeiten der Statistik in ihrer Arbeit nicht in 
Betracht ziehen, 1aBt sich der EinfluB der Statistik aus ihren Ergeb- 
nissen nicht unmittelbar ablesen. Eine entsprechende Erweiterung ihrer 
Rechnungen, die wir mit den tabellierten Wirkungsquerschnitten leicht 
durchfiihren konnten, zeigte, daB die Viskositat von He* in dem theoretisch 
interessanten und experimentell zuganglichen Temperaturbereich von 
1 bis 4° K teilweise bereits auf Grund des Masseneffektes, also unab- 
hangig von der Statistik, tiber der des Het liegt. (Vgl. Fig. 8 und 6.) 
Damit entfiel die Méglichkeit, die Giiltigkeit der Fermi-D1rac-Statistik 
fiir das He® allein mit einer qualitativen Feststellung seiner gréBeren 
Viskositait zu beweisen. Es muBte vielmehr die Temperaturabhangigkeit 
der Viskosititen beider Gase im angegebenen Temperaturbereich még- 
lichst genau bestimmt und mit den Resultaten der verschiedenen Stati- 
stiken verglichen werden. 


1 De Borr, J., u. E. G. D. Conen: Physica, Haag 17, 993 (1951). 
* DE Borr, J.: Physica, Haag 10, 348 (1943). 
* BucKINGHAM, R.A., J. Hamimton u. H. S. W. MAssEY: Proc. Roy. Soc. 


Lond. Ser. A 179, 103 (1941). Vgl. auch Massey, H. S. W., u. R. A. BucKInGHAM: 
Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 168, 378 (1938). 
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Die Apparatur. 


Bei der Konstruktion der ZihigkeitsmeBapparatur gingen wir davon 
aus, da nur wenige » cm® He’ fiir die Untersuchung zur Verfiigung 


_ stehen wiirden. Die Apparatur sollte Viskosititen in der GréBenordnung 


, 
. 


von 5 bis 10 u-Poise bei ertraglichem 
Zeitaufwand noch mit einer Genauig- 
keit von + 1% zu messen gestatten!. 
Das Prinzip der Apparatur geht 
aus Fig.1 hervor: Im 0,9 mm weiten 
Ringspalt zwischen dem Kupferman- 
tel A und dem zylindrischen Kupfer- 
kern B schwingt eine an_ Bronze- 
Spannbaindern aufgehingte Alumi- 
niumglocke C von 25mm @, 36mm 
Lange und 0,1mm Wandstiarke. Die 
Glocke besitzt einen halben Deckel D, Fig. 1. Schema der ZahigkeitsmeBapparatur. 
der zusammen mit einer in 0,6mm 
Abstand angebrachten isolierten Platte E einen Drehkondensator 
bildet. Seine jeweilige Kapazitat, die ein MaB fiir die Schwingungs- 
amplitude ist, wird iiber eine Hochfrequenzbriicke und einen Verstarker V 
durch einen Lichtschreiber S 
registriert?. Die Glocke wird 
durch ein 50 Hz-Drehfeld aus 
ihrer Ruhelage ausgelenkt. Nach 
dem Ausschalten des Feldes 
fiihrt sie freie Drehschwingun- 
gen aus, deren Dampfung ein 
Ma8B fiir die Zahigkeit des in den 
Ringspalt eingefiillten Gases ist. 
GemaB Fig. 2 hangt das Meb- 
system Q an dem Deckel eines 
vakuumdichten Messingman- 
tels R, in dem sich ein 2 Liter 
Dewar-GefaB S fiir das fliissige . 
Helium befindet. Der Mantel cin epaeac meibanaa ie 
taucht bis iiber den Deckel in 
¥. Der eine von uns (E. W. Becker) dankt Herrn Prof. Dr. C. J. GortTER und 
Herrn Prof. Dr. K. W. Taconis, Leiden, fiir wertvolle Diskussionen iiber apparative 


Probleme. 

2 Als Hochfrequenzbriicke und Verstarker konnte ein Gerat verwendet werden, 
das fiir ein Membran-Mikromanometer entwickelt wurde [BrecKkER, E. W., u. 
O. SteHL: Z. angew. Phys. 4, 20 (1952)]. Als Schreiber diente ein Lichtpunkt- 
Linienschreiber nach Stabe der Firma Hartmann & Braun mit einem 5 Hz-MeB- 


system. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 9 
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ein Dewar-Gefa® T mit fliissiger Luft, das in geeigneter Hohe von ‘ 
dem Drehfelderzeuger U umgeben ist. Als Drehfelderzeuger dient ein 
magnetischer 6-Pol, der iiber einen Regeltransformator mit 50 Hz Dreh- 
strom betrieben wird}. Der Deckel von R ist in der itblichen Weise mit 
Stutzen zum Einfiillen und Abpumpen des Temperaturbades, mit einem 
ManometeranschluB sowie einem Anzeiger fiir das Niveau des fliissigen 
Heliums versehen. 

In Fig. 2 ist auch die Hochvakuumapparatur zum Einfillen und 
Wiedergewinnen der MeBgase dargestellt. Sie laBt sich tiber den An- 
schluB A mit einer Quecksilberdiffusionspumpe auf weniger als 10-° Torr 

evakuieren. Aus dem Kolben B 


| TAA ATA kann He‘, und aus der Schliff- 
| FF VVUUVVVGWOVUUVUT AVVO TNA TAC 2 pipette P, kann He? eingefiillt 
| werden. Der Gasdruck wird 
Wilt HA MAGAAUMAAAATIUAIMATRASAAAA STEELER mit dem geeichten Warmeleit- 
iW Hi HANI «manometer C bestimmt. Nach 


"nN | dem Versuch wird das He? iiber 

il | die mit fliissiger Luft gekiihlte 
i Mi i ‘)\\)) c Falle D durch die Quecksilber- 
HA 


iH] Ih} NAAN 
AN | iil | 
WA ATA RATA GUA : : 
NVVAKHUTATOVTVU HOHE ii diffusionspumpe E abgesaugt 
und in die T6pLER-Pumpe F 
Fig. 3. Ausschnitte von Registrierkurven des Lichtpunkt- gedriickt. \ or dem Abfiillen im 
schreibers. Kurven A und B: He* bzw. He® bei 1,68 bzw. die Pipette P, kann die wieder- 
1,66° K. Kurve C: Vakuum. Schwingungszeit 1,38 sec. a 

gewonnene Gasmenge nach dem 
McLeEop-Prinzip mit dem Manometer G bestimmt werden. Nach drei- 
maligem Téplern waren mehr als 99% der eingesetzten Gasmenge zu- 
riickgewonnen. Mit der TOpLER-Pumpe wurden auch die unten erwahnten 


He*/He*-Mischungen hergestellt. 


Die Auswertungsmethode. 


Der Lichtpunkt-Schreiber lieferte Registrierkurven, wie sie in Fig.3 
ausschnittweise wiedergegeben sind. Eine einfach-logarithmische Auf- 
tragung der Maximalamplituden a ergab die in Fig. 4 dargestellten 
Geraden, aus denen das logarithmische Dekrement 


n — 
veo a, Ina,,. 


Ng — My 


' Eine magnetische Auslenkung der Glocke mit Hilfe eines in die Glocke ein- 
gebauten Eisendrahtes hat sich nicht bewahrt, da die Remanenz des Eisens, vor 
allem bei tiefen Temperaturen, eine unkontrollierbare, teilweise sprunghaft ver- 
anderliche Wirbelstrombremsung der Glocke bewirkte. — Durch die Spannband- 
Aufhangung ist die Glocke gegen Erschitterungen praktisch unempfindlich. So 
konnte z. B. in unmittelbarer Nahe der laufenden Expansionsmaschine des Helium- 
verfliissigers gemessen werden. 


ey 


mA & 


— a ) ae 
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(n, bzw. nm, von einem beliebigen Nullpunkt aus gezihlte Nummer der 
Schwingung) unmittelbar abgelesen werden konnte. Wenn man die 
Eigendimpfung des Systems vernachlassigen kann, verhalten sich die 
Zahigkeiten zweier Gasfiillungen bekanntlich wie die mit ihnen bestimm- 
ten logarithmischen Dekremente. 


Die Versuche. 

Nachdem das MeBsystem Q (vel. 
Fig. 2) vollstandig evakuiert war, wurde 
der an den Helium-Gasometer ange- 
schlossene Mantel R des Kryostaten : 
mit fliissiger Luft eingekiihlt. Nach a a 
einiger Zeit hatte Q die Temperatur _ ar 
der filissigen Luft angenommen, wor- *i.fvalewn ans. tm 
auf das DEwar-GefaB S mit fliissigem Tatsache, daB dieeinfach-logarithmische Auf- 
stim fiillt ander i. eiitass tragung eee a Geraden 

ge oO ergibt, beweist das verzerrungsfreie Arbeiten 

Als erstes wurde die Dampfung snare rn or veteey 
des Schwingsystems im Vakuum ge- 
messen. Ein Teil des erhaltenen Registrierstreifens ist in Fig. 3, Teil C, 
wiedergegeben. Das logarithmische Dekrement A ergab sich zu 1,0 - 1074, 
was bei der Schwingungszeit von 1,38 sec einer Relaxationszeit von 
230 min entspricht. 

4. He*. Auf Grund einer mit He* durchgefiihrten Untersuchung der 
Druckabhingigkeit des logarithmischen Dekrementes (Fig. 5) wurde der 
Filldruck (fiir 4,2° K) auf 0,5 Torr fest- S 
gelegt!. Mit diesem Druck wurden bei ' 
4,2° K elf Schreibstreifen aufgenommen. 
Sie lieferten ein mittleres logarithmi- = 
sches Dekrement von 0,882-1072 + 0,6%, 


% > x . 04 
was einer Relaxationszeit von 2,6 min a me © es: 

° PD (fork) —~— 
extspricht. Fig. 5. Druckabhangigkeit des logarith- 


Durch stufenweises Abpumpen des  mischen Dekrementes A fiir Het bei4,2° K. 


Temperaturbades konnten dann die 
Viskositaten fiir 3,65, 3,17, 2,68, 2,22 und 2,13° K gewonnen werden 
(Tabelle 1). Der Dampfdruck des Bades lieB sich an einem Hg-Manometer 


1 Bei diesem Druck ist A nach Fig. 5 innerhalb der Fehlergrenze Druck-unab- 
hangig. Die starke Druckabhangigkeit bei niederen Drucken beruht bekanntlich 
darauf, daB die mittlere freie Weglange der He-Atome mit den Apparatedimensionen 
(hier: Weite des Ringspaltes) vergleichbar wird. Bei héheren Drucken ist eine 
schwache Druckabhangigkeit auf Grund der Enskoc-Korrektur, sowie (bei sehr 
tiefen Temperaturen) auf Grund der Gasentartung zu erwarten. (Vgl. J. DE Borer, 
s. FuBnote 2, S. 128). Der Fiilldruck wurde im Interesse eines mdoglichst geringen 
He?-Verbrauches an die untere Grenze des angenahert Druck-unabhangigen Be- 


reiches gelegt. 
g* 
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Tabelle 1. Temperaturabhingigheit des logarithmischen Dekvementes A und der 
Viskositat n von He* und He (Versuche vom 29.10. 53). 


Z — Anzahl der Einzelmessungen. Die Fehlergrenze der Dekremente gibt bei zwel 

Messungen den Maximalfehler,bei drei und mehr Messungen den mittleren quadra- 

tischen Fehler in % an. Wegen der absoluten Genauigkeit der 7-Werte vgl. FuB- 
note 2, S. 134. 


Het He* 
I _ . 2 bf = A: oF 
T°kK eee Zz Feiter in % n(pP) | T°K cine Zz Fehler in % n(uP) 
4,20 | 1—411 | 14 | 0,882+0,6 | 10,78 |4,16| 37—42| 6 | 1,068+0,4] 13,06 
4,00 | 35—36| 2 | 0,834-0,5 | 10,20 | 3,92| 63-64 2 | 1,055+ 1,0] 12,90 
3,65 |12—15 | 4 | 0,774-+40,5 | 9,46 |3,67| 43—45 | 3 | 1,023+40,2| 12,54 
3,17 |16—17| 2 | 0,64441,6 | 7,87 ]3,39 61-62] 2 | 1,014+ 1,0} 12,40 
2,92 | 33—34 | 2 0,599 + 1,0 7,32 13,19 46—47 | 2 | 0,988+0,3]| 12,07 
2,68 |18—20) 3 | 0,540+0,5 | 6,60]|2,92 59-60) 2 | 0,969+0,4| 11,84 
2,22 | 21—22| 2 | 0,440+0,8 | 5,38 |2,68 48—49| 2 | 0,959+0,6| 11,72 
2,13 | 23-24] 2 | 0,435-+0,4 | 5,32 ]2,45| 57—58| 2 |0,915+1,0| 11,18 
1,99 | 31—327. 2 0,395 + 0,4 4,83 | 2,22) 50—5 2 0,888+ 1,5) 10,85 
1,68 | 25—26| 2 0,342+0,6 | 4,18 ]1,66 52—53| 2 0,739+0,5| 9,03 
1,29 | 27—30| 4 | 0,278+41,8 |° 3,40 } 1,31) 54—56| 3 |0,584+1,0| 7714 


mit Spiegelskala geniigend genau ablesen. Bei jeder Temperatur 
wurden mehrere Registrierstreifen aufgenommen. Aus der Tatsache, 
daB die zu einer Temperatur geh6renden MeBwerte keinen systematischen 
Gang aufwiesen, ging hervor, daB die Temperatur des Schwingsystems 
der Temperatur des Bades praktisch momentan folgte. Auf Grund der 
Temperaturerniedrigung verminderte sich der He*-Druck im MeBsystem 
bis auf etwa 0,3 Torr bei 2,13° K. Nach der Aufnahme des letzten MeB- 
punktes, bei dem die Temperatur bereits unterhalb des A7-Punktes des 
Heliumbades lag, wurde das MeBsystem leergepumpt und auf Dichtigkeit 
gepriift'. Mit einer neuen He*-Fiillung konnten dann die Dekremente 
fiir 1,68 und 1,29° K bestimmt werden. Bei der tiefsten Temperatur 
wurde der Dampfdruck des Bades mit einem McLrop-Manometer 
gemessen, 


Um die Reproduzierbarkeit der Temperatureinstellung zu _priifen, 
wurden drei weitere MeBpunkte mit stufenweise steigender Badtemperatur 
aufgenommen, wobei die Temperaturerhéhung (zur Vermeidung von 
Temperaturschichtungen im fliissigen Helium) durch eine auf dem Boden 
des Dewar-GefiBes liegende Heizspirale bewirkt wurde. Nach Fig. 6 
erganzen sich die mit fallender und steigender Temperatur gewonnenen 
MeBpunkte ausgezeichnet. 


¥ Unterhalb des 4-Punktes kénnen sich bekanntlich wegen der Superfliissigkeit 
des He*-Bades feinste Haarrisse oder dergleichen als Undichtigkeiten bemerkbar 
machen, die oberhalb des 2-Punktes praktisch nicht festzustellen sind. Die Appa- 
ratur erwies sich stets als absolut dicht. 


—s 
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2. He*. Nach langerem Evakuieren wurde das MeBsystem mit etwas 
He? gespiilt und anschlieBend bei 4,16° K mit 0,5 Torr des neuen Gases 
gefiillt. Die weitere Untersuchung verlief wie beim He*, nur wurde die 
Dichtigkeitspriifung im Anschlu8 an den MeBwert fiir 1,31° K, also un- 
mittelbar vor der Wiedererwirmung des Bades durchgefiihrt. Da die 
mit fallender und steigender Temperatur aufgenommenen Kurven tiber- 
einstimmen (Fig. 6), obwohl sie mit verschiedenen He?-Fiillungen ge- 
wonnen wurden, ist eine Verunreinigung des He* durch He! wahrend 


6 he des Versuches (etwa durch eine nicht 
pP | | erkannte Undichtigkeit) praktisch 
3 so ausgeschlossen. 
: 2 4 3. He%—He*Mischungen. Mit 
| der in Fig.2 dargestellten TOPLER- 
cr? ie 
7 Hey 
fe | || 
— 
0 J 
1 2 3 ¥°K a a 50 75% 100 
i—> i 
Fig. 6. Fig. 7. 


Fig.6. Temperaturabhangigkeit der Viskositat 7 (mikro-Poise) von He* und He®. Die Kreise wurden mit 

stufenweise fallender, die Kreuze mit stufenweise steigender Badtemperatur gemessen. Ausgezogene Kur- 

ven: Theoretischer Verlauf nach De Borer und CouHeEn, l.c. Die gestrichelte Kurve gibt die theoretischen 

Ergebnisse von BucKINGHAM und Scriven fiir He*® wieder. Vgl. Anmerkung bei der Korrektur, FuBnote 1, 

S. 135. Die von diesen Autoren fiir He* mitgeteilten theoretischen Werte stimmen mit denen von De Borr 
praktisch tberein. 


Fig.7. Konzentrationsabhangigkeit der Viskositat 7 von He*/He‘-Mischungen. 


Pumpe wurden vier He*—He*-Mischungen im Bereich von 20 bis 80% 
He? hergestellt. Die vier Mischungen wurden zusammen mit den reinen 
Komponenten an einem anderen Versuchstag bei 4,15 und 2,64° K 
untersucht. (Tabelle 2 und Fig. 7.) Die Ergebnisse fiir reines He*® und 
He stimmen mit dem Resultat der friitheren MeBreihe (Tabelle 1) bei 
Beriicksichtigung der etwas anderen Temperaturen innerhalb der Fehler- 


grenze tberein!. 


4. He* bei 77,3° K. Fiir Eichzwecke wurde das logarithmische De- 
krement der Apparatur mit 15 Torr He* in einem Bad aus fliissigem 


1 Eine wesentliche Konzentrationsverschiebung durch Thermodiffusion kann 
im kalten Teil des MeSsystems nicht eingetreten sein, da keine Zeitabhangigkeit 
der MeBergebnisse beobachtet wurde. Die erste Messung wurde jeweils 2 min nach 
dem Einfiillen der Mischung begonnen. Bei den Versuchen 13 bis 17 (Tabelle 2), 
wurden die fiinf Messungen iiber einen Zeitraum von 40 min verteilt, ohne da{s ein 
systematischer Gang der Ergebnisse festgestellt werden konnte. 


; 
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Tabelle 2. Konzentrationsabhdngigheit des logarithmischen Dekrementes A und der 


Viskositét n von He*/He'-Mischungen bei 4,15° und 2,64° K (Versuche vom 3. 11. 53). 

Z — Anzahl der Einzelmessungen. Wegen der Fehlergrenze der Dekremente sowie 

der absoluten Genauigkeiten der 7-Werte, vgl. Unterschrift von Tabelle 1 sowie 

FuBnote 2, S. 134. Die Fehlergrenze der Konzentrationsangaben schatzen wir auf 

-+2% He’. Sie ist verhaltnismaBig groB, da mit sehr kleinen Gasmengen gearbeitet 
werden muBte. 


4,15° K 2,64° K 
% He® Versuch- E A + 10? ’ "Versnch- A + 10? 
/0 ersuch = 10 ( 
Nummer Z Fehler in % (uP) | Nummer Z Fehler in % n(uP) 


0 3 0,865+0,1 | 10,57] 36—37)| 2 0,537 +0,3 | 6,56 
19 4— 6 3 0,888+0,3 10,86 ; 24—26 3 0,586+0,6 7,16 
40 7— 9| 3 | 0,946+0,3 | 11,56] 33—35 | 3 | 0,671+0,3 8,20 
60 10—12! 3 0,980+1,0 11,98 | 30—32 3 0,750 + 0,4 9,17 
80 4949 | 5 1,010-+0,1 | 12,35] 27—29 3 0,834+0,4 | 10,20 
100 18—20.| 3 1,066 +0,9 | 13,03 | 21—23 3 0,922+0,7 | 11,27 


Stickstoff bestimmt (77,3° K)!. A ergab sich als Mittel aus sechs Mes- 
sungen druckunabhangig zu 0,684 - 1071+. 0,3 %. 


Diskussion der Ergebnisse. 


Die logarithmischen Dekremente sind in den Tabellen 1 und 2 zu- 
sammengestellt. Ihre mittleren quadratischen Fehler liegen in der 
GréBenordnung von + 1%. Die in den Tabellen angegebenen absoluten 
Zahigkeiten wurden aus den Dekrementen auf Grund des Eichpunktes 
bei 77,3° K mit »He* (77,3° K) =83,68uP berechnet?. Die geringe 
Dampfung des Systems im Vakuum (4=1,0- 1074) blieb bei der 
Auswertung unberiicksichtigt, da angenommen wurde, daB sie mehr 
auf der Wirkung von Gasresten, als auf der Eigendampfung der Spann- 
bander beruhte. 


In Fig. 6 sind die MeBpunkte zusammen mit den theoretischen Kur- 
ven von Dre Borer und ConeEN aufgetragen*. Die Ubereinstimmung 
zwischen der Theorie und dem Experiment ist beim He* vollkommen. 
Beim He liegen die MeBpunkte fiir die tieferen Temperaturen zwar etwas 


1 Bei 77,3° K stimmte die Schwingungszeit des Systems noch innerhalb der 
Fehlergrenze mit der bei 1,3° K iiberein. Bei Zimmertemperatur ergab sich dagegen 
ein um etwa 3% gréBerer Wert. Ein Einflu8 der Gasfiillung auf die Schwingungs- 
zeit wurde nicht festgestellt. 

2 Kersom, W.H.: Helium, S. 107. Amsterdam: Elsevier 1942. — In An- 
betracht méglicher systematischer Fehler der Eichung belegen wir den Umrech- 
nungsfaktor zwischen A und 7 mit einer Fehlergrenze von -+- 5%. Das He! war 
Helium ,,reinst'’ der Firma G. Gauff, Frankfurt a. M. 

3 Die von A. VAN ITTERBEEK und W,. H. KEEsoM [Physica, Haag 5, 257 (1938)] 
bei 4,23 und 1,64° K gemessenen Viskosititen des Het (12,32 bzw. 5,48 uP) weichen 
von unseren Resultaten sowie vom Ergebnis der Theorie merklich ab. Vgl. dazu 
Dr Boer 1. c., sowie BUCKINGHAM, HAMILTON u. MAsSEY, l. c. 


dia 
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unterhalb der theoretischen Kurve, doch kann man auch hier die Uber- 
einstimmung zwischen der Theorie und dem Experiment als. tiber- 
raschend gut bezeichnen. 

In Fig. 8 sind die mit verschiedenen Symmetriekombinationen der 
Ortseiyenfunktionen berechneten Temperaturabhiingigkeiten der Vis- 
kositat von He* zusammen mit der experimentellen Kurve aufgetragen. 
Man erkennt, daB das experimentelle 4 

i Ergebnis mit der Kurve von Dr Borr 

und COHEN bei weitem am besten iiber- 

_ einstimmt. Damit diirfte bewiesen sein, % 
dap He® der Fermt-Dtrac- Statistik 

_ gehorcht, und dap sich der Kernspin des 

_ He® in der erwarteten Weise kinematisch 

- auswirkt. 

Leider lieBen sich die Rechnungen von 

_ De Boer fiir He* nicht in der gleichen 

Weise erweitern, da in der Arbeit nur 

_ die Wirkungsquerschnitte fiir symme- 

_trische Ortseigenfunktionen _ tabelliert 0 

sind. Die Ubereinstimmung zwischen ; eee a dae 

: der Theorie und dem Experiment ist Fig. 8. Der theoretisch zu erwartende Ver- 

jedoch beim Het so gut, daB man an der si! erViskonitt vn He ttrvenchiedene 

7 Giltigkeit der BoskE-EINSsTEIN-Statistik funktionen (s symmetrisch, a antisymme- 
fiir dieses Gas kaum zweifeln kann. trisch). Kurve 1: 4s (Bosr-E1nsrrin-Sta- 


tistik ohne Beriicksichtigung des Kernspins. 


] Fig. a zeigt die Abhangigkeit der  Kurve2: }s, 4a (Bose-Eisreiw-Statistik 
S eis ; , » : mit WBerticksichtigung des Kernspins). 
4 Zahigkeit der He? He*-Mischungen von Kurve 3: 4s, 4a (BorrzMAnn-Statistik), 


der Zusammensetzung fiir 4,15 und Kurve 4: fa, 4s (Frermti-Drirac-Statistik 
4 ° : A ‘Sag mit Berticksichtigung des Kernspins, vgl. 
; 2,64° K. Die Kurven sind in beiden De Borer und Conen). Kurve 5; {a(Fermt- 
, 


a “| . Dirac-Statistik ohne Berticksichtigung des 
Fallen leicht nach unten durchgebogen. Kernspins). Die experimentelle Kurve ist 


Eine quantenmechanische Berechnung gestrichelt eingezeichnet, 

der Konzentrationsabhangigkeit, bei der 

zu beriicksichtigen ware, daB der Zusammenstof zwischen einem He?- 
und einem HetAtom der BoLtzMANnN-Statistik gehorcht, liegt leider 
noch nicht vor?. 


1 Anmerkung bei dey Korvektur. Werr Prof. De Borr hat uns inzwischen das 
Ergebnis einer Berechnung der Temperaturabhangigkeit der Zahigkeit von He* 
He4-Gemischen mitgeteilt, die in Kiirze in der Physica erscheint. Danach stimmt 
die Theorie auch bei der Konzentrationsabhangigkeit mit dem I’xperiment inner- 
halb der Fehlergrenze iiberein. Auf Grund der persénlichen Mitteilung haben wir 
die Kurve fiir die theoretisch zu erwartende Temperaturabhangigkeit der Zahigkeit 
von reinem He‘ in Fig. 6 erganzt. —- Wir haben leider erst jetzt festgestellt, daB in 
den Notizen von BucKINGHAM u. TEMPERLEY: The Viscosity of Liquid He’ [Phys. 
Rev. 78, 482 (1950)], sowie von BuckinGHAM u. ScrivEN: Diffusion in Gaseous 
Helium at Low Temperatures [Proc. Phys. Soc. Lond. Sect. A, 65, 376 (1952)] auch 
theoretische Ergebnisse iiber die Viskositaten von gasférmigem He* und Het mit- 


0 (iP) te 
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Wir danken dem Direktor des Physikalischen Institutes in Marburg, 
Herrn Prof. Dr. W. WALCHER, und dem Direktor des Tieftemperatur- _ 


institutes in Herrsching, Herrn Prof. Dr. W. MeissNeER, fiir ihr freund- 
liches Interesse. Bei den Versuchen haben uns die Herren Dipl.-Phys. 
M. N&paver, Dipl-Phys. K. Eckert und W. Krumrey wirkungsvoll 
unterstiitzt. Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fiir 
eine Sachbeihilfe. Das reine He? wurde von der Atomic Energy Commis- 
sion, Oak Ridge, bereitgestellt?. 


Marburg a. d. Lahn, Physikalisches Institut der Universitat. 


Herrsching a. Ammersee, ‘Tieftemperaturinstitut der Bayerischen 
Akademie der Wissenschaften. 


geteilt werden. Wir haben die Resultate von BuckINGHAM und SCRIVEN nachtrag- 
lich in unserer Fig. 6 eingetragen. Mit dem von BucKINGHAM und SCRIVEN ver- 
wendeten modifizierten SLATER-Potential ergibt sich fiir He* praktisch das Er- 
gebnis von Dr Boer. Beim He?® stimmen die Resultate von BuckINGHAM und 
ScRIVEN mit dem Experiment etwas besser tiberein, als die von Dr BorR und 
COHEN. 

1 Die Versuche wurden mit insgesamt 3 m cm* He* durchgefiihrt. Fiir ihre Hilfe 
bei der Beschaffung des He* méchten wir Herrn Prof. O. HALPERN und Herrn Dr. 
T. H. JoHNson auch an dieser Stelle herzlich danken. 


Zusatz am 19. 2.1954. Wir haben heute von Oak Ridge erfahren, daB das fir 
die Messung verwendete He’ einige Prozent He‘ enthielt. Bei Beriicksichtigung 
dieser Tatsache ergibt sich eine noch bessere Ubereinstimmung zwischen dem 
Experiment und der Theorie von DE BoER und CoHEeN. Sobald genauere Unter- 
lagen vorliegen, werden wir die erforderlichen geringfiigigen Korrekturen mit- 
teilen. 


as 


j Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 137—168 (1954). 


_ Vervolistindigte quantenmechanische Berechnung 
. der Energie und der Normalschwingungen 
mehratomiger Molekiile*. 
, Von 
KURT ARTMANN. 
i Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 4. Mai 1953.) 


Die Ergebnisse, welche die Quantentheorie fiir die Kraftkonstanten mehratomiger 

_ Molekiile liefert, werden entscheidend abgeandert, wenn 1. die Eigenfunktionen 

_ des Zentralatomes als nichtorthogonal aufeinander angenommen werden, und 2. die 

nichtlokalisterten Valenzen des Molekiiles (HEITLER-RUMER-Standpunkt) mitberiick- 

sichtigt werden. Auf diese Weise werden viele Diskrepanzen beseitigt, die bisher 

noch zwischen den verschiedenen empirischen Daten und quantenmechanischen 
Ergebnissen bestanden. 


f A. Allgemeiner Uberblick. 
$1. Problemstellung. 
Die Energie E eines mehratomigen Molekiiles ]48t sich als Funktion 


seiner geometrischen Parameter | Kernabstande R,, R,, Atomwinkel 
= + 208; vgl. Fig. 1) etnerseits mit Hilfe der Quantentheorie berechnen. 
Die auf diese Weise ermittelten zweiten Ableitungen der Energie nach 
_ diesen Parametern @?E/éR, 6R,, @E/é6 8", ... usw. weichen in sehr vielen 

Fallen bedeutend von den entsprechenden Werten ab, die mittels der 
_ klassischen Mechanik aus den beobachteten Normalschwingungen des 
_ Molekiiles bestimmt sind. 


Da sich die zweiten Ableitungen der Molekiilenergie sehr genau aus 
Beobachtungen an Normalschwingungen bestimmen lassen, so miissen 
_ die Ergebnisse der Quantentheorie mit wesentlichen Fehlern behaftet sein. 

Um diese Fehler in dieser Arbeit zu beseitigen, werden wir keinerlei neue 

physikalische Annahmen in die Quantenchemie hineintragen, sondern 
' wir werden eine seit iiber 20 Jahren bestehende abgeschlossene Theorie? 
_ dadurch voll ausschépfen, daB wir zwei rechnerische Vereinfachungen 


* Auszugsweise vorgetragen auf der Tagung der Nordwestdeutschen Physi- 
kalischen Gesellschaft in Bad Salzuflen am 25. April 1953. 

1 Diese Theorie geht in der rechnerischen Durchfiihrung fir mehratomige 
Molekiile zuriick auf J. C. SLATER [Phys. Rev. 38, 1109 (1931)]. Im Laufe der Zeit 
sind etwas andere Bezeichnungen iiblich geworden, die wir iibernommen haben 
aus dem Buch H.Eyrine, J. WaLter, G.E. Kimpart, Quantum Chemistry. 
New York 1949. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 10 
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fallen lassen, die sich bei Anwendung dieser Theorie eingebiirgert haben. 
Das ist 1. die Annahme, da® die Eigenfunktionen des Zentralatomes 
aufeinander orthogonal sein miiBten; und 2. die Annahme, daB die nzcht- 
lokalisierten Valenzen des Molekiils unberiicksichtigt bleiben diirften. 
Aus Griinden der Einfachheit fiihren wir die Rechnungen nur am 
Beispiel des H,O und verwandter Molekiile durch. Bei anderen Molekiil- 
typen wie NH, und CH, miiBte die Rechnung analog verlaufen. 


§2. Nichtorthogonalitat der Eigenfunktionen des Zentralatomes 
(Ritzparameter  ). 
Die Eigenfunktionen der beiden Valenzelektronen des Zentralatomes 
sind als p-Funktionen nicht radialsymmetrisch, sondern in der Form 


ta 2.1) 
Y= V3 (br) f(r) J 


proportional dem cosinus des 
Winkels, den der Ortsvektor 
t=r°-r des Elektrons (vom Kern 
des Zentralatomes aus gerechnet) 
¥ mit einer festen Achsenrichtung a® 
5 rhe bzw. 6° bildet. f(r) ist eine vom 
Fig. 1. Lage der Achsenvektoren a°, 6° und der AuBen- Kern des Zentralatomes aus kugel- 


atome U,V. Die gestrichelten Geraden sind zwei : = t 
aufeinander Sonate Hilfslinien, in bezug auf welche symmetrisch abklingende Funk- 
das Mclekiil symmetrisch gebaut ist. Achsenwinkel 0 tion mit der Normierung 
und Atomwinkel#sind in entgegengesetzten Richtun- 
gen von diesen Hilfsgeraden aus gezahit, so daB die sats 
Winkel ® und # positiv sind. [P(ir)rdr= &. 
< 4a 


0 
Das Uberlappungsintegral zwischen ¥, und ¥% ist dann bekanntlich 


fH, dr =3f (ar) (6° r%) f(r) dx = (a b®) | 


\ ? 
wiginclog te — 20’) =sin 20’ (2.2) 


5. F : * % a ee . . . 
proportional dem cosinus des Winkels ~ — 2’ zwischen den beiden 


Achsenvektoren (Fig. 1). Der ,,Achsenwinkel‘' # ist also proportional 

der Abweichung von der Orthogonalitét der beiden Achsenvektoren 

a°, b° bzw. der Eigenfunktionen ¥%, ¥4. Nach PAULING?! und SLATER? 

hat sich die Forderung eingebiirgert, daB irgend zwei Eigenfunktionen 

des Zentralatomes aufeinander orthogonal sein sollen, so daB nach (2.2) 
O=/¥,%dt=sin20’ > =0 (2.3) 

gefordert wird. 

1 ni L.: J. Amer. Chem. Soc. 53, 1367 (1931). — Phys. Rev. 37, 1185 

1931). 

2 SLATER, J.C.: Phys. Rev. 37, 481 (1931); 38, 1109 (1931). 
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Die Orthogonalitatsforderung (2.3), welche die Grundlage der 
SLATER-PAuLinGschen Theorie der gewinkelten Valenz bildet, ist niemals 
stichhaltig begriindet worden. Zwar miissen irgend zwei Eigenfunktionen 
des vollig freien Zentralatomes aufeinander orthogonal sein, weil dies 
eine Folge der SCHRODINGER-Gleichung ist. Da aber im fertigen Molekiil 
der Elektronenaufbau des Zentralatomes durch die beiden H-Atome 
wesentlich abgedindert wird, so kann die Orthogonalitait zweier Eigen- 
funktionen nicht ohne weiteres vom freien Zentralatom auf das Zentral- 
atom im fertigen Molekiil itibermnommen werden. 


In der Literatur! wird zwar durchgehend die Notwendigkeit fiir die Ortho- 
gonalitat je zweier Eigenfunktionen des Zentralatomes damit begriindet, da® 
anderenfalls das PAuti-Prinzip verletzt ware. Hiergegen ist einzuwenden, da® das 
Pautt-Prinzip auf das gesamte Molekiil, und nicht nur auf das Zentralatom ange- 
wendet werden muB. Und im Molekiil ist das Pauti-Prinzip auch bei nichtortho- 
gonalen Eigenfunktionen des Zentralatomes voll befriedigt, wenn das Molekiil nach dem 
SLATERschen Verfahren? als echtes Vielelektronenproblem behandelt wird. Denn 
die SLATERsche Molekiileigenfunktion ist antisymmetrisch bei Vertauschung irgend 
zweier Elektronen, und zwar auch dann, wenn die Eigenfunktionen des Zentral- 
atomes nicht aufetnander orthogonal sind. 


Wenn man die Lage der Achsenvektoren a°, 6° des Zentralatomes, 
d.h. den Achsenwinkel # der Formel (2.2) ohne willktirliiche Annahmen 
wie (2.3) ermitteln will, so hat man den Achsenwinkel # bei beliebiger 


Lage der AuBenatome, d.h. bei beliebigem Winkel iF 2 zwischen 


den beiden H-Atomen, als Ritzparameter in der SLATERschen anti- 
symmetrisierten Molekiileigenfunktion anzusehen. Der Wert von # 
ergibt sich dann aus der Ritzschen Forderung, daB die Molekiilenergie E 
bei beliebiger Variation von a® und 6°, d.h. von #’, ihren tiefsten Wert 
annehmen soll: @E/e#’ = 0. Die im §4 durchgefiihrte Rechnung zeigt 
dann, daB die Achsenrichtungen im fertigen Molekiil im allgemeinen nicht 


aufeinander senkrecht stehen (9 +0), sondern daB der Winkel = — 20 
zwischen ihnen variiert, wenn sich der Winkel - +.2%# zwischen den 


beiden H-Atomen infolge der Molekiilschwingungen dndert. Durch 
Einfiihrung dieses Ritz-Parameters # wird die Molekiilenergie beim 
Gleichgewichtswinkel (¢£/@#—=0) praktisch nicht erniedrigt; aber man 
erhalt nach der neuen Theorie einen quantenmechanischen Wert fir 
@E/é92, der wesentlich kleiner ist als der alte Wert bei orthogonalen 
Eigenfunktionen, und auf Grund dessen sich eine Reihe von Unstimmig- 
keiten beheben lassen (vgl. § 5, b, c). 


Auf Grund unserer Rechnungen ist anzunehmen, daB nicht nur bei Molekiilen 
wie H,O, deren Zentralatom zwei p-Elektronen als Valenzelektronen besitzt, 

1 Zum Beispiel VLECK, J. H. van, u. A. SHERMAN: Rev. Mod. Phys. 7, 200 
(1935); oder auch PuLrmann, B. u. A.: Les Theories electroniques de la chimie 
organique, S.45. Paris. Masson & Cie 1952. 


2 Vel. FuBnote 1, S. 137. 
40* 
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sondern bei allen Molekiilen der quantenmechanische Wert von @£/é% durch 
Beriicksichtigung der Nichtorthogonalitat der Atomeigenfunktionen stark herab- 
gesetzt wird. Auf diese Weise ware dann beispielsweise sehr einfach zu erklaren, 
warum beim NH, das N-Atom unter verhaltnismaBig gevingem Energieaufwand 
von einer Gleichgewichtslage links der Ebene der drei H-Atome durch diese Ebene 
hindurch bis zur spiegelbildlich symmetrischen Gleichgewichtlage rechts dieser 
Ebene schwingen kann. Nach HeLiMaNnn? sind die bisherigen Erklarungen fiir 
diesen experimentell gemessenen niedrigen Energieaufwand nicht ausreichend. — 
Ebenfalls mii®te man bei den Zykloparaffinen (CH,), mit n= 3, n=4, bei denen 
die beobachteten Valenzwinkel 60°, 90° aus rein geometrischen Griinden merklich 
vom Tetraederwinkel abweichen, durch Beriicksichtigung der Nichtorthogonalitat 
eine wesentlich geringere Ringspannung erhalten als nach den bisherigen Theorien. 
Eine endgiiltige Entscheidung hieriiber kann erst dann gefallt werden, wenn die 
diesbeziiglichen Rechnungen von FérsTER?, Coutson und Morrit* entsprechend 


modifiziert sind. 


§38. Lokalisierte und nichtlokalisierte Valenz (R1tz-Parameter i). 


Den Achsenwinkel®# fiihren wir als Ritz-Parameter zunachst (Ab- 
schnitt B) in eine Molekiileigenfunktion Y, ein, bei welcher der Nahe- 
rungsstandpunkt der lokalisterten Valenz eingenommen wird. Rechne- 
risch bedeutet dies, daB YW, eine etmzige ,,BonD-Eigenfunktion“ ist 
[vgl. (4.2)]. Physikalisch gesehen ist beim Naherungsstandpunkt der 
lokalisierten Valenz die eine Eigenfunktion ¥Y,=a des Zentralatoms mit 
der Eigenfunktion w des AuBenatomes U gepaart, das sich in der Nahe 
der Achse a° von ¥% befindet. Diese Paarung geschieht im Sinne eines 
Zweielektronenproblems nach HEITLER-LONDON. Unabhiangig davon ist 
ganz entsprechend die zwette Eigenfunktion ¥%,=6 des Zentralatomes 
mit der Eigenfunktion v des anderen AuBenatomes V gepaart, das sich 
in Nahe der Achse b° von ¥Y4 befindet. 


Die nichtlokalisierte Valenz beriicksichtigt den Umstand, daB noch 
andere Paarungsméglichkeiten im Molekiil vorhanden sind, wie ¥Y, mit v; 
und Y, mit «. Rechnerisch kommt dies darauf hinaus, daB die Eigen- 
funktion Yj der lokalisierten Valenz mit einer weiteren Funktion W, 
linearkombiniert wird, so daB die Molekiileigenfunktion bei Beriicksich- 
tigung nichtlokalisierter Valenzen die Gestalt 


v= : A 7 AW, (3.1) 


besitzt. Hierbei geniigt die in (9.6) angegebene Funktion ¥%, genau wie 
YW, dem Pavti-Prinzip. Der Faktor 4 wird als weiterer R1tz-Parameter 
aus der Forderung @E/@A=0 bestimmt. 


} HELLMANN, H.: Quantenchemie, S. 266/267. Leipzig u. Wien: Franz Deu- 
ticke 1937. 

* Forster, Tu.: Z. phys. Chem. Abt. B 43, 58 (1939). 

§ Coutson, C. A., u. W. E. Morir: J. Chem. Phys. 15, 154 (1947). — Phil. 
Mag. 40, 1 (1949). 
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Es ergibt sich bekanntlich, daB im fertigen Molekiil 2&0. Deshalb 
ist die lokalisierte Valenz im fertigen Molekiil ein sehr gutes Naherungs- 
verfahren, wenn nur die Energie selbst zu beurteilen ist, wie es bei den 
meisten Fragen der Chemie der Fall ist. Denn die Energie, die zum all- 
gemeinen Ansatz (3.1) gehért, unterscheidet sich von der Energie beim 
Standpunkt der lokalisierten Valenz nur um einen sehr hleinen Betrag A, 
der iiblicherweise vernachlassigt wird [vgl. hierzu (9.17)]. — Bezeichnen 
R,,, R, die Abstande der beiden H-Atome vom Zentralatom, so besteht 
der wesentlich neue Gesichtspunkt dieser Arbeit darin, daB die zwerten 
Ableitungen @A/@R{, @A/eR, eR,, @A/OR, é0, C2A/O0? dieser kleinen 
Zusatzenergie A nicht vernachldssigbar klein sind, sondern den bisherigen 
Wert der zweiten Ableitungen der Energie beim Naherungsstandpunkt der 
lokalisierten Valenz ganz entscheidend abdndern. Da die beobachteten 
Frequenzen bzw. Kraftkonstanten der Normalschwingungen von Mole- 
kiilen nicht mit der Energie selbst, sondern mit den zwetten A bleitungen 
der Energie im Zusammenhang stehen, so miissen die nichtlokalisierten 
Valenzen bet der quantenmechanischen Berechnung der Normalschwin- 
gungen von Molekiilen unbedingt mit beriicksichtigt werden. Auf Grund 
unserer Rechnungen, bei denen die nichtlokalisierten Valenzen mit 
berticksichtigt sind, k6nnen mehrere Unstimmigkeiten zwischen Experi- 
ment und Theorie beseitigt werden (§8). Im Gegensatz zu neueren 
englischen Arbeiten folgt auBerdem aus unseren Rechnungen, daB beim 
H,O und verwandten Molekiilen nicht mit (merklich) hybridizierten 
Eigenfunktionen des Zentralatomes zu rechnen ist. 


Um den EinfluB8 der beiden Ritz-Parameter # und / einzeln auf den 
Wert der zweiten Ableitungen der Energie iibersehen zu kénnen, haben 
wir im Abschnitt C die Eigenfunktionen des Zentralatomes zundachst 
aufeinander orthogonal (# = 0) angenommen und nur A variiert. Im 
Abschnitt D fiihren wir schlieBlich # und A gleichzeitig als Ritz-Para- 
meter ein. 


B. Lokalisierte Valenz mit nichtorthogonalen Eigenfunktionen 
des Zentralatomes (0 +0, 2= 0). 
§4. Berechnung der Molekiilenergie. 


a) Die Molekiileigenfunktion bet lokalisierter Valenz. Beim H,O und 
verwandten Molekiilen liegt ein Vierelektronenproblem vor, weil jedes 
H-Atom ein, und das O-Atom zwei Valenzelektronen mitbringt. Es 
mégen 7;, 7,7, den Abstand des i-ten Elektrons vom O-Kern bzw. von 
den beiden Kernen der H-Atome U bzw. V bezeichnen (Fig. 2). Denkt 
man sich ferner das H-Atom U mit Elektroni, das H-Atom V mit 
Elektron k, und die beiden fiir die Bindung maBgeblichen p-Funk- 
tionen ¥Y,, %, des Zentralatomes mit den Elektronen 7’, k’ besetzt, so 
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lauten die zugehérigen normierten Atomeigenfunktionen des Ein- 
elektronenproblems in bekannter Weise 


% () roa a Vex a 2 tg) = Up e \xz onal , 
Y(t’) Say = 13 (a° r?) f (rx), W(R') = by = 3 6° x?) f (74) 


da) ist der Boursche Wasserstoffradius. 

Die Molekiileigenfunktion Y wird als Summe der Produkte der Atom- 
eigenfunktionen (4.1) angesetzt. Beim Naherungsstandpunkt der loka- 
lisierten Valenz sind die hierbei auftretenden Koeffizienten bereits vollig 
festgelegt zu 0 oder +1. Denkt man sich das H-Atom U durch die 
O-Funktion a, sowie das H-Atom V durch die O-Funktion 6 gebunden, 
so ist dann die Molekiilfunktion Y mit der sog. ,,BoND-Eigenfunktion 
W by. identisch, die explizit lautet: 


au, bv 
Y = PY, = Pou, bv = (41 Ug + 43%) (by Ug + Dg vg) — 


— (€, Ug + ayy) (Dg vz + 53 Vg) — 


(4.1) 


(4.2) 


— (ag Uz + ag Ug) (B, vy + by 04) + 
+ (dy Uy + ayy) (D, vs + 0 2,) . 


In der Form (4.2) sind keine Spinfunktionen x, 8B benutzt worden. Wenn man 
die Form der Molekileigenfunktion mit Spinfunktionen benutzen will, so hat man 
den Ausdruck (4.2) mit « % 8,8, + 
Riv a, %, 8, Bf. zu multiplizieren und sodann 
zwei Terme {, ,} bzw. {%,,} zu subtra- 
hieren, die aus dem ersten Term durch 
Vertauschung der Elektronen 2 und 3, 
bzw. 2 und 4 hervorgegangen sind. Der 
so entstehende Ausdruck ist dann anti- 
Zentralatom symmetrisch bei Vertauschung irgend 
Fig. 2. Bezeichnungsweise beim H,0Q, zweier Elektronen (= Summe von Sia- 
TER-Determinanten). 

Dem von Spinfunktionen freien Ausdruck (4.2) entspricht die Vorstellung, daB 
Elektron 1 und 2 aufwarts, Elektron 3 und 4 abwirts gerichteten Spin besitzen 
(oder umgekehrt). Wegen des PauLt-Prinzips kehrt deshalb der Ausdruck (4.2) sein 
Vorzeichen um bei Vertauschung der spingleichen Elektronen 1 und 2, sowie bei 
Vertauschung der spingleichen Elektronen 3 und 4: ¥7(1, 2, 3, 4) = — W(2, 1, 3, 4) = 
— YW (1, 2;4, 3). Bei anderen Vertauschungen (z.B. 1 und 3) gilt diese Vorzeichen- 
umkehr nicht mehr. 


Ferner bezeichnen R,, R,, R,,, die drei Abstande der drei Atomkerne 
voneinander (Fig. 2), sowie Q(R,), Q(R,) die AbstoBungsenergie zwischen 
dem O-Rumpf und den beiden H-Kernen. [Fiir groBe R,, R, ist 
Q(K,) ©2-e/R,; Q(R,) 2+ e/R,]. SchlieBlich sei P(r,) die poten- 
tielle Energie des Elektrons ¢ in bezug auf den zweifach geladenen Rumpf 
des Zentralatomes. Fiir groBe 7, ist P(y,) gleich — 2+ 2/r; zu setzen. Fiir 


1 Vel. FuBnote 1, S. 137. 
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kleine 7; ist ein Term B-r;1-e-*% zu addieren, dessen Konstanten B, p 
empirisch bestimmt gedacht sind. Dieses ,Zusatzpotential® B+ r>}. eh 
stellt die Wirkung der abgeschlossenen Schalen des Zentralatomes auf 
das Valenzelektron7 in Rechnung!. Dann lautet in bekannter Weise 
der HAMILTON-Operator unseres Vierelektronenproblems: 


— =f. | 2% ne | 
H=Q(R,) +0) +--+ 
$= 1 
oi 4 4 or (4.3) 
; oie, Na e li Nol ee Ne € 
fy & Pir) PMS Ny aks a LI rp 
i=1 i=1 = i=1 ° i,h=1 
(i<k) 
Die Molekiilenergie E ist dann 
SA aS , 


wobei fiir Y% der Wert (4.2) und fiir H der Wert (4.3) einzusetzen ist. 
dt=dt,:dt,+dt,- dt, ist das Volumenelement des zwélfdimensionalen 
Konfigurationsraumes. 

b) Die Energie als Funktion der Matrixelemente. Bei der Energie- 
berechnung beriicksichtigen wir im Zahler von (4.3’) keine hoheren als 
zweifache Austauschintegrale zwischen verschiedenen Atomen, wahrend 
im Nenner alle Uberlappungsintegrale zwischen verschiedenen Atomen 
gestrichen wurden. Benutzt man die tblichen Abkiirzungen fir die 
Matrixelemente wie beispielsweise 


f a, by Uz 04 H a, V9 b3Ugdt = (avbu), (4.4) 
und fiihrt ferner fiir diese GréBen die folgenden Abkiirzungen ein: 
(abuv) =C (v bua) = (av) 
(bauv) = (ab) (avub) = (bv) 
(abvu) = (uv) =A (bavu) =k (4.5) 
(uw bav) = (au) (bvua) =1 
(aubv) = (bu) (buav) =m, 


so erhalt man fiir die Molekiilenergie EF") bei lokalisierter Valenz und 
nichtorthogonalen Eigenfunktionen des Zentralatomes 


Etiney — C+ (aw) + bo) —Fiad) + (uo) + (ar) + Out h—i—m (4 6 


4— tsin? 20’ 


1 Wegen Begriindung dieses ,,kombinierten Naherungsverfahrens‘‘ s. H. HELL- 
MANN, a.a.O., §23. 

2 Wegen Berechtigung dieser Streichungen vgl. J. H. VAN VLECK, [Phys. Rev. 
49, 232 (1936) ]; siehe auch H. HELLMANN, a. a. O., S. 217. Die Mitnahme weiterer 
kleiner Glieder (Wberlappungsintegrale zwischen verschiedenen Atomen im Nenner 
sowie Austauschintegrale zwischen drei und vier Atomen im Zahler) wiirde die 
zweiten Ableitungen der Energie nur unwesentlich abandern. 
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Der in der Literatur angegebene Energieausdruck El/i°) bei orthogonalen 
Eigenfunktionen unterscheidet sich von (4.6) in dreierlei Hinsicht: Erstensist dort 
k—l—m-—o0. Ersichtlich ist k ein vierfaches, / bzw. m ein dreifaches Austausch- 
integral zwischen verschiedenen Eigenfunktionen (4.1). Da aber der Platzwechsel 
teilweise innerhalb des Zentralatomes stattfindet, so vertauschen in diesen GréBen 
nur zwei Elektronen verschiedener Atome ihren Platz. Zweitens: Die restlichen 
GréBen des Zahlers sind die in der Literatur ebenfalls auftretenden (und gleichartig 
bezeichneten) zweifachen Austauschintegrale, nur mit dem Unterschied, daB sich 
bei ihrer Auswertung [vgl. (4.9)] wegen der Nichtorthogonalitat der 0-Funktionen 
(# += 0) andere Werte als bisher ergeben. Drittens tritt wegen der Nichtorthogo- 
nalitat ein Nenner 1 — $sin®?2#’ an Stelle der sonst iiblichen 1 auf. 


c) Die Matrixelemente als Funktion der geometrischen und des Ri1z- 
Parameters. Wir behandeln zundchst den Fall, daB die beiden O—H- 
Abstande R,,, R, einander gleich sind. Da die 
Molekiileigenfunktion stets die gleichen Sym- 
metrieeigenschaften wie das Molekiil selbst 
besitzt, so miissen die Achsenrichtungen a®, 
6° in der Ebene der beiden H-Atome liegen 
und zwar in der in Fig. 1 gezeichneten sym- 
metrischen Lage. Als Ritz-Parameter tritt 


Fig. 3. Zur Definition von Ngg und bs 
Naa und zur Berechnung von/im dann nur der Winkel — — 2% zwischen den 
mathematischen Anhang. Die y- 2 

Achse des Koordinatensystems liegt 
in Richtung des AuSenatomes V. 


beiden Achsenvektoren auf. Nach dem von 
VAN VLECK und SHERMAN! bzw. HELLMANN? 
geschilderten Verfahren, das sich auf orthogonale O-Funktionen bezog, 
lassen sich die Ausdriicke (4.5) auch bei nichtorthogonalen O-Funktionen 
als Funktion des Ritz-Parameters # und der geometrischen Para- 
meter 0, R,=R,=R ausdriicken. Der Kiirze halber ist dies im mathe- 
matischen Anhang nur fiir die GréBe/ durchgefiihrt worden, die bei 
Orthogonalitaét verschwinden wiirde. 


Hierbei werden die Austauschintegrale N,, und N__ benutzt, die nur 
vom O—H-Abstande R abhingen, aber von den Winkeln 3, unab- 
hangig sind: 


_ a fMVebhifetirs f 2 ee 7 
Nea 3 [OE LOR) — Raat Pe) te bende] 
= a3 fathers, piles - (4.7) 
aH = ti. 1 2° 


(Wegen der Koordinatenbezeichnung vgl. Fig. 3.) Nach Literaturan- 
gaben ist im fertigen HyO-Molekiil numerisch N,, =— 2eV; N,,=0,6eV. 


* ViEck, J. VAN, u. A. SHERMAN: Rev. Mod. Phys. 7, 201 (1935). 
® HELLMANN, H.: a. a. O., S. 263. 


% In der angelsiichsischen Literatur werden N,, und N,, zumeist mit dem um- 
gekehrten Vorzeichen definiert. 
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(Vel. dagegen unsere Annahmen der Tabelle 5.) Ferner tritt auf das 
inneratomare Austauschintegral 


< * 4, %e9, ff 
‘ | nin 7 OF. 05a: (4.8) 


das gleich der halben Energiedifferenz zwischen dem *P- und !D-Zustand 
des freien Zentralatomes ist, und das fiir O numerisch ¢ — 0,98 eV 


betragt. Beachtet man ferner, daB bei der symmetrischen Anordnung 
(R,=R,=R): 


— 


(au) = (bv); (av) = (bu); d=m 


_ sein muB, so lassen sich die Ausdriicke (4.5) wie folgt als Funktion von 
R,3,# ausdriicken: 


ate) == (02) = 4 Moe + N,,) +4(N,.—N, belts AP ater) 


a N,, Mahe ion 
= m=4(N,, + +N.) -sin?2 ASP — N_,) sin20-sin 28 
ew (N,, + N,,)-20'?— (N,, —N,,)°20% 
k= (uv)-sin? 20 & (uv) - 40"? 
(ab) = e 4+-(C — e) sin? 2H Yet (C—e)-40". 


x) ( 
(<0) = (0u) =4 (8, + N SiN ra) COS (20 — 28") 
) 


(4.9) 


Die hinter dem Ungefahrzeichen angegebenen Werte beziehen sich auf 
kleine Winkel 3, #. Dieser Fall ist hier allein von Interesse, weil er 1m 
fertigen Molekiil stets realisiert ist. (wv) =A =A (R,,,) ist das HEITLER- 
Lonponsche Austauschintegral zwischen zwei H-Atomen im Abstande R,,, 


C = 2Czy + Can = 2Czu(R) + Cou (Rus) (4.10) 


ist die CouLomB-Energie, die sich additiv zusammensetzt aus der Cov- 
LoMB-Energie zwischen dem Zentralatom und den beiden H-Atomen 
2Cz_, sowie der gegenseitigen CouLomB-Energie Cy, der beiden H- 
Atome. 


d) Bestimmung von 8 aus der Rrtzschen Minimumforderung. Man 
setze nun (4.9), (4.10) in (4.6) ein und entwickelte den so entstehenden 
Energieausdruck bis zu quadratischen Gliedern in 0,8’. Da sich nach 
(4.13) & als proportional # erweisen wird, so ist diese Entwicklung fir 
die Berechnung der zweiten Ableitungen der Energie ausreichend. 
Fiihrt man noch die direkte Wechselwirkungsenergie M zwischen den 
beiden H-Atomen ein: 


M= Cru —_ 4 (u v) — Cyn (Ruz) bast 4A (ea = M (R,,4) , (4.11) 
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so erhalt man schlieBlich 


— 2, —N,,)00' +[e +34 —3(N,o+ Maa) }P?.- 


um 


Eno) — — ; + 2Czy+ eB hae rae ae “pM 4-9 (Nr5 iF N, 0) ® a (4.12) 


Der Achsenwinkel# bestimmt sich aus der Rirzschen Minimumforderung 
GENO =0 mu 


| o’—1¢ |: (4.13) 
x 
wobei 
Pere 


Physikalisch gesehen ist stets der Winkel = + 2% zwischen den beiden 


H-Atomen vorgegeben. Mittels (4.13) ist dann jedem Atomwinkel # ein 
Achsenwinkel # zugeordnet. Durch Einsetzen von (4.13) in (4.12) er- 
halt man schlieBlich den folgenden Ausdruck fiir die Molekilenergie: 


"22 


; = - ‘ { 
—— 5. = No) (1 — or he 


Eth) =. . + 2Czy + 2Nyg— Nan + M+ 
(4.45) 


wobei x aus (4.14) zu entnehmen ist. 


e) Verallgemeinerung auf den Fall R,=R,. Die Formel (4.15) laBt 
sich unmittelbar auf den allgemeinen Fall ausdehnen, da8 die Abstande 
R,, R, der beiden H-Kerne vom O-Kern etwas von einander verschieden 
sind. Dann sind die beiden Austauschintegrale N,, und N_, fiir die 
beiden H-Atome U und V etwas voneinander verschieden, was durch 
verschiedene Argumente N,,(R,), N,,(R,), N,.(R,), N,.(R,) gekenn- 
zeichnet werden soll. In (4.9) wire dann _beispielsweise zwischen 
(au) Ngo (Ru) — (Noo (Ru) — Naa(Ry)] (8+ 0)? und (bv) &N,,(R,) — 
— [N,,(R,) — N,.(R,)] (0+ 8’)? zu unterscheiden. 

An Stelle des einen Achsenwinkels # hatte man jetzt eigentlich zwei Achsen- 
winkel #&,, ®, einzutiihren. Da aber bei den Aleinen Molekiilschwingungen sicher 
| Ry, —R,y|<R,, R, ist, so wird die Symmetrie des Molekiils durch die Annahme 


R, +R, nur wenig gestdrt, so daB das Verhaltnis #,/0 bzw. #,/0 sicher nahe 
bei 1 liegt. Man kommt daher auch jetzt mit einem Achsenwinkel 3), = 0, = 9 aus. 


Da der Achsenwinkel # nur auf das in # quadratisch kleine Glied — (N,,— N, ,) 1 9: 
x 


der Formel (4.15) einen Einflu® hat, so darf in diesem Glied die Verschiedenheit 
von R, und R, vernachlissigt werden, Deshalb sind in diesem Gliede der Formel 
(4.16) keine Argumente eingefiigt. — Aus dem gleichen Grunde darf bei der spa- 
teren ein- und zweimaligen Differentiation der Energie das Glied 1/(3x) als von @, 
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R,, R, unabhdngig behandelt werden. Denn die ersten beiden Ableitungen von 
1/(3x) waren mit Faktoren # bzw. 9 behaftet, die wegen der Kleinheit von % 
vernachlassigt werden diirfen. 
Die Verschiedenheit von R, und R, wirkt sich dann dahin aus, dab 
das Glied 2N,,—N,,, der Formel (4.15) zu ersetzen ist durch N, ,(R,,) + 
+ N,,(R,) —$N,2(R,) —4N,,(R,). Ferner ist ersichtlich 2Czy durch 
~Czn(R,)+Czy(R,) zu ersetzen, so daB fiir den allgemeinen Fall 
R,= R, der Ausdruck (4.15) itbergeht in 


Bus*o) — — - + Czn(R,) + Czu(R,) + N,,(R,) + N,,(R,) — 
, — - i 44,46) 
ie = nn (Ry) = 2 Nn (R,) + M (R,») +> 3 (Ni. = N,o) (1 _ =| a 


3x 


$5. Diskussion der Ergebnisse. 

a) Der Zusammenhang zwischen Achsenwinkel 8 und Atomwinkel 9. 
Bei orthogonalen Eigenfunktionen des Zentralatomes hatten wir fiir die 
Molekiilenergie den bekannten Wert £\'°) erhalten, der aus (4.12) da- 
durch hervorgeht, da8 der Achsenwinkel 3’ = 0 gesetzt wird: 


EtG 0) — — = a Czu(R,) Czx(R,) 2 N,o(R,) + N,o(R,) — 
(5.1) 
— + Nya(Ru) —5-Nax(R.) + M (Rus) +3 Naw — Noo) 8. 
Wegen (4.16) ist daher 
Elijno) — Ello) _ (Naxx — Noo) —8?. 5.1’) 


Wegen des sehr kleinen Faktors #* erniedrigt der in unserer neuen 


Theorie hinzutretende Term — (N,,—JN_,) ; # die Energie selbst prak- 


tisch nicht, sondern er verringert 
nur wesentlich die zweite Ablettung Tabelle 1. Numerische Werte fiir x bei drei 
@E/ev. verschiedenen Annahmen tiber die Aus- 
: tauschintegrale. 


Dieser Zusatzterm sowie die . 
Beziehung (4.13) zwischen Ach- 1 | 2 3 


i , inkel | 
senwinkel J und Atomwi ke o H,0 ees i s 
ist wesentlich durch die GréBe x H,S 1.6 1.65 7 
charakterisiert. Auf Grund von H,Se iT 175 1,8 


(4.14) sind in Tabelle 1 nume- 
rische Werte fiir x angegeben; und zwar in den drei verschiedenen 
Spalten 1, 2, 3 unter drei verschiedenen numerischen Annahmen tber 
die in (4.14) auftretenden Austauschintegrale. Diese numerischen An- 
nahmen sind im Anhang naher diskutiert. 

Nach Tabelle 1 nimmt x bei allen Annahmen merklich ab, wenn 
man vom H,Se zum H,O iibergeht. Denn einerseits ist in (4.14) das 


3 
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Glied e—3(N,,+N,,) stets > 0, und andert sich beim Ubergang von 
einem Molekiil zum anderen nur wenig. Andererseits nimmt das H—H- 
Austauschintegral A, das stets < 0 ist, dem Absolutbetrag nach wesent- 
lich zu, wenn man vom H,Se zum H,O iibergeht, weil sich der H—H- 
Abstand R,,, nach Tabelle 2 bei diesem Ubergang wesentlich verkleinert. 


Tabelle 2. Beobachtete Kernabstinde R, , in A, Gleichgewichtswinkel $,; inneratomare 
Austauschintegrale e (in eV), Bindungsenergien W (in eV) sowie CE/C# (in eV). 


1 2 3 a 5 

fe Se = era — oe @E/e 02 
H,0 | 1,54 5 Ne 0,98 4,8 16 
isis, 1,94 es 0,57 3,6 19 
H,Se 2,10 0° 0,47 3,2 17 


Wegen x>0O nimmt nach (4. ait der Winkel = — 2 zwischen den beiden 
Achsen q®, b° ab, wenn der Winkel Sa + 2% zwischen den beiden AuBenatomen 


infolge Molekiilschwingungen zunimmt. In Fig. 1 sind etwa die Verhaltnisse wieder- 
gegeben, wie sie beim H,O in der Gleichgewichtslage (0,= 7,3°) vorliegen. Die 
Richtungen, in denen sich die AuBenatome U und V an das Sauerstoffatom an- 
lagern, sind wesentlich von den Achsenrichtungen verschieden; und die beiden 
Achsen q°, 6° wiederum sind nicht aufeinander orthogonal. — Andererseits betragt 
der Winkel zwischen dem AuBenatom U’ und der Achse b® sii ae 


funktion, mit der U nicht gepaart ist, nach Fig. 1 und (4.13): — +8—#= = oe 

- (: _ *\5,. Mit den numerischen Werten der Tabele i. ist dieser Winkel 
2 | 

nahezu 90°; namlich bei den drei verschiedenen Annahmen iiber x ergeben sich 

die Werte 87°, 91°, 92° im H,O. Hiernach iiberlappen sich die H-Funktion u und 


die O-Funktion b méglichst wenig. 


b) Die Ablettungen der Energie. Ein- bzw. zweimalige Differentiation 
von (4.15) bzw. (5.4) nach # ergibt nach der neuen bzw. alten Theorie 


Ee + 6 Me) (1—— Jo (5.2) 
oF = 2M. + 60N,.—N,)O (53) 
Pen = TM + 6Wan— Nee) (1st) (5.4) 
oo = SH + 61M. —N,). (55) 


Beim Ubergang vom H,Se zum H,O nimmt @2M/é#2 [das nach (a, _ 1 
stets >0 ist] wegen der kleiner werdenden H—H-Abstande Ras 


7 ‘Die Formeln des mathematischen Anhangs sind durch ein eg vn a 
gekennzeichnet. : 


ey 


tee yada 
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Aber auch das positive Austauschintegral N,,—N,,, das naherungs- 


_weise gleich der Energie W ist, mit welcher das Zentralatom ein H- 


a 


Atom bindet (Spalte 4 der Tabelle 2), wichst an. Deshalb miiBte 
@ E\°)/6.9? nach der Formel (5.5) der alten Theorie bei diesem Ubergange 
fast um einen Faktor 2 zunehmen, was nach Spalte 5 der Tabelle 2 der 
Erfahrung* widerspricht. Das nach der Formel (5.4) der neuen Theorie 


hinzutretende negative Glied —2(N,,—N,,)- * nimmt jedoch dem 
x 


Absolutbetrage nach bei diesem Ubergange zu (weil x nach Tabelle 4 


wesentlich Aletner wird) und kompensiert auf diese Weise zum gréBten 


Teile das Anwachsen der ersten beiden positiven Glieder. Durch Mit- 
beriicksichtigung der nichtlokalisierten Valenzen wird zufolge (8.3) ein 
weiteres negatives Glied zur rechten Seite von (5.4) hinzutreten, welches 
das Anwachsen der rechten Seite von (5.5) bei diesem Ubergang prak- 
tisch vdllig kompensiert. Infolgedessen ist der Wert von @?E/00? nach 
der neuen Theorie prakttsch fiir alle drei Molekiile gleich, was mit der 
Erfahrung itbereinstimmt. 


Der Gleichgewichtswinkel #, ergibt sich aus der Forderung @E/é0 =0 
nach der neuen bzw. alten Theorie auf Grund von (5.2) bzw. (5.3) zu 


— (AM/2e0),_ « 
0. = a hee Eee (5.6) 
6(Ni2 G.; Dee) (1 _ ) 
BY <4 
bzw. 
—(@M/28) o_o, E 
G, e - 6(Nax ane Noa) a Pe) 


Da der positive Zahler — (¢M/é0)5_5, beim Ubergang vom H,Se zum 
H,O zunimmt (weil der H—H-Abstand R,,,, abnimmt), so muB hiernach 3, 
bei diesem Ubergang zunehmen, was mit der Erfahrung (Tabelle 2) 
iibereinstimmt. Da aber das Austauschintegral N,,—N,, beim Uber- 
gang vom H,Se zum H,O ebenfalls anwachst, so wiirde das Anwachsen 
des Nenners von (5.7) in der alten Theorie das Anwachsen von 
—(@M/é0)5_5, teilweise kompensieren. Deshalb war es nach der alten 
Theorie nicht recht verstandlich, warum der beobachtete Gleichgewichts- 
winkel #, beim Ubergang vom H,Se zum H,0 so stark zunimmt. Der 
Nenner der neuen Theorie [(5.6)] hat nach dem Vorangegangenem wegen 
des negativen Zusatzgliedes fiir alle drei Molekiile praktisch den gleichen 
Wert. Deshalb kann nach der neuen Theorie das Anwachsen des Zahlers 
von (5.6) das starke Anwachsen des beobachteten Gleichgewichtswinkels 
bei jenem Ubergang viel besser erklaren. 


1 Beobachtungsdaten von Molekiilschwingungen sind entnommen aus G. HERz- 
BERG, Molecular Spectra and Molecular Structure, Bd. II. New York: D. Van 


Nostrand Company 1952. 
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c) CouLoms-Energie Cz, und Absdttigung bet H,S und H,Se. Bei 
H,S und H,Se laBt sich das Austauschintegral N, , — N,,, unter Zugrunde- 
legung von (5.4) baw. (5.5) und unter Benutzung der empirischen Werte 
von @2E/é#? der Tabelle 2 aus folgenden Griinden viel genauer be- 
stimmen als bei H,O: 1. Wegen der groBen H—H-Abstande R,,, sind 
bei H,S und H,Se die zweiten Ableitungen ¢?.M/é 0? der direkten H—H- 
Wechselwirkung verhaltnismaBig klein, so daB die Ungenauigkeit, mit 
welcher die Werte von @?M/é#? behaftet sind, fast gar nicht ins Gewicht 
fallt. 2. Erfahrungsgema8 besitzen H,S und H,Se im Gegensatz zum 
H,O keinerlei Ioneneigenschaften, die wir ja in unseren Rechnungen 
vollig vernachlassigt haben. Deshalb entfallen bei H,S und H,Se etwaige 
Einwande wegen Nichtberiicksichtigung von Ionentermen. 3. Nach Ab- 
schnitt D hat die Mitberiicksichtigung der nichtlokalisierten Valenz bei 
H,S und H,Se keinerlei EinfluB auf @£/e#*?. 4. Nach Tabelle 1 ist die 
GroBe x, die in der Formel (5.4) der neuen Theorie auftritt, bei H,S 
und H,Se praktisch unabhangig von den verschiedenen Annahmen 
gleich 1,7. Deshalb kann die Formel (5.4) der neuen Theorie fiir H,S 
und H,Se auch in der Form geschrieben werden: 

een? eM , ~ ; 

~~ ee 0,8-6-(N,, —N,,), (5.4') 
so daB (5.4’) nicht mehr unbekannte GréBen enthalt als die Formel (5.5) 
der alten Theorie. 

Setzt man die Werte (a, 8) fiir ¢?. We #, und die beobachteten Werte 
der Tabelle 2 fiir 6? E/é 8? in (5.5) bzw. (5.4’) ein, so erhalt man fiir H,S 
bzw. H,Se nach der alten Theorie den Wert N{'°) — N{5° —2,6eV baw. 
2,4 eV, wahrend man nach der neuen Theorie [(5.4’)] den um den Fak- 
tor 1:0,8 gréBeren Wert Ni“ no) __ Nilo) 3 2eV bzw. 3,0eV erhalt. 

Macht man auch hier die im Anhang begriindete Annahme, daB das 
Verhaltnis — N,,/N,, bei H,S und H,Se den Wert 4 besitzt, so erhalt 
man die in den Spalten 1 bis 4 der Tabelle 3 angegebenen Werte von 
N,o» N,, nach der neuen bzw. alten Theorie. 


Tabelle 3. Coutomn-Integral und Austauschintegrale nach der alten Theorie (cH), 


NUo) | Nis) bzw. nach der neuen Theorie (cYire, NIG m0) | NE mo) in eV. 


1 2 3 4 5 6 7 8 
Ss = 
in] ® 
=o Se 
S Se s $ a iS m ri 
ss Sk Es gk Su ee oor = 
= %. 2 a. is coy st fr 
2 Ss 
=-(N aie 
ER 
ft e201" OS 2555 0,6 ee -0;7 -0,8 | +0,95 
Se _ vas , . 
Se 1,9 0,5 24 | 0,6 — 1,1 -0,6 | —0,7 | —0,9 
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Um nachzupriifen, ob die alten oder neuen Werte fiir die Austausch- 
integrale richtig sind, berechnen wir die CouLoMB-Energie Cz,,. Hierzu 
benutzen wir die bekannte Tatsache, daB nach unserer Theorie die 
Energie —W, die bei der Reaktion HS+H-»+H,S gewonnen wird, 
gleich ist 


—W= Cru + Nog —3Nn + Coy —$A<0. (5.8)! 
Mit der Annahme (a, 7), daB Cy,=0,15-A ist, geht (5.8) itber in 
—W=Czy+ N,,—$N,,—0,35A. (5.10) 


_ Hierin setzen wir fiir W die empirischen Werte der Tabelle 2 ein, und 
fiir N,,, N,,, die soeben ermittelten Werte der Tabelle 3. Das H—H- 
Austauschintegral ist nach (a, 6) A *—0,35 eV. Dann sind in (5.10) 
alle GréBen bekannt bis auf die gesuchte 

CouLomB-Energie Cz,, die in Spalte5 fiir ee eee, 
die alte und in Spalte 6 fiir die neue Theorie % aoe: 
angegeben ist. Hiernach ist der Absolutbetrag S—--—»—-—~—-eZentralatom 


° 


a 


- : fremades 
dey COULOMB-Energie nach der neuen Theorie H-Atom 
viel kleiner als nach der alten. et 
Wir zeigen nun, daB die alten hohen Werte Bip. 4) Zar Absietienne Gea 
fiir die CouLOMB-Energie zur Folge hatten, daB Hise Molalsills: 


H,S und H,Se noch weiteres H-Atom infolge 

elektrostatischer Krafte binden kénnten, was der Erfahrung wider- 
spricht. Zu diesem Zweck fiihren wir langs der in Fig. 4 gezeichneten 
Symmetriegeraden S von links her aus dem Unendlichen ein drittes 
H-Atom W an das H,S- (bzw. H,Se-) Molekiil heran. Die dabei aufzu- 
wendende Energie 7 ist dann bekanntlich gleich der CouLOMB-Energie 
zwischen W und dem H,S-Molekiil minus der halben Summe der Aus- 
tauschintegrale zwischen W und den vier Atomeigenfunktionen a, b, u, v 
des Molekiils. Bei der geometrischen Anordnung der Fig. 4 sind die 
beiden H-Atome U und V so weit vom Fremdatom W entfernt, daB die 
zugehérigen CouLoms- und Austauschintegrale praktisch gleich 0 sind. 
Die Coutoms-Energie ist also gleich der CouLomB-Energie zwischen W 
und dem Zentralatom, also gleich unserem bisherigen Cz;,;; und es sind 
nur die Austauschintegrale (aw), (bw) +0, so daB 


n= Czy —4 (aw) —$ (0). (5.14) 


1 Die Energie Ea) des Radikales SH gewinnt man aus (4.16), indem das 
eine AuBenatom V ins Unendliche riickt, so daB Czy (R,) =N,g(R,) =Naa(R,) = 
M(R,,)=0. Bei Vernachlassigung des in # quadratischen letzten Termes von 


(4.16) ergibt sich 
A € 1 
BES) Sas 2 —- Cor = yee = 2 re (5.9) 


Die Bindungsenergie W ist dann die Differenz dieses Ausdrucks und der auf ?=0 
spezialisierten rechten Seite von (4.16). 


152 Kurt ARTMANN: 


Da wir jetzt die Energie selbst und nicht die zwette Ableitung berech- 
nen, so darf der in (4.9) auftretende Achsenwinkel #’ = 0 gesetzt werden. — 
Nach: (4.9) ist dann das Austauschintegral 


(aw) =4(N,, + Nan) — 4 (Noo — Naa) “cos 2@. 


Hierin ist nach Fig. 1 (mit # = 0) # der Winkel zwischen dem Achsen- 
vektor a? (der praktisch in der Verbindungslinie des Zentralatomes mit 
dem H-Atom U liegt) und der Verbindungslinie Zentralatom —Fremd- 
atom W. Dieser Winkel ist gleich 32/4, so daB (aw) = 4(N,,+N,,)- 


Aus Symmetriegriinden ist (bw) = (aw). Setzt man diese Werte in (5.10) 
Cie £0, ROME, ype Opp Meg Ng (5.12) 


Hierin ist Czy< 0, N,,+N,,< 0. Das fremde Atom W wird nur dann 
vom H,S-Molekiil abgestoBen, falls yn >0, d.h. falls 
ICzn|<4|Naa + Noo: (5.13) 
Anderenfalls miiBte es zur Bildung eines Molekiils H,S kommen, das 
aber erfahrungsgem4B nicht existiert. Da N,, und N__, entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzen, so ist die rechte Seite von (5.13) verhaltnismaBig 
klein. Ein Vergleich der in den Spalten 7 und 8 der Tabelle 3 angegebenen 
Werte von 4(N_,+ N,,) mit den entsprechenden CouLoMB-Energien Cz 
der Spalten 5 und 6 zeigt, daB die Bedingung (5.13) fiir Absdttigung des 
H,S-Molekiils zwar bei der neuen Theorie erfiilit ist (|C3yp9| < | Nii") + 
+ Nii") |), bet der alten Theorie jedoch nicht. Dieses Ergebnis ist ein wich- 
tiges Argument fiir die Notwendigkeit, die zweite Ableitung 0? E/é0* der 
Energie mit nichtorthogonalen Eigenfunktionen des Zentralatomes zu be- 
rechnen. 
Die zweiten Ableitungen @E/@Ri, @E/@R, R,, @E/ER, 0d werden 
durch Beriicksichtigung der Nichtorthogonalitat, d.h. durch das Zusatz- 


glied —(N,.—N,.) _o in (5.4’) wegen 0<1 praktisch nicht abge- 


andert, sondern erst durch Mitberiicksichtigung der nichtlokalisierten 
Valenzen, wie in den folgenden Abschnitten C und D gezeigt werden soll. 


C. Nichtlokalisierte Valenz mit orthogonalen 
- Eigenfunktionen des Zentralatomes (= 0, 4+ 0). 


§6. Umformung des Lonponschen Energieausdrucks. 


Bei Mitberiicksichtigung nichtlokalisierter Valenzen, d.h. bei Zu- 
grundelegung der allgemeinsten Molekiilfunktion (3.1) (mit 4 =: 0) 14Bt 
sich die Energie nach Lonpon? unter der Annahme orthogonaler Eigen- 
funktionen des Zentralatomes in der Form darstellen 


BH = CYB +B—y +a. 6.1) 
1 Lonpon, F.; Z. Elektrochem. 35, 552 (1929). Vgl. auch FuBnote 1, S. 137. 


Sei ie a 


Vervollstandigte quantenmechanische Berechnung der Energie. 153 


_Hierin sind «, £, y Abkiirzungen fiir die Austauschintegrale 
% = (ab) + (wv) =e+A; B=(au)+ (bv); y=(av)+ (bu). (6.2) 


Diese Austauschintegrale sind wiederum die auf # = 0 spezialisierten 

Werte (4.9). Diese zunachst nur fiir den Spezialfall R,=R, giiltigen 

“ada verallgemeinern wir nach dem Verfahren der S. 146 fat den Fall 
R,=+=R,. Dann kommt fiir kleine #: 


(au) = Noo (Ru) — [Noo (Ru) — Nan (Ry) 10? 
(dv) = “nt ) — [Noo (Re) — Naa (R,)1 6 
(09) = Nel) + Meal) — N(R] Be 
(6 u) ut) ae 0 i int Las Lear lero uli) 2" « 
Fihrt man die beiden Abkiirzungen ein: 
L=B— (a +7) = (an) + (br) —1{(ab) + (wr) + (av) + (64)} | 
i) &€ 1 - 2 
pe = 4 (4,,) Fe Nght) py sR jes (6.4) 
1 1 rs i 2 T AT * 
ia 3 Miw(R)— 5 Naa (R,) i We SF Now) | 
ge em ener nana iiy) ! an 
=i {e + A (Rue) — Nea (Ru) — Nea (Re) + 2 Nan — Noo); 
so 1aBt sich (6.1) ersichtlich in der Form darstellen: 
E(ntso) — C YL? + P2. (6.6) 
Fiir den weiteren Gang der Rechnung ist wichtig, daB im fertigen Molekil 
Pal}. (6.7) 


Das liegt daran, daB das ,,grofe‘‘ Austauschintegral N,, nur in L vorkommt. 
Dagegen enthalt P nur die ,,kleinen'‘ Austauschintegrale; und zwar mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen. Denn es ist (ab) >0, (uv) <0, (av) + (bu) Y2N,,>0. 

Aus diesem Grunde laBt sich die Wurzel in (6.6) entwickeln. Wegen 


L<0 kommt: 
p2 


(1; 0) — 
E CoP Lp se 


(6.8) 


Da das ,,kleine“ Glied P?/2L quadratisch in P vorkommt, so sind bei 
dieser Reihenentwicklung keine Glieder verlorengegangen, die spater 
fiir die Bildung der zweiten Ableitungen @?E/0R, 0R, usw. von Bedeu- 


tung sind. 
Wegen (6.7) wird beim Ndherungsverfahren der lokalisierten Valenz 


das kleine Glied P?/2L gestrichen, so daB 
Eby = C+L (6.9) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd, 137. 11 
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die Energie nach dem Naherungsverfahren der lokalisierten Valenz ist. 
Setzt man hierin fiir L den Wert (6.4), und fiir C den Wert (4.10) ein, — 
so ist (6.9) mit (5.1) identisch, wie es sein muB. 
Die Energie bei Beriicksichtigung nichtlokalisierter Valenz und ortho- 
gonalen Eigenfunktionen des Zentralatoms ist nach (6.8), (6.9) 
p2 


E(tso) — Elbo) 4 2 (6.10) é 


Hierbei ist E"*”) aus (5.1), L aus (6.4), P aus (6.5) zu entnehmen. Da P 
sehr klein ist, so ist nach (6.5) «»y. Mit «=y nimmt (6.4) jedoch die 
Form an: L=f—y. Setzt man hierin fiir , y die Werte (6.2), (6.3) ein, 
die wir uns wegen #<1 auf #=O spezialisiert denken, so wird 
L=2(N,,-—N,.)- (6.11) 

Die in (6.11) gemachten Vereinfachungen sind erlaubt, weil bei den 
spateren Differentiationen von (6.10) die GréBe L wegen P?< L? nicht 
mit zu differenziert werden braucht. 

Die Energie EY';° des Radikales OH bzw. SH bzw. SeH ergibt sich, 
indem eines der beiden AuBenatome, etwa V, ins Unendliche riickt. 
Dann verschwinden die Austauschintegrale, die V enthalten: 


(a v) = (bv) = (wv) =O. 


Ferner ist #=0 zu setzen; denn das AuBenatom U wird sich genau in 
Richtung der Achse a° anlagern, weil dies dem Minimum der Energie 
entspricht. An Stelle der Formeln (6.4), (6.5) treten dann (mit R,—R): 


Laa = (au) — 5 (ab) — 5 (bu) =— 5 +N,,(R) +N, (R), (6.12) 


Praa = |/3 {(ab) — (bu)} = 3 {e — N,,,.(R)}. (6.13) 


Die Energie E("!i?) des Radikals ergibt sich, wenn man (6.12), (6.13) in 
die (6.10) entsprechende Formel 


ni:o (iso Pha 
EXui” = Eid + oy (6.14) 


einsetzt. Hierin ist fiir EY.9) der Ausdruck (5.9) eingesetzt zu denken. 
Denn beim Radikal ist # = = 0, so daB hier die Unterschiede zwischen 
Orthogonalitat und Nichtorthogonalitat entfallen. Entsprechend (6.11) 
darf (6.12) auch vereinfacht werden auf 


Lr = Nog — Nya (6.15) 


Infolge der Streichung der Glieder P?/2L bzw. P2,q/2Lpaq treten in 
der Theorie der lokalisierten Valenz erhebliche Fehler bei der Bildung 
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der zweiten Ableitungen e?E/0R,2R, usw. auf, weil die zweiten Ablei- 
tungen des gestrichenen Gliedes nicht vernachlissigbar klein sind, wie im 
folgenden Paragraphen gezeigt werden soll. 


$7. Berechnung der zweiten Ableitungen der Energie. 


Bildet man die zwetten Ableitungen des Ausdruckes (6.10) bzw. (6.14) 
und beriicksichtigt bei der Differentiation des zweiten (kleinen) Termes 
nur diejenigen Glieder, die P (+0) selbst nicht als Faktor enthalten, 
sondern nur die Ableitungen von P, so kommt fiir #20; R,®R,: 


een) — ap h) — gaplio aah 
OR, = GR OR L eR, 
BEM)  — gagthe) 1 aP aP 
OR, eR, aR, aR, L OR, OR, 
ez Els 0) we e2 E(t 0) a a2 E49 7 oP eP o 1) 
“@R,20 ~§= 8, a8 0R,00 ' L OR, 40 
e2 E(t) Le g2 EtG) 7 fae 
a sf a0?) 142, \ 08) 
7 Tse E / : 
PERG as PERS eh (2a ) 
ae) ee ye we | 


Beachtet man, daB (ab) =e als inneratomares Austauschintegral von 
R,, R,, 3 unabhangig ist, und daB ferner (wv) =A (R,,,) eine reine Funk- 
tion des H—H-Abstandes R,,, ist, der mit R,, R,, in der geometrischen 
Beziehung 


R,, =\/R2 + R?2 + 2R,R, sin 28 (7.2) 


steht, so ergibt sich durch Differentiation von (6.5), (6.13) bei kleinem #: 


a= as =|+ ag 7 en a er: =. Al ie 
oR, OR, + y2 (73) 
viel -|/4 Ni. 
dR r aia 
Hierbei sind die Abkiirzungen eingefihrt: 
,__ [4A(Ry») fr 
as (am fe Ru=Re’ (7.4) 
» __ ONyn(R) = 
Meese maf .. , ( ) 


Setzt man (7.3) sowie (5.1) bzw. (5.9) in (7.4) ein und beachtet (6.11), 
(6.15), so erhalt man die folgenden Ausdriicke fiir die zweiten 
, 441* 
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Ableitungen der Energie 


ee points 9) 2 En 150) d?Cz4(R) a Ngg(R) 1 @Nz_(R) re 


OR, ) 20h Tae dR? 2 &Fe 


(ur 2) ~ acts (fe Ref 


ae eS 


ge ("5 9) Ee @ aap 
Vike OR, of VaR oR, ab 


1 wt M’ 3 aS [A A, ar N ae 
=3(" +] Si. — "ca fz be )2 


1; ~ 2 
a2 Bini) _ @CzH(R) , @Noo(R) 1 @Nz_(R) 3 ~ (NZ)? 
a, | «RB ' dR? 2 dR 41N,.— Ng) * * 


Entsprechend (7.4) bedeutet hierin 


dM (R,,) 


sm ae 
ARyy Jd=0;Ru=Re 


»  {(@M(R,,) 
M" = { ine } Se (7.41) 
In (6.10), (6.14), (7.6) bis (7.9) sind orthogonale Eigenfunktionen des 
Zentralatomes (= 0) vorausgesetzt. Im Abschnitt D werden wir 
zeigen, daB die Nichtorthogonalitdét bei den nichtlokalisierten Valenzen 
genau so in Rechnung zu stellen ist wie in Formel (5.1’) bei den lokali- 
sierten Valenzen, namlich dadurch, daf zum Energicausdruck (6.10) der 


Term —- (Ni2—N,,) 8® addiert wird. Demnach lautet die Molekil- 


energie bei nichtlokalisierten Valenzen (A+0) und nichtorthogonalen 
Eigenfunktionen des Zentralatomes (i + 0) 


Pt 


" 3 1 y 
Eimtine) — Ethe) 2 aL _ ta —_ N,«) rr 


, (7.12) 


wobei E"'°) aus (5.1), P aus (6.5) und L aus (6.11) zu entnehmen ist. 
(Beim Radikal ist es gleichgiiltig, ob die Eigenfunktionen des Zentral- 
atomes orthogonal oder nicht sind.) 
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Hiernach hat bei kleinem # die Beriicksichtigung der Nichtortho- 
gonalitat keinerlei Einflu8 auf die zweiten Ableitungen (7.6), (7.7), (7.8), 
(7.10). In diesen Formeln ist daher an Stelle des Index (J; 0) am E 
1 62 p(n 1; 0) 


der Index (n/;mo) angebracht zu denken. Bei ee ar 
2 ity, a 
1 a é : uu 
ee (N,.—N,,) zu addieren, so daB an Stelle 


von (7.9) der AieAeock tritt 


ist 
jedoch der Term — 


1 G2 El F; no) 

Sa 

mi. (ue — ala Wig Loot (“y (7.13) 
2 yy Hee 3% 8 (Naa — Noo) | 2, 


Diejenigen Glieder, die in (7.6) bis (7.10) durch Mitberiicksichtigung der 
nichtlokalisierten Valenz neu hinzu getreten sind, wurden einfach unter- 
strichen. Das Glied, das in (7.13) infolge Nichtorthogonalitat der Eigen- 
funktionen des Zentralatomes hinzugetreten ist, wurde doppelt unter- 
strichen. Die Formeln (7.6), (7.7), (7.8), (7.10), (7.13) fiir die zweiten 
Ablettungen der Energie stellen das wesentliche Ergebnis dieser Arbeit dar. 
Wegen (7.2) ist ersichtlich Ri,(M’’ —M’/R,,,) =@2M/é8, so daB der 
erste Term von (7.13) nach Multiplikation mit 2R%, gleich dem ersten 
Term von (5.4) ist. 


§ 8. Diskussion der Formeln (7.6) bts (7.10), (7.13); 
sowie Vergleich mit der Erfahrung. 

a) Die zweite Ableitung @E”'"/6R,@R, sollte nach (7.7) bei 
lokalisierten Valenzen gleich 4$(M’—M’/R,,)>0 sein, weil nach 
(a, 8) M’>0, M’<0. Da N,,—N,,>0, so ist das neu hinzutretende 
(unterstrichene) Glied < 0 und iiberwiegt nach den Untersuchungen des 
Anhangs [speziell (a, 10)] das davorstehende positive Glied der alten 
Theorie. Auf Grund der numerischen Annahmen des mathematischen 
Anhangs sind in Tabelle4 die GréBen A’/R,,, $(M"’+ M’'k), 
@E”' "ER, OR, berechnet. Die dort angegebenen numerischen Werte 
sollen wegen der rohen Annahmen iiber die Austauschintegrale nur 
ungefihre Anhaltspunkte sein. Unser Ergebnis wird durch die Messungen 
an H,O bestatigt (@E/@R, @R, = —0,10- 10° dyn/cm })). 

Dieser empirische Befund wurde von Heatu und Linnet? nicht wie hier durch 
nichtlokalisierte Valenzen begriindet, sondern durch die Annahme, da die Eigen- 


funktionen des Sauerstoffs im H,O-Molekiil wesentlich hybridiziert sein miiBten. 
Das heiBt an Stelle der Sauerstoffeigenfunktionen ¥,, Yj, der Formel (2.1) sollten 


Funktionen 


op, — Variti+ue, 9, _ V3 1) tue 


ite Vite 
1) HeatH, D.F., u. J. W. Linnet: Trans. Faraday Soc. 44, 556 (1948). 
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treten. Hierin klingt g(r) genau wie f(r) radialsymmetrisch vom Kern des Zentral- 
atomes aus ab. ju ist ein neuer Ritzparameter, der beim H,O einen Wert wales 
besitzen soll. Da andererseits in der Theorie von HeatTH und Linnet jp? 


— cos (= + 28) sein soll, so besitzt der Umstand, da der beobachtete 

Fe > ae 

Gleichgewichtswinkel oa — 20, 104,6° nahezu gleich dem ,,Tetraederwinkel 
2 


x (cos y= — }) ist, (mach HeatuH und Linnet), seine Ursache in der Hybridizierung 
der O-Funktionen. 

Da aber in jener Theorie der Hybridizierungsfaktor « nicht von der H—H- 
Wechselwirkung abhangt, sondern nur vom Elektronenaufbau des Zentralatomes, 
so miiBte beim H,S und H,Se nach Ansicht des Verfassers mit dem gleichen Hybri- 
dizierungsfaktor ju ~ V3 gerechnet werden. Denn abgesehen von inneren Schalen, 
die fiir die Quantenchemie keine Rolle spielen, unterscheiden sich die Zentral- 
atome O, S, Se nicht in ihrem Elektronenaufbau. Das H,O-Molekiil unterscheidet 
sich vom H,S- bzw. H,Se-Molekiil allein durch die viel gréBere H—H-AbstoBung. 
Wenn man die Vorstellung von HEATH und LINNET vom H,O auf H,S und H,Se 


tibernimmt, so miifte auch in diesen Molekiilen der Winkel = +- 26, zwischen den 


beiden H-Atomen x 109° betragen, was nach Tabelle2 ganz kraB der Erfahrung 
widerspricht. Um den theoretischen Atomwinkel #, mit dem beobachteten Winkel o, 
in Einklang zu bringen, mu8 man bei H,S und H,Se sicher mit (praktisch) un- 
hybridizierten Eigenfunktionen des Zentralatomes (u = 0) rechnen, wie es in dieser 
Arbeit geschieht. 


Deshalb glaubt der Verfasser, daB man auch im H,O mit ushybridi- 
zterten Sauerstoffergenfunktionen rechnen muB, zumal sich in unserer 
neuen Theorie auf Grund von (7.7) der beobachtete negative Wert von 
@E/OR, OR, auch ohne Hybridizierung ergibt. 

Ferner sollte nach unserer Theorie bet HyS und H,Se sicherlich eben- 
falls @E/AR, 0R,<0 sein, weil hier der positive Term }(M" — M’/R,,) 
um einen Faktor 0,15 kleiner als beim H,O ist, wahrend der negative 
(unterstrichene) Termsich bei den drei Molekiilen nicht viel unterscheiden 
diirfte. Da nach dem Vorangegangenem bei H,S und H,Se zweifellos 
mit unhybridizierten Eigenfunktionen des Zentralatomes gerechnet 
werden muB, so kénnten bisher noch nicht durchgefiihrte Messungen 
von ?E/OR, @R, fiir HyS und H,Se iiber die Richtigkeit unserer Theorie 
entscheiden, Ein beobachteter wesentlich negativer Wert von @2E/@R,éR, 
ware bei der Theorie von HEATH und LINNET unvereinbar mit dem be- 
obachteten Aleinen Gleichgewichtswinkel #, (Spalte 2 der Tabelle 2). 


b) Vergleich der zweiten Ableitung @2E/@R? mit der zweiten Ableitung 
dE Raa/d Ry, des Radikales ergibt auf Grund von (7.6), (7.10) die Beziehung 


@2 EI" 1; no) i a Eh no) 
oR? dR? 
3 3 4’ 2 4 M’ ey 
= N; ae RN alg Ly M 
(Nix — Noa) ©") — Bea — Noo (va Mea) Fal" Be): 
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3 . 
. ; GE a 
Tabelle 4. Ungefiihre Werte von ——— und — ; Soe di TS dyn/cm. 
OR, eR, V2Ry.. 2 R, Oo ; 
a | is} la 
_— _— Reece te! =f) pet pe | 
. = x > 6 prey t=) 1) 
: “hl a Os Re il aaaie 
7 Se mls le & |S oS ie tee 
= + 0 Ee hae ht a | es es 
R . | Py B Sino ' =| 
x BS ri iy aS ree la ee [33 
Ad Sf SIS | stole | a | oes 
- a -in —— lo «| =l00 la 
- 7 a 
H,O 2,2 0,32 0,21 0,54 Os tQee 1 == O.22 8) 0,02 
H,S 0,5 0,08 0,06 0,40 0,06 — 0,32 0,00 
H,Se 0,3 0,06 0,05 0,40 0,06 — 0,36 |—0,01 


Mit den beobachteten Werten @?E/éR? = 8,6- 10°dyn/cm bzw. d?Ep,q/d R? 
=7,2-10° dyn/cm fiir H,O bzw. OH ist die linke Seite von (8.1) 
gleich 1,4-10° dyn/cm. Bei lokalisierten Valenzen sollte die rechte 
Seite gleich $(M’’+ M’/R,.), also nach Tabelle 4 numerisch gleich 
0,21 - 10° dyn/cm sein. Die Differenz beider Seiten von 1,19 - 10° dyn/cm 
ist zu groB, als daB sie ihre Ursache in der ungenauen Kenntnis der 
H—H-Wechselwirkung M (bzw. in der Vernachlassigung von Ionen- 
termen) haben kénnte. Nach unserer neuen Theorie lapt sich diese 
Differenz zwanglos durch das Aujtreten des ersten und zweiten Termes 
auf der rechten Seite von (8.1) erkidren, die durch Mitberiicksichtigung der 
nichtlokalisierten Valenz hineinkommen, 

Bei H,S und H,Se sind die GréBen A’, M’, M”’, die durch die H—H- 
Wechselwirkung in Formel (8.1) hineinkommen, wegen der grofen 
H—H-Abstande praktisch gleich Null, so daB dann 


g2 E15 #0) aE eine , 3 
ER: ak 8(Nan — Neo) 


(Ni,)2>0. (8.2) 


Die rechte Seite, welche die GréBenordnung 1,5 - 10° dyn/cm besitzt, 
wiirde bei lokalisierten Valenzen fortfallen. Da zwar die GréBen 6? E/0Ri 
beobachtet sind, aber dem Verfasser entsprechende Daten fir das 
Radikal nicht bekannt sind, so kann die Richtigkeit von (8.2) noch nicht 
an der Erfahrung nachgepriift werden. 


c) Die zweite Ableitung @E/OR, 68 sollte fir HS und H,Se nach 
Spalte 7 der Tabelle 4 nahezu 0 sein, weil sich die beiden in Spalte 3 
und 5 angegebenen Aleinen GroBen nahezu gegenseitig zerstoren. Dies- 
beziigliche Messungen sind dem Verfasser nicht bekannt. — Auch beim 
H,O zerstéren sich die GréBen der Spalte 3 und § gegenseitig. Da aber 
beim H,O sowohl Spalte 3 als auch Spalte 5 wesentlich gropere Werte 
aufweist als beim H,S und H,Se, so wiirde bei geringfiigigen anderen 
numerischen Annahmen iiber die Austauschintegrale (VergroBerungen 
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von M, Verkleinerung von A’) der erste Term von (7.8) den zweiten 


: : 1 PE ej 
iiberwiegen. Es lage so ein theoretischer Wert von aR, OR,08 — 


0,15 + 10°dyn/em durchaus im Bereich des Méglichen. Aber der be- 
obachtete Wert 0,25 - 10° dyn/cm ist etwas zu groB, als daB er auf Grund 
von (7.8) verstandlich ware. Vermutlich wird diese Diskrepanz bei der 
Beriicksichtigung von Jonentermen verschwinden. (Mit den oben skiz- 
zierten abgednderten numerischen Werte der Austauschintegrale er- 
hielte man dann auch fiir 6?£/0R, @R, einen theoretischen Wert, der 
niher am beobachteten Wert —0,10- 105 dyn/cm liegt als der in Ta- 
belle 4 angegebene Wert — 0,22 - 10° dyn/cm.) 


d) Die zweite Ableitung 0? E/é0*, die nach (7.10), (7.2) den Wert 


apie) eam : aay | 1 ‘oe grate 
ag =; ap2 of 6(\,. - N,o) (4 —\ 3x Wi 10ii— ha (A Ry») (8.3) 
besitzt, wird gegeniiber dem Wert (5.4) um das Glied ——— M A’ ie 


8 (Naa — Noo) 
erniedrigt, das praktisch nur fiir H,O wesentlich von Null verschie- 
den ( —1,5 bis —2 eV) ist. Die zum Wert (5.5) der bisherigen Theorie 
hinzugetretenen beiden Glieder — < (N_.—N,.)— 0 — a (A'R,,,)? 
sind negativ, und zwar so, daB in (8.3) gegeniiber (5.5) beim H,O 
verhaltnismaBig viel, beim H,Se nur wenig abgezogen wird. Deshalb 
kompensieren diese Gleder das Anwachsen der ersten beiden positiven 
Glieder ?M/é9*+ 6(N,,—N,,) von (8.3) beim Ubergang vom H,Se 
zum H,O. Deshalb ist der theoretische Wert von @E™'"/@ 8 fiir alle 
drei Molekiile praktisch gleich, was mit der Erjahrung (Tabelle 2) iiber- 
ernstimmt, 

An Stelle der Formel (5.6) fiir den Gleichgewichtswinkel tritt jetzt 
ao —(@M OP)5_ 9, 


g 6(Nix = No oh (1- a) 


; ; (8.4) 

3(Naw — Nog) “1 Ruel" 

Das im Nenner neu hinzugetretene letzte Glied bewirkt genau wie 

das in (5.6) gegeniiber (5.7) hinzugetretene Glied —* (Ni«— N,2)|; daB 
x 


der theoretische Gleichgewichtswinkel (8.4) so stark anwachst beim Uber- 
gang vom H,Se zum H,O [vgl. hierzu den auf (5.7) folgenden Text]. 


Im Gegensatz zu Heatu und Linnet! kénnen wir die erhebliche Spreizung des 
H—H-Winkels im H,O-Molekiil ohne hybridizierte Sauerstoffeigenfunktionen er- 
klaren, und zwar auf Grund der beiden negativen Terme des Nenners 


a 


2 
* Ne oh ae : 
= Che =e) — 5 — 


(A°R,,.)*. 


aa) 


1 Vgl. FuBnote 1, S. 457. 
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die durch die Nichtorthogonalitat der Sauerstoffeigenfunktionen und die nicht- 
lokalisierten Valenzen des Molekiiles in die Theorie hineinkommen. Dies ist ein 
weiteres Argument dafiir, daB die Sauerstoffeigenfunktionen im H,O-Molekiil nicht 
merklich hybridiziert sind (vgl. S.158, Kleindruck) 


D. Nichtlokalisierte Valenz mit nichtorthogonalen 
Eigenfunktionen des Zentralatomes (# + 0, 4-0). 


$9. Berechnung der Molekiilenergie. 
a) Die allgemeinste Molekiileigenfunktion des Vierelektronenproblems 
1aBt sich nach SLATER! als die Linearkombination dreier sog. ,, BonD- 
Eigenfunktionen“ darstellen: 


Yo—=u- VP 


i au,bv 


FT pout” tate (9.1) 


Die erste dieser Bonp-Eigenfunktionen, ¥,,,,, ist explizit in (4.2) 
angegeben. Die beiden anderen Bonp-Eigenfunktionen ¥,, ,,, bzw. 
WY ».u» gehen hieraus durch Vertauschung der Eigenfunktionen wv und v 
bzw. 6 und w hervor. Da die drei Bonp-Eigenfunktionen nicht linear 


unabhangig sind, sondern 


Ww a8 


au,bv | 


eee ak we (9.2) 


so 14Bt sich die Molekiileigenfunktion (9.1) auch als Linearkombination 


Y=Vi+AP, (9.3) 

zweiey Funktionen W,, Y, darstellen, namlich von 
Vat an,be (9.4) 
Pg Se ae . (9.5) 


Auf Grund der Definitionsgleichung (4.2) fiir die Bonp-Eigenfunktionen 
folgt unmittelbar aus (9.5) die folgende explizite Darstellung von aE 
die im § 10 noch ausfiihrlich diskutiert werden soll: 


YW, = 2 (ay by — agb,) (Ug V4 — Ugg) + 2 (agb4 — a4 0s) (Hy Vg — Me %4) + 
+ (ay By — ay by) (ttg Vg — My Vg) + (dg Bg — Ay bg) (My Vy — Mg V4) 1 (9.6) 
+ (dy by — dg by) (Ug Vy — My Ve) + (Aq Dg — 4q Do) (Hy V3 — Ue 04) . 
Mit den Abkiirzungen 
Hyg=JS¥gH Pdr Ssa=Jf Pyar | 
Hoz=f¥,H Pydt Se, =J Pedr | (9.7) 
Hyap=f¥sHPydt Sag =f Wy Peat 


1 Vgl. FuBnote 1, S. 137. 
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errechnet sich bekanntlich die zu (9.3) gehérige Molekiilenergie E!'"° 
aus der quadratischen Sakulargleichung 


a, , S 2 
(Birtine me. 4] (Eimtsno) — ae Ms Ba Ea (Emme) — 4) . (9.8) 
S4a/\ SBB S44 SBB SAB 
b )| Berechnung dey Matrixelemente. Die GroéBe Hy 4/S4 4 ist ihrer Definition 
nach mit dem Energieausdruck (4.12) identisch. Unter Benutzung von (4.11), 
(4.14) formen wir diesen Ausdruck wie folgt um: 


Hy a[Saa=E"") = C — fe—44 4+ 2Nyg— Neg + 
+ 3 (Nia — Noo) 0? — 2(Nan— Nog) OO +2 (Nia — Noo??. 


\ 9) 


Hierbei haben wir uns zundchst auf den Spezialfall R, =, beschrankt, so daB an 
den N,,,Nz_ keine Argumente angebracht wurden. Entsprechend §4,e lassen 
sich alle Ergebnisse spater unmittelbar auf den allgemeinen Fall Rk, + FR, iibertragen. 

Durch Einsetzen von (9.4), (9.6) in (9.7) erhalt man fiir die tibrigen Matrix- 


elemente unter Benutzung von (4.5), (4.9): 
H43/S4p= C — e—A + 2Ngg+ 2(Nax— Ngo) ® — 2(Nax — Noo)? (9.10) 
HpplSpp=C—e—A+Nygt Naa (9.41) 
S4pl(Saa* Sap) = $(1 — 20°). (9.12) 
Entsprechend (4.12) haben wir uns hierbei nur auf die in #, # guadratischen Glieder 


beschrankt, weil dies fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen der Energie 
ausreichend ist. 


Nach (9.9), (9.10), ist die Differenz 


B 3 (Haas Has) _]/3 ¢.44 oN 42(N.—N_)@2— 
aad ie 52) = |p e+ 4—2N,. +2. N,)9 


= 4(N,,. 7 N,q) OW a 2(N.5 a N,o) (2 + x) a 


(9.13) 


sehr klein. Denn P ist mit der in (6.5) eingefihrten GréBe P identisch, 
sofern (9.13) auf # = 0, und (6.5) auf R,=R, spezialisiert wird. Auf 
der Kleinheit der Differenz (9.13) basiert die folgende Naherungsrechnung. 


Setzen wir es 
rave | 


A =A(0) + (= ade 
\ /o 


(9.14) 
und fiihren wir die von # unabhangige GréBe 

d=$e+44(0)—N,, (9.15) 
ein, die nahezu gleich P/)3 ~ 0 ist, so 1aBt sich (9.13) in der Form schreiben: 


yt (atl as 
en te | Saa Sa “y (9.16) 
le BA) r : . 
= 29+ (Zp), + 2a Now) 8 200+ 2 +more}. 


c) Die Energie bet Beriicksichtigung von Gliedern in 8. Wiirde die 


es [3 /H H : : 
Beziehung P = | : | at 8) = 0 exakt zwischen den Matrix- 
Ee MABi 


Vervollstandigte quantenmechanische Berechnung der Energie. 163 


woe ™ Bs a . 
elementen bestehen, so wire E\"'"—H, 4/S44 =H,p/S4_ eine 


exakte Lésung der Sikulargleichung (9.8). Deshalb gehe man mit dem 
Ansatz 


; H 
Ent; no) — <4 +A = Elline) 4 4 (9.17) 


~AA 


in (9.8) ein, und entwickle die kleine Zusatzenergie A nach Potenzen 
der kleinen Gré8e P. Fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen ge- 


nigt es, genau wie im §6 bis zum quadratischen Glied in P zu gehen. 
Dann wird 


1 P S4B 
Ae sea as ie} (9.18) 
3 44 App S4a* Spe 
S44 SBB 


Unter der Annahme, daB # und & klein und von gleicher Gréfenordnung sind, 
ist die GréBe P* nach (9.16) quadratisch klein in # sofern 60, was nach §6 
(Kleindruck) stets der Fall ist. Daher geniigt es, in (9.18) fiir H4 4/S4 4 sowie 
S*% Bi(S4.4° Spp) die auf # = #=0 spezialisierten Werte (9.9), (9.12) einzusetzen, 
so daB 


etc lg | 
16(N,,—N. 
( ao fe ; (9.19) 
x {20 +0 —, + 2 (N,,,, — N, J) (O* — 208 + (2 + 2) 0/2)| : | 
\ 28 Jy J 

Denkt man sich die {} ausquadriert, so sind diejenigen Glieder, die den Achsenwin- 
kel # enthalten, wegen 6 ~ 0 bis auf einen Faktor von der Gré8enordnung N,,,—N,, 
von der Gestalt #? #, 692, #4, #3. Da # ~@F, so sind diese Glieder mindestens 
von der dritten Ordnung klein in #. Dagegen sind im Ausdruck (4.12), der ja mit 
dem in (9.17) auftretenden Hy 4/S4 4 identisch ist, diejenigen Glieder, die den 
Achsenwinkel # enthalten, ersichtlich von der zweiten Ordnung klein in #. 


Wenn man nun # aus der Ritzschen Forderung bestimmt, daB die 
partielle Ableitung des gesamten Ausdrucks (9.17) nach & verschwinden 
soll, so diirfen die vom zweiten Gliede A herrithrenden Glieder als von 
héherer Ordnung klein vernachlassigt werden. Deshalb ist nur zu ver- 
langen, daB die partielle Ableitung des ersten Termes H 4 4/S4 4=E"” 
von (9.17), der mit (4.12) identisch ist, nach #’ verschwindet. Das ergibt 
die alte Beziehung (4.13) zwischen & und 0’. 

Driickt man nun im gesamten Energieausdruck (9.17) den Achsenwinkel #’ 
mittels (4.13) durch den Atomwinkel # aus, so diirfen ersichtlich alle Glieder der 
eckigen Klammer von (9.19) vernachlassigt werden. Denn diese Terme wiirden 
(wegen 60) bei der Energieberechnung Terme in # und #* liefern, die bei der 
Berechnung der zweiten Ableitungen vernachlassigt werden diirfen. Setzt man 
in (9.19) fiir 6 wiederum die rechte Seite von (9.15) ein und beachtet (9.14), so 


erhalt man 


Ww 


= 6 SD fe +A — 2N,,}*. (9.20) 
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Wegen (6.5) (mit #0), (6.11) ist jedoch 
As PSL. (9.21) 


(Dies gilt zunachst nur fiir den im vorliegenden Paragraphen behandelten 
Spezialfall R,=R,; aber entsprechend S. 146 lassen sich alle Ergebnisse 
unmittelbar auf den Fall R,-+ R, verallgemeinern.) Durch Einsetzen 
von (9.21) in (9.17) folgt unter Beachtung von (5.1) die gesuchte Be- 
ziehung (7.12). Hiermit sind Nichtorthogonalitat der Eigenfunktionen des 
Zentralatomes sowie der EinfluB der nichtlokalisierten Valenz bei der 
Energieberechnung voll beriicksichtigt worden, soweit dies fiir die zweiten 
Ableitungen der Energie erforderlich ist. 


d) Die Energie bei Beviicksichtigung von Gliedern in #*. In den bisherigen Rech- 
nungen wurden # und # stets als kleine Winkel vorausgesetzt. Falls x» 0 werden 
unsere Rechnungen ungiiltig, weil x im Nenner von (4.13) und (4.15) steht. In 
diesem Fall hat man nicht wie bisher die Energie E("!:"°) bis in die zweite, sondern 
bis in die vierte Ordnung in 9’ zu entwickeln. Denn das Glied zweiter Ordnung, 
das nach (4.12), (4.14) gleich (N,,—N,,) x? ist, verschwindet fiir x0. Die 
Energie E(/;"°) ]4Bt sich dann als Polynom 4. Grades in #’ auffassen. 

Auf Grund der Rechnung, die aus Griinden der Raumersparnis hier nicht 
durchgefiihrt werden soll, verschwindet der Faktor von #’4im Falle x= 0. Deshalb 
kann die Energie als Polynom 3. Grades in #’ angesehen werden. Die Ritzsche 
Minimumforderung @E(*!;"9)/e¢ 9 = oO fiihrt dann auf eine quadratische Gleichung 
fiir # mit den Wurzeln 


, x f2 [x 
eee +| > + (3a) - eas 


Hierbei ist fiir ®>0 das obere, fiir #< 0 das untere Vorzeichen beizubehalten. 
Anderenfalls wiirde die Energie als Funktion von # kein Minimum, sondern ein 
Maximum besitzen. 


2 
Falls (35) > = erhalt man durch Entwickeln der Wurzel (9.22) den alten 


Wert (4.13) wieder. Praktisch lat sich diese mit dem ersten Gliede abgebrochene 
Entwicklung der Wurzel beibehalten, sofern 
a eee: 
(sa) a +x 345-0. (9.23) 
(9.23) ist die Bedingung fiir die Giiltigkeit unseres bisherigen Naherungsverfahrens 
bei dem die Energie bis zum quadratischen Gliede in ® entwickelt wurde. Auf 
Grund der Angaben von Tabelle 1 sowie der Spalte 2 der Tabelle 2 ist die Bedingung 
(9.23) bei unseren drei Molekiilen erfiillt. Beim H,O kommt man allerdings nahe 
an die Giiltigkeitsgrenze (9.23) heran. 

Nach (4.14) wird x dann verhaltnismaBig Alein, wenn das Austauschintegral 4 
zwischen den AuBenatomen (absolut genommen) verhaltnismaBig grof ist. Dieser 
Fall kénnte eintreten, wenn die H-Atome durch gréfere AuBenatome, wie beispiels- 
weise Cl, ersetzt werden. Diese beiden AuBenatome stoBen sich dann gegenseitig 
so stark ab, daB der Gleichgewichtswinkel a, nicht mehr als Alein angesehen werden 
kann, Dieser Fall eines sog. ,,Zentralkraftsystems‘‘ ist in dieser Arbeit wegen 
rechnerischer Schwierigkeiten nicht behandelt worden, weil dann die Entwicklung 
der Energie nach Potenzen von # keine dem Problem mehr angepaBte Methode 
ware. Unsere Rechnungen beziehen sich nur auf den wichtigeren Fall der sog. 
» Valenzkraftsysteme', bei denen der Gleichgewichtswinkel 8, klein ist. 
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$10. Ergénzungen zum HEITLER-RuMERschen Ndherungsverfahren. 


Dem Naherungsstandpunkt von HEITLER-RUMER! ist die Molekiil- 
eigenfunktion Y=, [vgl. (9.6)] zugrunde gelegt. Die zugehdrige 
Energie Hg p/Sx pz ist nach (9.11) vom Achsenwinkel & vollig unabhdngig, 
und zwar aus folgendem Grunde: 

In jedem einzelnen Term von (9.6) wie beispielsweise 2 (a,b, — Ab) (ug V4 — tg Vg) 
ist der Achsenwinkel # nur im ersten Faktor 


F=a,b,— a,b, (10.1) 
enthalten. Denn F ist die Eigenfunktion des Zentralatomes im Grundzustand, 
sofern dieses von den Elektronen 1 und 2 besetzt ist. Dagegen enthilt der zweite 
Faktor ugv,— uyv, nur die H-Eigenfunktionen. Setzt man in (10.1) fiir a und 5 
die Werte (4.1) ein, so kommt 

F = 3 {(a® ry) (6° 12) — (a rg) (b° r$)} # (ra) F (re) = 3({a? 5°) [x2 v2) (74) £72). (10.2) 
Hierin bedeutet [a°b®] das vektorielle Produkt von a® und 5°, das gleich 
c+ sin (= —2 8) ist, wenn ¢® der Einheitsektor in Richtung [q® h°] ist. Infolge- 
dessen tritt der Achsenwinkel # in (10.2) und daher auch in (9.6) nur in Form 


eines konstanten Faktors sin (=- 20’) auf, der bei der Bildung des Quotienten 
Hgp/Spp herausfallt. : 

Ferner ist der HEITLER-RuMERsche Energiewert (9.11) vom Atom- 
winkel?# unabhangig, wenn das H—H-Austauschintegral A vernachlassigt 
wird, was in diesem Paragraphen stets geschehen soll. In der Literatur 
wird diese Tatsache so formuliert, daB ,,der HEITLER-RUMERsche Nahe- 
rungsstandpunkt die gewinkelte Valenz nicht liefere“. Nach Ansicht 
des Verfassers muB hierbei jedoch beachtet werden, daB in (9.11) nur 
zwetfache Austauschintegrale beriicksichtigt wurden. Nimmt man jedoch 
vierfache Austauschintegrale mit, d.h. Matrixelemente, die in der Be- 
zeichnungsweise der Formel (4.4) beispielsweise (wvab) lauten, und 
beriicksichtigt die entsprechenden Uberlappungsintegrale des Energie- 
nenners Szz, so hangt — wie eine Zwischenrechnung zeigt — die 
Molekiilenergie beim HEITLER-RUMERschen Ndherungsstandpunkt in der 
Form 

HgplSpp=C —€+ Noo t+ Naa t+ 


at 7 | 103) 
4. Ste — Noa + Noo + 2(Ngn — Ne) sin? 20) 


vom Atomwinkel } ab. Hierin bedeutet 


S=3 [Bhan 


das Uberlappungsintegral zwischen dem Zentralatom und einem der 
H-Atome (wegen der Bezeichnungsweise vgl. Fig. 3). S ist eine reine 
Funktion des O—H-Abstandes Rk. 


1 HeITLER, W., u. G. Rumer: Géttinger Nachr. 1930, 277. 
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Wegen N_,—N,,>0 hat der Ausdruck (10.3) fir #=0, dh. bei 
rechtwinkliger Anordnung der beiden H-Atome sein Minimum. Wir 
haben somit das Ergebnis gewonnen, daB der HEITLER-RUMERsche 
Ndaherungsstandpunkt bei Beriicksichtigung vierfacher Austauschintegrale 
die gewinkelte Valenz liefert. — Da die Energie bei HEITLER-RUMER 
nach obigem auBerdem unabhingig vom Achsenwinkel # ist, so beruht 
die gewinkelte Valenz bei HEITLER-RUMER Sicher nicht auf der Orthogonali- 
tit der Eigenfunktionen des Zentralatomes. Hierauf hat der Verfasser 
bereits in einer fritheren Arbeit hingewiesen'. Daf auch beim (entgegen- 
gesetzten) Naherungsstandpunkt der lokalisierten Valenz mntcht die 
Orthogonalitat der Eigenfunktionen des Zentralatomes die Ursache der 
gewinkelten Valenz sein kann, folgt aus § 5, a, weil nach (4.13) #0. 
Dieses Ergebnis steht im Gegensatz zur Auffassung von SLATER-PAU- 
LING, nach welcher die gewinkelte Valenz auf der Orthogonalitat der 
Eigenfunktionen des Zentralatomes beruhen soll. 

Da die Molekiilenergie E(!:"°) im allgemeinen Molekiilansatz (9.3) nach (9.17) 
nahezu gleich Hy 4/S4 4 und nicht nahezu gleich dem HEITLER-RuMERschen Wert 
Hg p/Spp ist, so muB / in (9.3) nahezu 0 sein. Deshalb ist der HEITLER-RUMERSche 
Naherungsstandpunkt im fertigen Molekiil nicht realisiert, sondern in einem auj- 
gelockerten Molekiil. Das ist ein Molekiil, in welchem man sich die Kernabstande 
durch die Wirkung einer 4uBeren Kraft auf etwa den doppelten Wert der wirklichen 
Abstande gebracht denkt. Im Gegensatz zum wirklichen Molekiil ist im aufge- 
lockerten Molektil das inneratomare Austauschintegral (ab) groB gegen die 
zwischenatomaren Austauschintegrale (au), (bv). Eine einfache Rechnung lehrt, 
daB dann Ax 00, so daB Y= W, die Funktion des aufgelockerten Molekiiles ist. 


E. Mathematischer Anhang und Erganzungen. 


1. Berechnung des Matrixelementes I. 
Setzt man in die Definitionsgleichung (4.5) bzw. (4.4) den Wert (4.3) von H 
ein und beachtet, daB die Funktionen (4.1) der folgenden Scur6DINGER-Gleichung 
des Einelektronenproblems geniigen: 


2 cen a " 2 ne - e 
Zig Us; — eh — - 9p, hes = a 
Sse ae | H Tuy | eae 2g Ren (Fx : To, =e : 
m o (a, 1) 
lon Ay ay + (Ez — Ply) ay = 0; oa Ay vy + (Ez — Piry)) ay = 0; 


so kommt 


2 
i= fa by bg vg U3 ay vg + ¢ Q(R,) + O(R,) + = + P(r) + P(r.) — 


uv 


4 (a, 2) 
e2 e? e2 e2 e e +> e2 | 
te se = oe —-— — — dt, dt, dt, dt. 
. ‘ 
ay unre "u, Ye, "vy, "o, . "% k : - 
i,k=l 
(i<k) J 


1 ARTMANN, K.: Z. Naturforsch. 1, 426 (1946). 
* Ey bzw. Ez sind die Energiewerte des H-Atoms bzw. des Zentralatomes. 
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Da das Produkt a,b, nur in der Nahe des O-Kernes wesentlich = 0 ist, so liefern 
bei der Integration nur solche Lagen des Elektrons 1 einen merklichen Beitrag, 
in denen es sich nahe am O-Kern befindet. Entsprechend brauchen wegen des 
} Faktors us nur solche Lagen des Elektrons 3 beriicksichtigt zu werden, bei denen 

es sich nahe am Kern U befindet. Wegen der Faktoren bv, bzw. ayv,, die im 
_ wesentlichen nur auf der Kernverbindungslinie des Zentralatoms mit dem H-Atom V 
ungleich 0 sind, darf ferner angenommen werden, daB sich die beiden Elektronen 2 
und 4 auf oder in Nahe dieser Kernverbindungslinie befinden. 


Unter diesen Annahmen tiberwiegen von den in (a, 2) hingeschriebenen Gliedern 
die folgenden: 


. ree e ga P: 
— fertrbatendayre{ (Ry) — t, — %, + P (ry) + han At, aug ay. 1 (ay 5) 


Die restlichen nicht hingeschriebenen Glieder sind entweder einzeln vernachlassigbar 
klein (die Gheder e?/ry,, und e?/r,,); oder je zwei solcher Glieder zerstéren sich bei 
den oben gemachten Annahmen iiber die Lage der Elektronen nahezu gegenseitig, 
wie beispielsweise die beiden Glieder — e?/r,, und e/r43, die nahezu + e?/R,, sind?. 

Da die Funktionen (4.1) auf 1 normiert sind, geht (a, 3) unter Beriicksichtigung 
von (2.2) und unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB das Glied — e?/ry, in der {} 
von (a, 3) praktisch gleich —e?/R, ist, tiber in 

‘ : - = e 

f= sin 28 fe, Us Gg U4 {oWR.) et + P(r.)+ +} Wo dT q.. (a, 4) 
v 2 "a4 
Unter Benutzung des Koordinatensystemes der Fig. 3 lauten die Eigenfunktio- 
nen a, bzw. b, des Zentralatomes nach (4.1) 


"A ry ay = (0° tr) f (ry) = [— %4- 00s (9 — 8) + y, sin (9 — 8)] f (74) 
hry by = (0° t4) flr) = [— x2 5in (8 + 8) + 99.005 (8 + 8)] 1(%4)- 
2 


Durch Einsetzen dieser Werte in (a, 4) folgt unter Verwendung der in (4.7) defi- 
nierten GréBen N,,, N,, und unter Beachtung der Tatsache, daB bei der Inte- 
gration eine Reihe von Termen aus Symmetriegriinden verschwinden: 
1 = N,,sin 28: sin (® — 8) cos (# + 8) + N,, sin 2H’: cos (® — B) sin (W + 9) 
=4(N,,+ Njq): sin? 20 — 4 (Ngo — Naq) sin 28+ sin 28’, 


wie in (4.9) angegeben. 


2. Ungefahre numerische Annahmen tiber die Austauschintegrale. 


In dem hier in Frage kommenden Intervall 1,50 - 10-§cm SR, S 2,10 107-$cm 


(vgl. Spalte 1 der Tabelle 2) 1aBt sich das He1tLerR-Lonponsche Austauschintegral 
A=(uv) zwischen zwei ungestérten H-Atomen sehr gut approximieren durch 


(uv) =A = — 100° e bP lure; (On lta aye (a, 6) 
Ferner ist in diesem Intervall naherungsweise 
Cap H=0,154, (a, 7) 


so daB die in (4.11) definierte Wechselwirkungsenergie M zwischen zwei unge- 
stérten H-Atomen: 


M = — 0,35:A = 35 e bP luv eV; (Ouv = Ry v/4%) : (a, 8) 
1 Vgl. H. HELLMANN: 4a. a. Oeroraice 


= 
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Tatsdchlich werden die H-Eigenfunktionen im Molekiil gestért, was rechnerisch 
durch zusatzliche Ritzparameter zu beriicksichtigen ware. Wegen des Gliedes 
2N,—g—Naa, das in (4.15) die ibrigen iiberwiegt und <0 ist, werden die beiden 
H-Atome in Richtung auf das O-Atom hin deformiert, so daB sich die betden H- 
Atome untereinander weniger tiberlappen als im ungestérten Fall. Den gleichen Ein- 
fluB iibt das H—H-AbstoBungspotential M aus. Das H—H-Austauschintegral ist 
demnach dem Absolutbetrag nach gegeniiber dem ungestérten Fall verkleinert. 
Aus diesem Grunde haben wir x in Tabelle 1 unter drei verschiedenen Annahmen 
iiber A berechnet. In Spalte 1 ist der Wert (a, 6) zugrunde gelegt worden, und in 
den Spalten 2 und 3 die um die Faktoren 0,8 bzw. 0,6 verkleinerten Werte. Bei 
allen sonstigen weiteren Rechnungen dieser Arbeit ist stets der 0,8fache Wert (a, 6) 
benutzt worden. 

Fiir die Austauschintegrale N,,, Nz haben wir beim H,O nicht die sonst iiblichen 
Werte — 2 eV, 0,6eV (vgl. S. 144) zugrunde gelegt, sondern die um 50% hédheren 

Werte N,,=— 3eV, Niz=0,9eV, weil mit 
Tabelle 5. Unsere numerische den bisherigen Werten nach unserer neuen 
Annahme tiber N,,,Nz, in eV. Theorie keine befriedigende Ubereinstimmung 
mit der Erfahrung zu erzielen ist. Beim Uber- 
gang vom H,O zum H,S bzw. H,Se haben wir 
Noo | Naz die plausible Annahme gemacht, da® die GréBen 


Nix—N,, fiir zwei verschiedene Molekiile pro- 
HO | 30 | 9 portional den in Spalte 4 der Tabelle 2 ange- 
H,S —2,4 | 0,6 gebenen Bindungsenergien W ist. — Wahrend 
H,Se —2,1 0,5 bei H,O das Verhaltnis — N, ,/N, ,=3:0,9 = 3,33 


ist, haben wir aus folgendem Grunde bei den 
in Tabelle 5 angegebenen Werten die Annahme gemacht, da8 dieses Verhaltnis 
bei H,S und H,Se den Wert 4 besitzt. 

Die im Integranden von (4.7) stehende Funktion /,v, ist nur merklich von 0 
verschieden in einem Gebiet G, das in der Nahe der Kernverbindungslinie Zentral- 
atom—AuBenatom V liegt, und zwar so, da8 @ sich immer mehr auf diese Kern- 
verbindungslinie hin zusammenzieht, wenn der Kernabstand R wachst. Da bei 
N,, das Produkt f,v, mit y, (= Koordinate || Kernverbindungslinie, vgl. Fig. 3) 
multipliziert ist, bet N,, jedoch das Produkt f;v;x; auftritt (x, = Koordinate 1 
Kernverbindungslinie), so muB N,, rascher abnehmen als |N,,|, wenn der Kern- 
abstand wachst beim Ubergang H,O-+H,Se. Unsere Ergebnisse wiirden sich 
librigens nicht wesentlich andern, wenn wir fiir alle drei Molekiile — N, iN = 3,33 
angenommen hatten. 

Nach (4.7) ist die Funktion N,.(R,) stets >0 und nimmt mit wachsendem Ry, 
monoton ab. Da fiir H,O nach Tabelle § beim Gleichgewichtsabstand R,—=R des 
Molekiils N,,(R) = 0,9 eV ist, so kann N(R,) naherungsweise approximiert werden 
durch 
Nan (Ry) = 0,9 +e °Ru—Ri/m ey, 
0,9°¢ 

%Q% 


so dab 

Ni~z=— eV/cm = — 2,8:o+ 10-4 dyn. (a, 9) 
Bei allen Molekiilen klingen Potentialkurven vom Morsetyp fiir groBe Kernabstinde 
mit einem Werte o® 1,5 ab. Eine solche Morsekurve ist jedoch im wesentlichen 
mit dem ,,grofen‘* Austauschintegral N,,(R,) idensisch. Da N, nach dem Voran- 


gegangenen wesentlich schneller abklingt als |N,,|, so nehmen wir fiir N,, den 
Wert o = 2,3 in (a, 9) an, so daB gréBenordnungsmaBbig 
Nan = — 6:10“ dyn, (a,10) 


Hamburg, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 169—174 (1954). 


Die Magnetisierung diinnster Eisenschichten. 
Von 
W. REINCKE. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. Oktober 1953.) 


In der vorliegenden Arbeit soll ein Verfahren angegeben werden, das die Magneti- 
sierung diinnster Eisenschichten zu messen gestattet. Die Eisenschichten wurden 
im Vakuum auf Glasplatten aufgedampft, die wahrend des Bedampfens erhitzt 
wurden. Danach wurden sie an einem Kokonfaden im Magnetfeld aufgehangt und 
in Torsionsschwingungen versetzt. Aus der Schwingungsdauer, der magnetischen 
Feldstarke, dem Tragheitsmoment der Glasplatte und dem Volumen der Eisen- 
schicht wurde die Suszeptibilitat berechnet. Die Schichtdicke wurde optisch ge- 
messen. Es ergab sich eine zufriedenstellende Ubereinstimmung der Sattigungs- 
magnetisierung als Funktion der Schichtdicke mit den von KLEIN und SmITH 
berechneten Werten. Die Magnetisierung beginnt bei einer Schichtdicke von 125 A 
abzunehmen und verschwindet bei 11 A. AuBerdem wurde die Sattigung bei 
Schichten unterhalb 100 A Schichtdicke bei wesentlich kleineren Feldstarken 
erreicht als bei dickeren Schichten. 


Etnlettung. 

Aus der BLocuschen Spinwellentheorie wurde vor langerer Zeit die 
Temperaturabhangigkeit der Sattigungsmagnetisierung abgeleitet und 
inzwischen fiir Temperaturen, die klein gegen die CurtE-Temperatur 
sind, experimentell bestatigt. Neuerdings haben KLEIN und SMITH [J] 
eine weitere Priifungsméglichkeit der Spinwellentheorie aufgezeigt, 
indem:sie die Schichtdickenabhangigkeit der Sattigungsmagnetisierung 
berechneten. Bereits 1939 haben Haut und ScHoon [2] an yFe,O,- 
Pulver ein starkes Abnehmen der Suszeptibilitat bei abnehmender 
KristallitgréBe gefunden. K6nic [3] fand nach einem magneto-optischen 
Verfahren, daB Ejisenkristallite, die kleiner sind als vier Atomlagen 
Kantenkange, nicht mehr ferromagnetisch sind. 

Die vorliegenden Messungen [4] zeigen den Verlauf der Sattigungs- 
magnetisierung bei Eisen als Funktion der Schichtdicke. Um diese 
Kurven zu gewinnen, wurde die Magnetisierung aus der Torsions- 
schwingungsdauer der Eisenschicht im Magnetfeld berechnet. Um eine 
vollstandige Priifung der von KLe1n und Situ berechneten Kurven 
durchzufiihren, ist geplant, die gleichen Messungen bei verschiedenen 
Temperaturen vorzunehmen. 

Gleichzeitg haben CRITTENDEN und HorrMANN [4] an diinnen Nickel- 
schichten mit einem elektrischen MeBverfahren Magnetisierungsmes- 
sungen bei verschiedenen Temperaturen durchgefiihrt. Fir Zimmer- 
temperatur wurden von JENSEN und NIELSEN (6| an Nickelschichten 
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Magnetisierungsmessungen ausgefiihrt, indem sie aus der Kraft, mit der 
die Schicht in ein inhomogenes Feld hineingezogen wurde, die Magneti- 
sierung berechneten. Die bisher an diinnen ferromagnetischen Schichten 
durchgefiihrten Messungen stimmen mit den von KLEIN und SitTH be- 
rechneten Kurven zufriedenstellend iiberein. 


Mefmethode. 


Das Drehmoment L eines homogenen 
Feldes auf ein Ellipsoid, dessen eine Achse 
mit der Drehachse zusammenfallt, ist von 
COHN [7] zu 


1 B—A : 
L=——pvi- -sin2 
2 ( A + : ) Box ph. 

7 x x } 
berechnet worden, wo v= Volumen des 
Fig. 1. Schema derVersuchsanordnung: Ellipsoids ; H = magnetische Feldstarke ; 
Zwischen den Polen eines Elektro- oe eed lee - 
magneten isteinemit Eisen bedampfte %—= Suszeptibilitat; B und A= Konstanten, 
_ Glasplatte aufgehangt, aus deren Tor- — die yon den Achsenverhialtnissen abhangen ; 

sionsschwingungsdauer die Magnetisie- isa a 
rung ermittelt wurde. # = Winkel der groBen Achse gegen die Feld- 
richtung (Fig. 1). 

Wahlt man fiir zwei Achsen des Ellipsoids Werte von gr6Benordnungs- 
maBig 1 cm (lineare Ausdehnung der Schicht) und fiir die dritte 10~* cm 
(die mittlere Dicke einer Schicht), so erhalt man 4 ©0; B21, wenn 
man Werte der GréBenordnung 10°” gegen 1 vernachlassigt. 


Damit wird 


2 
L=— ; My v H? o8" sin 23 
oder fiir kleine Winkel 
L=— D;,8 

wo 

2 

Dr, = Mo 0H? | rer (4) 

ist. 


AuBerdem kann man sich leicht davon iiberzeugen, daB Abweichungen 
der Schicht von der Gestalt einer Ellipse solange das Ergebnis nicht 
andern,-als die Schichtdicke sehr klein gegen die linearen Abmessungen 
der Schicht ist. Dies ist bei den untersuchten Schichten stets der Fall. 
Man kann das gleiche Ergebnis auch gewinnen, wenn man das Dreh- 
moment auf eine ausgedehnte Platte berechnet, es fallt dann aber schwer, 
den EinfluB der Randstérungen zu ermitteln. 

Die Torstonsschwingung einer an einem Kokonfaden aufgehangten 
Glasplatte im Magnetfeld wird durch 


09+ D.0=0 aj = 32 
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beschrieben. O© = Tragheitsmoment der Glasplatten; Dg, = Richt- 
moment des Kokonfadens + Richtmoment des Magnetfeldes auf die 
Glasplatte; wy = Kreisfrequenz der unbedampften Glasplatte; @ 
Kreisfrequenz der mit Eisen bedampften Glasplatte. 

Analog wird fiir eine mit Eisen bedampfte Platte 


m 


5 08 + (Dp, + Dg)? = 0. 
Bildet man 
Dre 


A 2 2 2 
Of = Dy — Oo = | 


oder mit (1) 
a OA 
itx  p,H26’ (2) 


so hat man die Suszeptibilitat und damit die Magnetisierung M =u)xH 
durch meBbare GréBen ausgedriickt. Wie die einzelnen GréBen gemessen 
wurden, soll im nachsten Abschnitt beschrieben werden. 


Experimentelle Durchfiihrung. 

In diesem Abschnitt soll beschrieben werden, wie die einzelnen 
GréBen gemessen wurden, die nach (2) benétigt werden, um die Suszep- 
tibilitat zu berechnen. 

Die Schichtdicke d hinreichend genau zu messen, bereitete friiher die 
groBten Schwierigkeiten. Eine zuverlassige Schichtdickenbestimmung 
lieB sich mit den im Hamburger Institut entwickelten optischen Me- 
_thoden [8], [9] durchfiihren, die alle auf der Messung der komplexen 
Amplitude beruhen (Phasen- und Amplitudenanderung bei Durchgang 
oder bei der Reflexion). Mit einem in seiner Diplomarbeit [10] ange- 
gebenen Phasenkontrastverfahren bestimmte H. WEGENER an einer 
dicken Schicht! die optischen Konstanten des Eisens und _ erhielt 
—nm=2,8+0,1; k=3,1+0,1; fiir 25460 A. Mit diesen optischen Kon- 
stanten wurde unter Beriicksichtigung sémtlicher Mehrfachreflexionen 
nach einer Formel von HAMMER [13] die Durchlassigkeit in Abhangigkeit 
von der Schichtdicke berechnet. Zur Priifung, ob die aus Durch- 
lassigkeitsmessungen gewonnene Schichtdicke nicht durch eine starke 
Abhangigkeit der optischen Konstanten von der Schichtdicke verfalscht 
wurde, diente folgender Versuch: Ein Eisendraht, der mit sorgfaltig kon- 
stant gehaltenem Strom geheizt wurde, ist nach einer gewissen Anlaufzeit 
ein zeitlich linear dampfender Ofen, solange die verdampfte Menge klein 
gegen die gesamte Masse des Drahtes ist. Von einem solchen Ofen aus 
wurde in einem Arbeitsgang ein Satz Glasplatten so hergestellt, dab 
jede Platte 20 sec (teilweise 40 sec) langer als die vorhergehende bedampft 


1 Dicke‘‘ Schicht soll heiBen, dab Mehrfachreflexionen vernachlassigt werden 


konnen. 
42* 
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wurde. MiBt man die Durchlissigkeit der Schichten mit einem Photo- 
meter (nach MARTENS) und berechnet daraus die Schichtdicke, so stellt 
man fest, daB die so gemessene Schichtdicke linear mit der Aufdampfzeit 
anwiichst (Fig. 2). Das heiBt, eine méglicherweise vorhandene Abhan- 
gigkeit der optischen Konstanten von der Schichtdicke hat keinen st6- 
renden Einflu8 auf die Schichtdickenmessung. Der gréBte Fehler bei 
der Schichtdickenbestimmung riihrt von der Ungenauigkeit der opti- 
schen Konstanten her. Eine ausfiihrliche Abschatzung ergab, daB die 
Dicke nach dem hier verwendeten Verfahren auf + 10% bestimmt wird. 
Die Tragerglasplatten der Schichten 


© 


250 wurden wahrend des Bedampfens auf 
wy 200 300° C erhitzt. Dadurch erhalt man 
Sa mechanisch auBergewohnlich stabile 
BS und kaum oxydierende Schichten. 
Ad DaB die Gerade in Fig.2 nicht durch 
° $0 den Nullpunkt geht deutet allerdings 


ae a a a auf eine oberflachliche Oxydation hin 
Autoampfeert t (s. auch [77] und [/2]). Ein Dicker- 
Fig. 2. Optisch gemessene Schichtdicke als Werden dieser Oxydschicht konnte 
commenhang zeigt die Korrektheit des ange.  aD€T Nicht beobachtet werden, denn 
wendetenVerfahrens zur Schichtdickenmessung. sgwohl die optischen wie die magneti- 
schen Messungen einiger zur Probe 
herausgegriffener Schichten lieBen sich im Laufe eines Monats innerhalb 
der Fehlergrenzen reproduzieren. (Uber die Eigenschaften solcher Eisen- 
schichten vgl. K6Onic [/4).) Die Dicke der vermutlich vorhandenen 
Oxydschicht konnte in Fig. 2 aus dem Abstand zwischen Nullpunkt 
und dem Schnittpunkt von MeBkurve und Abszisse zu rund 4 Atom- 
lagen abgeschatzt werden. Der Einflu8 dieser Oxydschicht auf die 
optischen und magnetischen Messungen war stets kleiner als 4% und 
wurde, wenn es nétig war, in Korrekturen beriicksichtigt. 

Die iibrigen Grépen (w O H v) lieBen sich ohne groBen Aufwand be- 
stimmen. Da die Schichtdicke nur auf 10% genau ausgemessen werden 
konnte, wurde darauf geachtet, daB der Fehler bei allen anderen Mes- 
sungen stets kleiner als 5% gehalten wurde. Zur Bestimmung der Kreis- 
frequenz w der Torsionsschwingung wurde jede Tragerplatte an einem 
einzelnen Kokonfaden im Magnetfeld aufgehangt und die Schwingungs- 
dauer mit und ohne Schicht mit der Stoppuhr gemessen. Nach dem 
Bedampten muBte ein neuer Faden verwendet werden. Man konnte sich 
aber leicht davon tiberzeugen, daB der dadurch entstandene Fehler sehr 
klein gegen die tibrigen Fehler war. Die Auslenkungen aus der Ruhelage 
waren stets kleiner als 5°. Das Tragheitsmoment @ jeder einzelnen 
Tragerplatte wurde aus dem Gewicht der Platte und ihren Abmessungen 
berechnet, die in 35facher VergréBerung ausgemessen wurden. Dabei 
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wurde gleichzeitig die mit Eisen bedampfte Fliche gemessen, aus der 
zusammen mit der Schichtdicke das Volumen v errechnet wurde. Die 
magnetische Feldstirke H wurde mit einem Kriechgalvanometer ge- 
messen. Durch Veranderung des Polabstandes des Elektromagneten 
konnte man sich leicht davon iiberzeugen, daB der Einflu8 von Feld- 
inhomogenitiaten zu vernach- 
lassigen ist. V sex 

Die Messung der Suszepti- 
bilitat ging folgendermaBen 
_ vor sich: Die 20 Glasplatten 
wurden mit Chromschwefel- 
sdure und destilliertem Was- 
ser gereinigt und auf einen 


'— GuBesen 


20} 
halbkreisférmigen Heizkér- & 
. . = 
per in einer Hochvakuum- & ; 
apparatur aufgesetzt. Mit ; 
einer von auBen beweglichen §& , bess 705 
Blende konnte eine Platte Sas ie 


nach der anderen zum Be- 
dampfen freigegeben werden. 
Als Ofen diente eine Wendel 
aus doppelt verdrilltem 
Eisendraht [@ 1mm ferrum e : 3 : 
metallicum p.a. von Merck magn. Feldstorke H 
(,,Klavierdraht*‘) }. Die Tem- Fig. 3. Die Magnetisierung als Funktion der magnetischen 
peratur der Platten konnte Feldstarke. Als ee 
mit einem Thermoelement 

iiberwacht werden. Die Platten wurden zuerst auf rund 500° C ausge- 
heizt und wahrend des Bedampfens auf 300°C gehalten. Das Vakuum 
betrug etwa 10° Torr. Nachdem die Schichten aufgedampft waren, 
wurde solange gewartet, bis der Heizkérper wieder erkaltet war. Da- 
nach wurden die Platten aus dem Vakuum genommen und die oben 
ausfiihrlich beschriebenen Messungen an ihnen ausgefiihrt. 


a See EE 
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Ergebmisse. 
Die bei diesen Messungen gewonnenen Ergebnisse sind in Fig. 3 und 4 
wiedergegeben. Fig. 3 zeigt die Magnetisierung als Funktion der Feld- 
starke, wobei die Schichtdicke als Parameter angegeben ist!. Wie man 


1 Es wurden hier durchgehend rational definierte GroBen verwendet. Nur in den 
VergleichsmaBstaben in Fig. 3 wurde bei Gebrauch der CGS-Einheiten das nicht- 


rationale magnetische Moment WM und die nichtrationale magnetische Feldstarke §) 


angegeben. Diese hangen mit den rationalen Groen zusammen durch 47 He = Me 


und —-§= 6. 
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sieht, befinden sich die diinneren Schichten (bis 100 A) ganz deutlich 
im Sattigungsgebiet, wahrend bei den dickeren (iiber 100 A) die Sattigung 
noch nicht ganz erreicht ist. Die Absolutwerte der Sattigungsmagneti- 
sierung der dicken Schichten liegen etwas niedriger als die bei kompaktem 
Eisen. Sie stimmen groBenordnungsmaBig mit den von GuBeisen tiberein. 
Vth In Fig. 4 ist die aus Fig. 3 
gewonnene Sattigungsmagne- 
tisierung als Funktion der 
Schichtdicke aufgetragen. Der 
Kurvenverlauf stimmt mit 
dem von KLEIN und SMITH 
berechneten qualitativ tiber- 
ein. Ein genauerer Vergleich 
zwischen berechneten und ge- 


Sun 


Sattiguagsmagnerisierung Me 


0 50 700 150 = =—920 250 HOOP y, sox 
Schichtdicked messenen Werten ist bis jetzt 
Fig. 4, Die aus Fig.3 entnommene Sattigungsmagneti- noch nicht méglich, da dazu 
sierung als Funktion der Schichtdicke. erst noch die Sattigungs - 


magnetisierung als Funktion 
der Temperatur und der Schichtdicke gemessen werden miiBte. Es ist 
daher geplant, die vorliegende Arbeit in dieser Richtung zu erweitern. 


An dieser Stelle méchte ich meinem verehrten Lehrer Herrn Prof. Dr. 
R. FLEISCHMANN fiir die Férderung dieser Arbeit und sein stets reges 
Interesse an ihr recht herzlich danken. Ferner danke ich Herrn Dipl.- 
Phys. H. WEGENER fiir die Messung der optischen Konstanten des Eisens. 


Literatur. 


(1] Kien, M. J., and R. S. Smitu: Phys. Rev. 81, 378 (1951). — [2] Haut, R., 
u. TH. ScHoon: Z. Elektrochem. 45, 663 (1939). — [3] Kénic, H.: Naturwiss. 33, 
71 (1946). — [4] REINCKE, W.: Physik. Verh. 3, 217 (1952). — [5] CRITTENDEN, 
E.C., IR.and R. W. HOFFMANN: Rev. Mod. Phys. 25, 301 (1953). — [6] JENSEN, H.H., 
u. A. NrELSEN: Trans. Dan. Acad. Techn. Sci. 2, 3 (1953). — [7] Coun, E.: Das 
elektromagnetische Feld, 2. Aufl., S. 143. 1927. — Frank, P., u. R. v. MIESEs: 
Differential-Gleichungen der Physik, 2. Aufl., Bd. II, S. 7341. 1043. — [8] Freiscu- 
MANN, R., u. H. ScHopPER: Z. Physik 129, 285 (1951). — [9] ScHoppER, H.: Z. 
Physik 130, 565 (1951); 131, 215 (1952). — [10] Wecener, H.: Diplomarbeit Ham- 
burg 1950, — [71] Brecuscumript, E.: Ann. Phys. (4) 81, 999 (1926). — [12] Het- 
wia, G.: Z. Physik 132, 621 (1952). — [13] Hamner, K.: Z. techn. Phys. 24, 169 
(1943). — [14] Ko6nia, H.: Optik 3, 101 (1948). 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


; 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 175—189 (1954). 


Auftreten von Magnetfeldern 
in zirkulierendem fliissigen Quecksilber. 
Von 
F. BuRHoRN, H. GRIEM und W. LocutE-HOLTGREVEN. 
Mit § Figuren im Text. 


(Eingegangen am 2. November 1953.) 


In einem zylindrischen GefaB wird eine toroidale Quecksilberstrémung stationar 
aufrecht erhalten. Es zeigt sich, daB in dieser Strémung die Ionen im Mittel eine 
andere Driftgeschwindigkeit als die Elektronen haben, so da ein elektrischer 
, Diffusions-Strom auftritt, dessen Magnetfeld gemessen wird. Die GréBe des 
Magnetfeldes betragt bei einer Rotationsfrequenz von 25 Hz fiir die vorliegende 
Versuchsanordnung 4,3 107*Oe. Aus der Richtung des Magnetfeldes la8t sich 
die Richtung des Diffusionsstromes bestimmen. Bewegungsgleichungen fiir die 
Elektronen- und Ionenkomponente werden aufgestellt, die eine Abschatzung des 
Diffusionsstromes gestatten. GréBenordnung und Richtung des berechneten 
Diffusionsstromes stimmen mit dem Experiment iiberein. Die Dichte des Diffu- 
sionsstromes ist dem Druckgradienten proportional. 


I. Einleitung und Problemstellung. 


Eines der interessantesten Probleme der Plasmadynamik ist das 
Auftreten von elektrischen Strémen und damit auch von Magnetfeldern 
in beschleunigten Plasmen. Wahrend Beschleunigungen, die von einem 
Kraftfeld mit Potential herriihren, zu statischen elektrischen Feldern, 
aber nicht zu elektrischen Strémen fiihren, kénnen in rotierend bewegten 
Plasmen Stréme auftreten. 

Derartige Stréme und Magnetfelder sind zuerst von BIERMANN’, 
sowie BIERMANN und SCHLUTER? auf Grund der verschiedenen Diffu- 
sionsgeschwindigkeiten von Elektronen und Ionen in Gasen gefordert 
worden. Die genannten Autoren versuchen mit ihrer Theorie das Auf- 
treten starker Magnetfelder auf Sternen zu deuten und stellen auch 
Uberlegungen iiber interstellare Magnetfelder an, die ebenfalls durch ver- 
schieden schnelle Diffusion von Ladungstragern bei turbulenter Bewe- 
gung der interstellaren Materie verursacht werden sollen. Da rotierende 
Plasmen auch in den Sonnenflecken, unter Umstanden auch im Erd- 
innern eine Rolle spielen diirften, erschien es wichtig, die BifERMANN- 
ScHLitERschen Vorstellungen experimentell nachzupriifen. 

In einem wirbelnden Plasma, das durch einen Sauerstoff-Leuchtgas- 
brenner unter Zugabe von Kalium erzeugt wurde, konnten W. LOCHTE- 


1 BIERMANN, L.: Z. Naturforsch. 5a, 65 (1950). 
2 Scuitirer, A.: Z. Naturforsch. 5a, 72 (1950). 
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HoLtGREVEN! und P. O. SCHILLING stationare Magnetfelder feststellen. 
Die Messungen ergaben eine befriedigende Ubereinstimmung mit den 
entsprechenden Werten der BreERMANN-SCHLUTERSchen Theorie. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun untersucht werden, inwieweit 
Quecksilber in dem angedeuteten Sinne als ,,Plasma‘* gelten kann, d.h. 
es soll experimentell in fliissigem Quecksilber, das in geeignete Rotation 
versetzt ist, nach einem Magnetfeld gesucht werden. 

Man muB sich dabei allerdings vor Augen halten, daB die BIERMANN- 
ScHLtiterschen Uberlegungen auf Experimente mit fliissigem Queck- 
silber nicht ohne weiteres iibertragbar sind. Handelt es sich doch bei 
BIERMANN und SCHLUTER um ein ionisiertes kompressibles Gas, in dem 
die innere Reibung in jeder der beiden Komponenten vernachlassigt wird. 

In dem hier vorliegenden Falle fliissigen Quecksilbers sind beide 
Komponenten inkompressibel, auBerdem muB8B die innere Reibung 
(Zahigkeit des Quecksilbers!) bei der Ionenkomponente zweifellos be- 
riicksichtigt werden. Da zudem ein typisches Problem der Metall- 
theorie vorliegt, lassen sich die Ansatze von BIERMANN und SCHLUTER 
hier nicht verwenden. Es wird jedoch auf einem ganz anderen Wege?, 
der die Probleme der Metalltheorie durch Einfiihrung einer freien Weg- 
lange fiir die Elektronen angenahert beriicksichtigt, méglich, eine Ab- 
schatzung der zu erwartenden Effekte zu gewinnen, fiir die sich dann 
eine recht gute Ubereinstimmung mit dem Experiment ergibt. 


II. Das Prinzip der Versuchsanordnung und des MeBverfahrens 

zur Bestimmung der magnetischen Feldstarke. 

Das Quecksilber befindet sich in einem abgeschlossenen Hohl- 
zylinder, dessen Deckel zentrisch ein Rihrwerk tragt. Bei Betatigung 
des Rihrers rotiert das Quecksilber in unmittelbarer Umgebung des 
Rihrwerks mit der gleichen Geschwindigkeit wie der Riihrer, wahrend 
in darunterliegenden Schichten — wegen der Reibung — kleinere 
Winkelgeschwindigkeiten auftreten. Auf dem Boden des Hohlzylinders 
ist die Rotationsgeschwindigkeit infolge fest angebrachter radialer Stege 
zwangslautig gleich Null. Es resultiert also eine Winkelgeschwindigkeits- 
inderung in Achsenrichtung entsprechend der Entfernung vom Riihr- 
werk. Damit ist eine Zentrifugalbeschleunigungsanderung in Achsen- 
richtung verknipft. Letztere fiihrt zu einer toroidalen Strémung des 
Quecksilbers, die wir im folgenden als allein wesentlich fiir das Zustande- 
kommen des Diffusionsstromes und des damit verbundenen Magnetfeldes 
ansehen (siehe hierzu auch die SchluBbetrachtung). 


1 LocuTE-HOLTGREVEN, W., u. P. O. ScHILLING: Physik. Verh. 1951, 149. — 
Z. Naturforsch. (im Erscheinen), — Naturwiss. 40, 387 (1953). 
2 BurRHORN, F 


.. H. Grrem u. W. LocutE-HoLttGREVEN: Naturwiss. 40, 387 
(1953). 
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der Flu8 des Magnetfeldes, wie Fig. 1 zeigt, 
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In der Fig. 1 ist schematisch die GréBe der Zentrifugalbeschleunigung 
— durch die Lange der Pfeile gekennzeichnet — wiedergegeben. Die 
daraus resultierende Quecksilberstro6mung, und damit gekoppelt der 
Diffusionsstrom, ist dick ausgezogen. Senkrecht zur Strémung ist das 
Magnetfeld eingezeichnet. 

Bei gleichmaBiger Rotation ist das Magnet- 
feld stationar. Es lag also das Problem vor, sehr 
kleine statische Magnetfelder, die im Quecksilber 
auftreten, zu messen. Zu diesem Zweck wurde 


durch einen Ferroxcubehalbring, an dessen 
Enden zwei L-férmige Ferroxcubeschenkel sitzen, 
in den AuBenraum geleitet. Der Ferroxcube- 
halbring liegt im Quecksilber! in derselben 
Ebene, in der auch das zu messende Magnetfeld 
entsteht. 
Aut den Schenkeln befinden sich zwei AD snare. dymeicunisen font 
duktionsspulen. Durch Offnen und SchlieBen tung der Versuchsapparatur, 
2 oe : Zur Lage des Stromes und zur 
des magnetischen Flusses wird in den Spulen 4 jccoppelungdesmagnetischen 
eine Induktionsspannungerzeugt. Diese Wechsel- _Flusses: Magnetfeld durch ¢ ; 
-f : ; : : und ** gekennzeichnet. 
spannung lauft, wie aus dem Prinzipschaltbild 
der Fig. 2 zu ersehen ist, tiber einen Transfor- 
mator, dessen Sekundarseite zu einem Schwingkreis ausgebildet ist, an- 
schlieBend durch einen Resonanzverstarker, wird am Ausgang gleich- 


gerichtet und von einem empfindlichen Multiflexgalvanometer registriert. 


nauktions- 


Bei Interpretation der so gemessenen Magnetfelder muB man be- 
denken, daB bei Bewegung von Ladungstragern in einem 4uBeren 
Magnetfeld (Magnetfeld der Erde) auch eine elektrische Feldstirke ge- 


maB der Gleichung 
E=—[v§] 


erzeugt wird. Es wurde daher an gestrebt, das Magnetfeld der Erde durch 
moglichst gute Kompensation und Abschirmung auszuschalten. Es 


1 Um den Einflu8 von Kontaktspannungen zwischen Quecksilber und Ferrox- 
cubering beurteilen zu kénnen wurden reine oder auch lackierte Ferroxcuberinge 
verwendet, schlieBlich auch der Ferroxcubering in Trolitul eingebettet, ohne dai 
sich die Resultate anderten. 
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blieb aber immerhin noch ein Restfeld tibrig, das nach der LORENTZ- 
Gleichung eine elektrische Feldstarke hervorruft, die in derselben 
GréBenordnung liegt wie die Diffusionsfeldstarke. 

Beide Feldstarken kénnen aber experimentell leicht getrennt werden: 
Die Lorentz-Feldstarke ist proportional der Winkelgeschwindigkeit w 
und damit, wie aus der LoreNntz-Gleichung hervorgeht, abhangig von 
der Drehrichtung!. Dagegen ist die Diffusionsfeldstarke unabhangig von 
der Drehrichtung, weil sie dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit 
proportional ist. Bei jedem Versuche muB also das Riihrwerk in beiden 
Richtungen betatigt und die entsprechenden Ausschlage miissen am 
Galvanometer abgelesen werden. 


III. Versuchsanordnung. 
1. Die Wirbelapparatur. 


Der Quecksilbertopf besteht aus einem Trolitulzylinder von 53 mm 
Durchmesser und 5mm Wandstarke. Die Héhe betragt 50mm. Auf 
den Boden des GeféBes ist ein feststehender Kranz von acht radialen 
Bremsstegen zur Abbremsung des rotierenden Quecksilbers angebracht. 
Auf den Bremsstegen sitzt, wie aus der Fig.1 zu ersehen ist, ein Halbring 
aus Ferroxcube, einer hochpermeablen und fast remanenzfreien Eisen- 
legierung. Aus strémungstechnischen Griinden ist dieser Halbkreis durch 
einen entsprechenden Hartgummihalbring zu einem Vollkreis erganzt. 
Etwa 2 bis 3 mm iiber dem Kreis befindet sich ein achtschaufliges Riihr- 
rad aus Pertinax. An der Unterkante des Ferroxcuberinges sind, durch 
den Boden des Topfes durchgefiihrt, zwei rechtwinklige, ebenfalls aus 
Ferroxcube hergestellte Schenkel angepreBt, die die Induktionsspulen 
tragen. Zwischen den Schenkeln rotiert, synchron mit der Netzfrequenz, 
ein Hartgummirad, in das symmetrisch zwélf runde Ferroxcubekerne 
eingesetzt sind. Dadurch wird gleichmaBig der magnetische FluB im 
Kreis mit 600 Hz geéffnet und geschlossen. In den Spulen entsteht da- 
durch eine Induktionsspannung derselben Frequenz. 


Bei den Versuchen stellte sich heraus, daB die Wirbelapparatur gegen 
Erschiitterungen, die bei dem Riihren des Quecksilbers auftreten, 
empfindlich ist. Das Rihrwerk wurde deshalb durch zwei Kugellager 
stabil gehaltert. Die beiden Motore — ein regelbarer Gleichstrom — und 
ein Wechselstromsynchronmotor — standen wegen der magnetischen 
Streufelder in etwa 3m Entfernung. Die Schwingungen der Trans- 
mission wurden durch zwei Al-Gleitrollen weitgehend unterdriickt. 


' Die Vertikalkomponente des Erdfeldes erzeugt eine elektrische Feldstarke 
und damit einen Strom, der je nach Drehrichtung des Quecksilbers dem oben er- 


wahnten Diffusionsstrom gleich oder entgegengesetzt gerichtet ist. Die Horizon- 
talkomponente liefert keinen Beitrag. 
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Die ganze Wirbelapparatur wurde zur Abschirmung gegen duBere 
_ Felder in einen hochpermeablen Hypermkasten von 4mm Wandstiirke > 
gestellt. Bei dem Bau der Apparatur ist darauf geachtet worden, daB 
alle Konstruktionsteile, die sich im Inneren der Abschirmung befanden, 
aus eisenfreien Materialien bestanden, um dort keine remanenten Felder 
hervorzurufen. 


Fiir die Magnetfeldmessungen war es wiinschenswert, die GréBe der 
_ Abschirmwirkung des Hypermkastens zu kennen. Daher wurde die 
Abschirmung als Funktion der Frequenz auBerer Wechselfelder genau 
vermessen. Sie nimmt wegen der auftretenden Wirbelstromverluste im 
Hyperm mit dem Quadrate der Frequenz auBerer Wechselfelder zu. 
Fur statische Felder war die Abschirmwirkung allerdings nur zehnfach. 
Daher wurde zusatzlich versucht, das Magnetfeld der Erde durch 
HELMHOLTz-Spulen zu kompensieren. Die Abschirmung bzw. Kompen- 
sation gelang in keinem Falle vollstandig, sie reichte aber, wie sich zeigen 
wird aus, um genaue Messungen durchfiihren zu kénnen. 


2. Mefspulen und Eingangstransformator. 

Die Empfindlichkeit der Induktionsspulen hangt von der Windungs- 
zahl und von der GréBe des Kopplungsgrades zwischen Feld und Spule 
ab. Der Kopplungsgrad ist fiir die vorliegende Apparatur eine Konstante. 
Der Wicklungsraum fiir die MeBspulen war durch den verfiigbaren Platz 
vorgegeben. Die Spule besitzt 928 Windungen (Cu-Lack 0,03). Die Zahl 
der Windungen wurde so gewahlt, daB der Widerstand der Spulen 
leistungsmaBig an die Primarwicklung des Ubertragungstransformators 
(mit Ferroxcubekern) angepaBt ist. Da der Wechselstromwiderstand 
der Spulen bei 600 Hz 160 Q betrug, muBte fiir die Primarwicklung des 
Transformators derselbe Widerstand gewahlt werden. Das fiihrte zu 
einer Primarwicklung von 68 Windungen aus Cu-Lack 0,013 mit einem 
Widerstand von 15722. Die Sekundarseite des Transformators hat 
6680 Windungen aus Cu-Lack 0,013 und ist durch eine Parallelkapazitat 
von 980 pF zu einem Schwingkreis mit der Resonanzfrequenz von 
600 Hz erginzt. Der Resonanzwiderstand wurde zu 1,6 MQ gemessen. 
Die Erganzung der Sekundarspule zu einem Schwingkreis hat den Vor- 
teil, daB nur ein schmales Frequenzband hindurchgelassen und unperi- 
odische Stérungen weitgehend unterdriickt werden. 


3. Kompensations- und Eichspulen. 

AuBer der MeBspule befinden sich auf den Ferroxcubeschenkeln 
noch eine Kompensationsspule und eine Eichspule. Die Kompensations- 
spule ist erforderlich, weil durch Offnen und SchlieBen des magnetischen 
Kreises im noch verbliebenen Erdfeld oder durch noch vorhandene 


180 F. BuRHORN, H. Griem und W. LocuTE-HOLTGREVEN: 


Remanenz im Ferroxcubering in den MeBspulen eine Spannung induziert 
wird, die etwa zwei Zehnerpotenzen gréBer ist als die zu erwartende Meb- 
spannung. Mit der Kompensationsspule wird deshalb ein Gleichfeld 
und FluB erzeugt, der dem FluB des Erdfeldes und des Remanenzfeldes 
im Ferroxcubehalbring entgegengesetzt und annahernd gleich grof ist. 
Dadurch wird die Leerlaufspannung noch vor dem Eingang des Ver- 
starkers soweit herabgedriickt, daB keine Ubersteuerung des Verstarkers 
eintritt. Diese Stellung wird bei jedem Versuch genau eingestellt und 
wihrend der Messung kontrolliert. Die am Ausgang des Vergtarkers 
angezeigte Leerlaufspannung kann hier nochmals kompensiert werden, 
so daB am Spiegelgalvanometer eine genaue Nullpunktseinstellung mog- 
lich ist. 

Mittels der Eichspulen gelingt es, von den Apparatekonstanten voll- 
kommen unabhangig zu werden. Die Eichspule sollte zweckmaBig um 
den Ferroxcube-Hartgummiring gewickelt sein. Diese Spule wiirde dann 
ein Magnetfeld an genau der gleichen Stelle erzeugen, an der spater bei 
Rotation des Quecksilbers gemessen wird. Fiir dieses so erzeugte Magnet- 
feld miBt man die entsprechenden Ausschlage am Galvanometer und 
kann letzteres so quantitativ eichen. Vor und nach jeder Messung wird 
jeweils eine Eichkurve aufgenommen, um von etwaigen Verstarker- 
schwankungen unabhangig zu sein. Damit hat man ein direktes Eich- 
verfahren, das wesentlich genauer ist als die rechnerische Eichung, in 
die samtliche Apparatekonstanten eingehen. 

Die technische Durchfiihrung der Eichung geschah allerdings etwas 
anders: Aus strémungstechnischen Griinden befindet sich die Eichspule 
auf den Ferroxcubeschenkeln und nicht auf dem Ferroxcube-Hartgummi- 
ring. Daher wurde gesondert das Einkoppelverhiltnis einer nur fiir diesen 
Zweck angebrachten Spule um den Ferroxcube-Hartgummiring und der 
Spule auf den Schenkeln gemessen. Die Versuche ergaben, daB dieses 
, Einkoppelverhaltnis" fiir den in Frage kommenden Bereich konstant 
ist und 3,52 betragt. Die induzierte Spannung ist fiir den kleinen zur 
Messung erforderlichen Bereich linear zum angelegten Feld. Beim Um- 
kehren des Feldes kehrt sich auch die Eichkurve quantitativ um. 


4. Der Verstérker. 

Zur Verstirkung der MeBspannung wird ein vierstufiger Resonanz- 
verstarker benutzt (s. Fig. 3). Die Réhrenbestiickung besteht aus einer 
EF 40 als Eingangsrohr, dann aus zwei EH 2 und als Endrohr aus einer 
EF 42. Die ersten beiden Réhren des Verstarkers haben Gleichstrom- 
heizung. Fiir die folgenden Rohren ist das nicht mehr erforderlich, weil 
die Gitterspannungen dieser Réhren schon um zwei bis drei Zehner- 
potenzen gréBer sind als die Heizbrummspannungen. Fiir das Eingangs- 
rohr hat man infolge seines geringen Anodenstromes die MOglichkeit, die 


~r rN 
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Anodenspannung besonders stark zu sieben, so daB die Brummspannung 
gegeniiber anderen Stérungen zu vernachlassigen ist. Um das Wider- 
standsrauschen wesentlich zu verkleinern, wird als Anodenarbeitswider- 
stand der ersten R6hre ein Schwingkreis benutzt. Es wird dann nur 
das Rauschen innerhalb der Bandbreite dieses Schwingkreises weiter- 
verstarkt. AuBerdem unterdriickt dieser Kreis nochmals alle Stérungen, 
die auBerhalb seines Resonanzbereiches liegen. Im Gitterkreis der 
dritten Réhre befindet sich eine Spannungsteilerschaltung, mit der die 
Verstérkung stufenweise um zwei Zehnerpotenzen geregelt werden kann. 

Als Arbeitswiderstand der Endréhre wird 
ein GORLER-Transformator mit verschiedenen 
Anpassungswiderstanden benutzt. Um eine 
gleichmaBige Stromentnahme des Verstarkers 


zu erreichen, wird der Transformator mit 
einem OxMschen Widerstand abgeschlossen. 
iE 3 - 


* Fig. 3. Verstarkerschaltung. Fig. 4. Kompensationsschaltung. 


+Anodenspannung 


Dabei wurde beachtet, daB dieser Widerstand klein gegentiber den Wider- 
standen der Gleichrichterstrecke und dem anschlieBenden RC-Glied ist. 
Die Wechselspannung wird am Verstarkerausgang mitteils einer LG 7 
gleichgerichtet. Daran schlieBt sich die aus Fig. 4 zu erkennende Galvano- 
meterschaltung an. Die Zeitkonstante am Ausgang wird so gewahlt, daB 
schnelle Schwankungen der MeBspannung ausgeglichen werden. Das 
MeBinstrument zeigt dann den Mittelwert der Spannung tiber wahlweise 
3 bis 10 sec an. Es wurde ein Multiflex-Spiegelgalvanometer verwandt, 
dessen Empfindlichkeit zwischen 1-10 bis 1-107! Amp/mm Aus- 
schlag geregelt werden konnte. Auf das ( ralvanometer konnte eine 
Registriertrommel gesteckt werden, so daB sich der zeitliche Verlauf der 
MeBspannung photographisch registrieren lieB?. 

Die oben erwahnte Leerlaufspannung macht es erforderlich, am 
Ausgang des Verstarkers die in der Fig. 4 angegebene Spannungs- 


1 Fiir die Uberlassung des Galvanometers mit Registriereinrichtung, sowie 
anderer MeBinstrumente und der Motore danken wir der Deutschen Iorschungs- 
gemeinschaft. 
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kompensation zu verwenden. Dadurch gelingt es, am Spiegelgalvano- 
meter eine genaue Nullpunktseinstellung festzulegen, von der aus die 
MeBspannung gezahlt wird. 


IV. Messungen und MeBergebnisse. 

1. Messung der magnetischen Feldstarken. 
Wie oben erwahnt, wirken zwei Effekte gleichzeitig, die das Auf- 
treten von Strémen zur Folge haben, deren Magnetfelder sich tiberlagern. 


Das Magnetfeld A, das durch Diffusion der Ladungstrager entsteht, ist 
proportional dem Quadrate der 


70}-§ (Oe) a Winkelgeschwindigkeit und damit 
tad unabhangig von der Drehrichtung. 
57 § pos 
4 
12} § [Oe] 
2 -10-* 
= (70 
oO a 60 8 sec © £ 
~~ Daver der Messung = 
S {GH pos S$ 
3 20 40 60 us, 
Sa 8 
+ Sava ona alan 2 - 
NZ = & : 
4) neg 0 20 #0 60 80 sec 
lie 10-* [Oe] b Daver ver Messung 
Fig. 5a u. b. MeBkurven. Fig. 6. Eichkurve. 


Die Lorentz-Feldstarke, die durch Bewegung der Ladungstrager in 
einem auBeren Magnetfeld entsteht, ist von der Drehrichtung ab- 
hangig und gibt zu einer sekundéren magnetischen Feldstarke der 
GréBe B AnlaB. Mit Vertauschung des Drehsinnes Andert sich die 
Uberlagerung der eingepragten Feldstarken. Dies erméglicht die Tren- 
nung beider Effekte. 

Bei konstanter Drehzahl gilt daher fiir die entsprechenden Galvano- 
meterausschlage C, bzw. Cy: 

A+B=(C, 


A—B=C, 


2A == Cy + Gy, oder 2B=C, = C,. 


Nach diesem Verfahren wurden die Diffusionsfeldstairken fiir vier ver- 
schiedene Winkelgeschwindigkeiten gemessen. 


(w = 193, 148, 121, 78,5 [sec-1)). 


In der Fig. 5 sind als Beispiel die MeBausschlige fiir eine Rotations- 
frequenz von 19,3 Hz und in der Fig. 6 die dazugehoérige Eichkurve 
wiedergegeben. Die magnetische Feldstirke in Fig. 5a entspricht im 
Sinne unserer Normierung einem positiven Ausschlag. Das soll bedeuten, 
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da8 das Diffusionsfeld und das Feld durch Rotation der Ladungstrager 
im auBeren Erdfeld gleichgerichtet sind und sich addieren. In der Fig.5b 
haben die beiden Felder entgegengesetzte Richtung, so daB die Differenz- 
feldstarke gemessen wird. Im angegebenen Beispiel ist die Differenz- 
feldstarke negativ. Das Lorentz-Feld ist hier also gréBer als das 
Diffusionsfeld. Fiir Rotationsfrequenzen iiber 25 Hz ist die Differenz- 
feldstarke auch positiv, so daB dann die Diffusionsfeldstirke eroBer 
ist als die LoRENTz-Feldstirke. 
Das Ergebnis der Messungen ist in der Fig. 7 dargestellt. Die Figur 
zeigt die gemessenen Magnetfeldstarken, die durch Diffusion entstehen, 


als Funktion der Presuens. «Die Dis. 4g ee aes 
-kussion der Ergebnisse erfolgt im nach- @*0e | 
sten Abschnitt. ah | 
> | 
2. Berechnung der eingepragten = + 
Feldstérke. = 
: S yf 
Aus der in Fig. 7 wiedergegebenen &* | | 
Gr6éBe der Magnetfelder als Funktion der | ee 
Frequenz kann unmittelbar der Strom : 1 | 
berechnet werden, der diese Felder her- ee | 
vorruft. Fiir die Berechnung der ein- 7? Cijohemn ne 
gepragten elektrischen Feldstarke mub Fig. 7. Magnetfeld des Diffusionsstromes als 
bei gegebenem Strom noch der Wider- Funktion der Winkelgeschwindigkeit. 


stand der Strombahn bekannt sein. 

_ Diesen gewinnt man leicht aus der rdumlichen Dimension der Strombahn 
im Quecksilber mit Hilfe der Leitfahigkeit. Der Gesamtwiderstand 
betragt 8,21-10°4Q. Damit ergeben sich die in der Tabelle1 zu- 
sammengefaBten Daten. 


Tabelle 1. 
/ | 
Frequenz y des Riihrwerkes ....... 33 | 25 20 12,5 
Winkelgeschwindigkeit w des Quecksilbers . | 193 | 148 121 | ° 7855 
Maenetfeld, Sy 10-* [Oe], «on! -nav-neeenn ce 8,5 4,3 | 3,0 | 1,5 
Diffusionsstrom [-10°*[A] .......-..- 10,7 5,4 35,5 p19 
Diffusionsspannung V-10-7[V]..... . a ee eee od ee 
Mittlere Feldstarke E-10-7[V/cm] ... . 3,4 yh) 4,2) 41 O56) 


3. Messung des Zentrifugaldruckes. 

Fiir den quantitativen Vergleich der MeBergebnisse mit der Theorie 
ist es erforderlich, die GréBe des Zentrifugaldruckes zu kennen, der die 
toroidale Quecksilberstromung hervorruft. Da Riihrwerk und Queck- 
silber einen gegenseitigen Schlupf aufweisen, wird der Zentrifugaldruck 
nicht aus der Umlaufgeschwindigkeit errechnet, sondern experimentell 
bestimmt. 
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Das MeBprinzip ist sehr einfach: An der 4uBeren Wand des Queck- 
silbertopfes wird in vier jeweils um 2mm unterschiedlichen Hoéhen ein 
Quecksilbermanometer angeschlossen und der Zentrifugaldruck bei 
Rotation des Quecksilbers in Abhangigkeit von der Hohe gemessen. 
Der gemessene Druck als Funktion der Drehzahl fir die verschiedenen 
Hohen als Parameter ist in der Fig. 8 dargestellt. 


ee {: | ie V. Abschatzung der GréBe und Richtung 
18 der gemessenen Magnetfelder. 


Die gefundenen Magnetfelder werden 


a auf Diffusionsstréme zuriickgefiihrt, die 
16 aus Bewegungsgleichungen fiir die Ionen 
= und Elektronenkomponente des Queck- 
ss silbers berechnet werden kénnen. Diese 
Ss 


Bewegungsgleichungen werden aus einer 
vereinfachten Impulsbilanz fiir die ein- 


13 zelInen Komponenten gewonnen. Hierbei 
sollen beide Komponenten inkompressibel 

i und das gesamte Metall quasineutral sein. 
7 Wir betrachten zuerst die Impuls- 
anderung der Ionen innerhalb der Queck- 

195 0 20 Fos Silberstr6mung. Hierbei kénnen wir die- 
Drehtreguenz v jenige Impulsiibertragung auf die Ionen, 

oes eer die durch ZusammenstoB mit den Elek- 


tronen erfolgt, wegen der vergleichsweise 
kleinen Masse der Elektronen vernachlassigen. Dann lautet die Be- 
wegungsgleichung der lonenkomponente: 


adv; 
0; = = f; — grad p; + 7 A;. (1) 


Bezeichnungen: 9; = Dichte der lonenkomponente ; vy, = Driftgeschwin- 
digkeit der lonen; f; = auf die lonenkomponente einwirkende Volumen- 
krafte, einschlieBlich der elektromagnetischen Krafte; ; = Ionendruck; 
7 = Zahigkeit der lonenkomponente; 4 = LapLace-Operator. 


Fir die Elektronenkomponente kann der Impulsaustausch innerhalb 
der Komponente gegentiber dem Impulsaustausch Elektron—Ion ver- 
nachlassigt werden, d.h. physikalisch, daB die Elektronen untereinander 
keine innere Reibung besitzen sollen. 


Mit den entsprechenden Bezeichnungen ergibt sich dann als Bewe- 
gungsgleichung fiir die Elektronenkomponente: 


ce 
OeG, ='—gradp, + u(v; + 242 Av; — v,). (2) 
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Darin ist A die mittlere freie Weglinge der Elektronen. ist die Kon- 
stante der wechselseitigen Reibung; sie ergibt sich aus der Leitfahigkeit. 
Die Erweiterung des Reibungsgliedes mit Av; wird durch die aus der 
Zahigkeit des Quecksilbers folgende Form des Geschwindigkeitsprofiles 
bedingt, wie aus folgender Uberlegung zu erkennen ist: Die Geschwindig- 
keitsverteilung der Quecksilberstrémung soll gegeben sein durch 
b;=0,(x, vy, 2). Durch den Sto8 der Elektronen mit den Ionen sollen 
die Elektronen die mittlere Driftgeschwindigkeit der Ionen 0; (9, Vo, %o) 
am Ort des letzten ZusammenstoBes (%9, Vp, 29) annehmen, d.h. die 
Elektronen werden von der Strémung mitgenommen. Dann sollen sie frei 
nach (x, y, z) gelangen. Der sich dabei pro Zeiteinheit ergebende Impuls- 
lberschu8 der Elektronen am Orte (x, y, z) betragt: 


+00 
m,dxdydz fff Z(x, y, 2; X Vo 2) (0;(%o Yo 20) — Ve (%, ¥, 2)) dxyd Vy dzq 
Zdxdydzdx dy dz, gibt hierbei die Zahl der Elektronen an, die pro 
Zeiteinheit ohne ZusammenstoB vom Volumenelement d xy, dv, d2) ins 
Element dx dydz gelangen. 
Aus der kinetischen Gastheorie folgt fiir Z: 


] (%—%9)*+ (v—¥o)* + (2—20)* 


Z (Xo Vo%0; %, ¥,2) =C-e . 


Setzt man fiir die lonengeschwindigkeit »;=;(%9, V9, 29) eine TAYLOR- 
Entwicklung an der Stelle (x, y,z) an, so erhalt man bis auf Glieder 
vierter und héherer Ordnung in / das Reibungsglied in Gl. (2). 

Die Konstante C 1aBt sich aus der Leitfahigkeit ermitteln, braucht 
aber, da sie allen Gliedern der wechselseitigen Reibung gemeinsam ist, 
hier nicht explizite ermittelt zu werden. Es soll jetzt nach Gl. (2) der 
Diffusionsstrom berechnet werden, der bei einer stationaren Stromung 
des Quecksilbers durch einen waagerechten Kanal der Flache F hin- 
durchtritt. 

Die Stromdichte ist gegeben durch 7 =e-N-#=eN(bv;—»v,), wenn 
e die Elementarladung und N die Zahl der freien Elektronen pro cm? 
bedeutet. Fiir den Strom J folgt dann: 


7 af (f.,¢F) + Xe [ (grad be, dF) —2Ne 72 f(A v,, dF). | 


Bei einer stationaren Strémung wird das erste Glied im Zeitmittel auch 

fiir turbulente Strémung Null. Da der Kanal waagerecht verlauft und 

kein elektrisches Feld vorhanden ist, verschwindet auch k, in Stro- 

mungsrichtung. Ebenso wie die innere Reibung in der Elektronen- 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 13 
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komponente kann auch der grad f, in Stroémungsrichtung vernachlassigt 
werden. 
Es bleibt damit fiir den Strom nur noch: 


I=—22?Ne f (Av;,dF). 
Av, wird aus der Gl. (1) entnommen. Das ergibt fiir den Strom: 


pa — 2ENEl 9, f (2%, ar) —[tt,dF) + f(eradpi.dF)]. (4) 


Das erste Glied verschwindet wieder fiir eine stationare Str6mung im 
Zeitmittel. Das Glied f(f;,dF) wird, wie oben angegeben, ebenfalls 
Null, wenn der Kanal waagerecht verlauft und kein elektrisches Feld 
vorhanden ist. (Ein auBeres Magnetfeld ruft keine elektrische Feld- 
starke in Bewegungsrichtung hervor.) Der Strom wird somit nur durch 
das letzte Glied bestimmt: 


p= — 72 f (grad p,, dF). (5) 


Fiir die Berechnung des Stromes ist es also nicht erforderlich, daB man 
das Strémungsfeld » kennt, sondern der Strom wird — bei bekannter 
freier Weglange und Zahigkeit — allein durch den Druckgradienten 
bestimmt. Die mittlere freie Weglange der Elektronen kann aus der 
Leitfahigkeit fiir Quecksilber ermittelt werden. Es gilt: 


e2- AN 


* )2m ty é 


wobei w#) die Grenzenergie der Elektronen am absoluten Nullpunkt ist. 
Setzt man fiir diese die kinetische Energie der Elektronen am absoluten 


Nullpunkt ein, so erhalt man mit w%) = vp fiir die freie Weglange den 
Ausdruck: 


a M* U9" o 
~ N-et * 


(m = Masse der Elektronen; vg = Grenzgeschwindigkeit; o = Leit- 
fahigkeit; N = Zahl der freien Elektronen pro cm? und e = Elementar- 
ladung.) 


Bei der Berechnung der freien Weglainge wird fiir die Zahl der Elek- 
tronen pro cm* die Zahl der Atome pro cm* angenommen?. N ist dann 
4+ 10°" procm’. Fiir die Grenzgeschwindigkeit folgt Vp = 1,2 - 108 cm/sec. 

o Durch Berechnung der freien Weglange aus der experimentell ermittelten 
Leitfahigkeit und Annahme von einem Leitelektron pro Atom bleibt man in Uber- 
einstimmung mit der Erfahrung, auch wenn hier an Stelle der konsequenter Weise 
notwendigen FERMI-Statistik die klassische Statistik benutzt wird. 


a” 
4 


7 


Auftreten von Magnetfeldern in zirkulierendem fliissigen Quecksilber. 187 


Mit der Leitfahigkeit o =9,5 - 10! c.g.s.-Einheiten ergibt sich dann fiir 
die freie Weglange A= 1,1 - 10-7 cm. 

Damit kann jetzt bei Einsetzung der experimentellen Werte fiir 
grad #; und F der Diffusionsstrom ausgerechnet werden. Man findet 
fiir die verschiedenen Winkelgeschwindigkeiten folgende Diffusions- 
strome: 


fiir w = 193 sec} I =9,1-10-4 Amp 
@ = 148 sect I = 4,7-10-4 Amp 
@ = 121 cm™ I =3,3> 4074 Amp 
@ = 78,5 cm I ~1-+10-4Amp. 


(Bei der Kleinsten Winkelgeschwindigkeit 1aBt sich der Druckgradient 
nur ungenau bestimmen, so da der Wert fiir den Diffusionsstrom auch 
ungenau ist.) 

Vergleicht man diese nach Gl. (5) berechneten Werte mit denjenigen 
aus der Tabelle 1, so erkennt man, daB die berechneten Werte des Dif- 
fusionsstromes mit den gemessenen in derselben GréBenordnung liegen. 

Es muB dabei betont werden, da8 die theoretische Berechnung mehr 
abschatzenden Charakter hat, da die Bewegungsgleichungen nur mit den 
oben angegebenen Vernachlassigungen gelten. AuBerdem ist die Zahl 
der in unserem Sinne als ,,frei‘ zu betrachtenden Elektronen fraglich. 
Mit derselben Fehlergrenze ist dann auch nur die freie Weglange an- 
gebbar, weil beide gekoppelt sind. Immerhin darf die Ubereinstimmung 
der berechneten Werte mit dem Experiment als durchaus befriedigend 
angesehen werden. 

Neben der GréBe der Magnetfelder wurde auch noch ihre Richtung 
gemessen, wodurch die Richtung des erzeugenden Stromes festgelegt 
wird. Das gelingt durch die Bestimmung der Eichfeldrichtung aus der 
Eichstromrichtung und der Beobachtung des Vorzeichens der entspre- 
chenden Galvanometerausschlage. Aus der oben angegebenen kinetischen 
Deutung der Diffusionsvorgange folgt, daB die mittlere Driftgeschwin- 
digkeit der Elektronen stets kleiner sein inuB als die mittlere Ionendrift- 
geschwindigkeit. Vom Bezugssystem der strémenden Quecksilber- 
ionen aus gesehen, miissen also die Elektronen entgegengesetzt zur 
Strémung wandern und in dieser Richtung einen negativen Strom trans- 
portieren. Die Messung der Magnetfeldrichtung ergab jedoch, daB in 
dieser Richtung ein Strom positiver Ladungstrager flieBen mu8. Diese 
Diskrepanz konnte durch die Bestimmung des Vorzeichens der HALt- 
Konstanten geklart werden. Die Messung ergab, daB das Vorzeichen der 
Hatt-Konstanten fiir Quecksilber umgekehrt zu dem eines echten 
Elektronenleiters ist. Das bedeutet, daB bei Quecksilber die Lécher- 
leitung iiberwiegt und damit gegen die Strémungsrichtung scheinbar 


ein positiver Strom transportiert wird. 
43s 
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Anhang. 


Messung des Vorzeichens und der Grope der HALi-Konstanten 
fiir Quecksilber. 


Das Vorzeichen der Hart-Konstanten bei fliissigem Quecksilber 
konnte durch Vergleich mit einem echten Elektronenleiter (Kupfer) be- 
stimmt werden. Man bringt zwischen die Polschuhe eines starken 
Elektromagneten ein diinnes Kupferblech und 1aBt dieses in seiner 
Langsrichtung von einem Strom, dessen GréBe und Richtung bekannt 
ist, durchflieBen. An den Querseiten des Kupferbleches wird nach 
Einschalten des Magneten die entsprechende Hat1-Spannung abge- 
griffen und auf ein empfindliches Galvanometer gegeben. Der Ausschlag 
des Galvanometers gibt die GréBe und Richtung des HALL-Stromes an. 
Fiir den entsprechenden Versuch mit Quecksilber wird dieses zwischen 
zwei diinne Zellonplatten gebracht, die quecksilberdicht in einer Fassung 
aus Pertinax gehaltert werden. Der Abstand der beiden Platten ist 
genau meBbar. Der Versuch ergibt, daB die Richtung des HALL-Stromes 
fiir Quecksilber umgekehrt zu der im Kupfer ist. Das zeigt, daB bei 
Quecksilber die Lécherleitung gegeniiber der Elektronenleitung tiber- 
wiegt, wie schon aus der Stellung des Quecksilbers im periodischen 
System vermutet werden konnte. 

Uber die GréBe der Hatt-Konstanten sind zur Zeit noch Messungen 
im Gange, tiber die in Kiirze berichtet werden soll. 


SchluBbetrachtung. 


In der vorliegenden Arbeit konnte gezeigt werden, daB in toroidal 
stromendem Quecksilber geschlossene Kreisstréme und ein entsprechen- 
des Magnetfeld auftreten. Neben der toroidalen Strémung ist auch eine 
Zirkulationsstr6mung um die Achse des Rithrwerkes vorhanden und es 
unterliegt keinem Zweifel, daB auch diese Strémung mit einem ge- 
schlossenen elektrischen Kreisstrom und einem entsprechend liegenden 
Magnetfeld gekoppelt ist. Dieses Feld wurde in der hier verwendeten An- 
ordnung nicht gemessen, dagegen steht es bei den Plasmaversuchen von 
W. LocuTE-HOLTGREVEN und P, SCHILLING gerade im Vordergrund der 
Betrachtung. 


Physikalisch gesprochen bedeutet die mathematische Uberlegung in 
obiger Arbeit folgendes: In einer Zirkulationsstrémung eines fliissigen 
Metalls tritt immer dann eine elektrische Strémung auf, wenn das Ge- 
schwindigkeitsprofil der Strémung nicht linear verlauft, sondern ge- 
kriimmt ist (d.h. ein 4; besitzt). In dem mittleren, am schnellsten 
bewegten Stromfaden einer laminaren Strémung durch ein Rohr ge- 
Jangen z.B. (durch StoB) nur Elektronen, die eine kleinere Driftge- 
schwindigkeit besitzen, hinein. Die Elektronen bleiben also gegentiber 
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den Ionen zuriick, was bei der ,,Lécherleitung’’ des Hg einem Zuriick- 
bleiben der positiven Ladung entspricht. Als besonders bemerkenswert 
méchten wir noch hervorheben, daB sich eine Abschatzung der GréBe 
der auftretenden Stréme gewinnen laBt, ohne eine genaue Kenntnis des 
Strémungsprofiles. Die fiir den Diffusionsstrom einzig maBgebende 
Kriimmung des Geschwindigkeitsprofiles tritt sowohl in dem Wechsel- 
wirkungsglied der gegenseitigen Reibung zwischen Elektronen und 
Ionen wie in dem Zahigkeitsglied der Strémungsgrundgleichung auf. 
Durch Kombination beider Gleichungen gelingt die Eliminierung des 
Geschwindigkeitsprofiles. 

Die oben beschriebenen Versuche diirfen nicht mit dem ToLMAn- 
Versuch verwechselt werden. Bei ToLMAN handelt es sich nur um Be- 
schleunigung der Elektronen gegeniiber dem festen Ionengitter des be- 
trachteten Metalls. Es liegt also nur eine Elektronenstrémung vor. In 
unserem Falle wird die Elektronenstrémung jedoch erst durch eine 
Ionenstrémung hervorgerufen. Rechnet man den ,, TOLMAN-Strom“ aus, 
indem man annimmt, daB die vorliegenden Druckkrafte nur auf die 
Elektronen wirken, so bekommt man einen Strom, der 500mal kleiner 
ist als der von uns gemessene. 


Herrn Professor Dr. G. BURKHARDT sowie Herrn Dr. LARENZ sind 
wir fiir kritische Bemerkungen sehr zu Dank verpflichtet. 


Kiel, Institut fiir Experimentalphysik der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S.190—199 (1954). 


Ferromagnetismus und Bandstruktur 
der Ubergangsmetalle™*. 


Von 
F. BADER, K. GANZHORN und U. DEHLINGER. 


Mit 9 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 19. Dezember 1953.) 


Ausgehend von den gruppentheoretisch ermittelten, der Gittersymmetrie ange- 
paBten d-Funktionen und von der bei homéopolarer Bindung wesentlichen Auf- 
spaltung in bindende und lockernde Teilbander wird ein neues Bandschema fir 
alle Ubergangsmetalle aufgestellt. Die Spinverteilung wird durch drei halb- 
empirische Regeln festgelegt. Man erhalt so einen bestimmten Antiferromagnetis- 
mus in den bindenden Teilbandern, der bei Cr, Mo, W maximal ist, ein der SLATER- 
Kurve folgendes ferromagnetisches Moment und den Paramagnetismus des Gamma- 
Eigens. Auch die Stabilitat der Gitterstrukturen, die Elektronenwarme und der 
Gang des Ha.t-Effektes ergeben sich qualitativ fiir alle Ubergangsmetalle in 
richtiger Weise. 


Die bisherige quantentheoretische Erklarung des Ferromagnetismus 
durch HEISENBERG, BETHE! u. a. nahm bekanntlich an, daB das nach 
HEITLER-LONDON gebildete Austauschintegral zwischen benachbarten 
Atomen fiir die d-Funktionen der ferromagnetischen Zustande anormal 
sein Vorzeichen andert; dann ist der energetisch tiefste Zustand nicht 
mehr, wie bei der homéopolaren Bindung ein Singulettzustand, sondern 
besitzt parallele Spins. Nun haben zahlenmaBige Berechnungen solcher 
Austauschintegrale? den geforderten Vorzeichenwechsel nicht ergeben. 
Vor allem aber war die Theorie nicht im Stande, den so auffallenden 
Umschlag vom Antiferromagnetismus der flachenzentrierten zum Ferro- 
magnetismus der innenzentrierten Phase beim Eisen zu deuten. Dies 
hat auch ZENER® erkannt; die von ihm daraufhin entwickelten neuen 
Ansatze scheinen aber nur einen kleinen Teil des empirischen Materials 
befriedigend wiederzugeben. 

Der beim Eisen und in sonstigen Fallen empirisch sich zeigende Zu- 
sammenhang zwischen Ferromagnetismus und Gitterbindung hat uns 
veranlaBt, zunachst fiir die Gesamtheit der Ubergangsmetalle den Ein- 
fluB der d-Elektronen auf die Gitterstruktur zu untersuchen. Die 


* Otto HAHN zum 75. Geburtstag gewidmet. 

} HEISENBERG, W.: Z. Physik 49, 619 (1928). Vgl. SoMMERFELD-BETHE: 
Handbuch der Physik, Bd. 24/2, 2. Aufl. 

* Baver, F.: Stuttgarter Diss. 1953. — Wontrartn, E. P.: Nature, Lond. 
163, 57 (1949). Vgl. auch J.C. SLateEr, Phys. Rev. 49, 537 (1936). 

8 ZENER, CL.: Phys. Rev. 85, 324 (1952) 
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Bindungsenergie der Elemente im periodischen System! hat ein Maximum 
einerseits in der Spalte der diamantartigen Stoffe C, Si, Ge, Sn, anderer- 
seits bei den innenzentrierten Ubergangsmetallen Cr, Mo, W. Daher 
lag es nahe, die von HunD? nach der BLocuschen Methode angedeutete 
Berechnung der Banderstruktur des Diamantgitters auf die d-Elektronen 
der Ubergangsmetalle zu iibertragen. Zunichst konnte fiir Diamant? 
gezeigt werden, daB die bei der Biocuschen Stérungsrechnung auf- 
tretende Sakulardeterminante iibersichtlicher zu behandeln ist, wenn 
von vornherein die der Gittersymmetrie angepaBten ,,richtigen“’ Atom- 
funktionen eingesetzt werden. Beim Diamant sind dies die aus der 
Molekiltheorie bekannten, aus s- und #-Funktionen linear kombinierten 
g-Funktionen. Dementsprechend wurden nun die der kubischen Sym- 
metrie angepaBten d-Funktionen ermittelt*, und zwar muBte dazu nach 
BETHE ® die Darstellungstheorie der Drehgruppen herangezogen werden. 
Es ergab sich die schon bekannte Aufteilung der fiinf linear unabhan- 
gigen d-Funktionen in eine Familie von drei und eine von zwei unter- 
einander entarteten Funktionen, deren analytische Ausdriicke sich aus 
der Darstellungstheorie fiir das innenzentrierte Gitter folgendermaBen 
ermitteln lassen: 
Dreierfamilie (d*): 


1 ye+2x-+ 4 

i= ys hal) ae eg 
’ 1 YFZ—2H— HY 
3 aed y3 Beal”) = 5. oe 


' 1 
$3 = >= Bsa") 2 


Zweierfamilie (d?): 


Diese drei bzw. zwei linear unabhangigen Funktionen haben maximale 
Wahrscheinlichkeitsdichten in sechs bzw. vier von den in Fig. 1 dar- 
gestellten Kristallrichtungen zu den nachsten bzw. tibernachsten Nach- 
barn des innenzentrierten Gitters. Die jeweils zugehérigen zwei weiteren 
Richtungen erhalt man aus Linearkombinationen der angegebenen Funk- 
tionen, durch die aber die dreifache bzw. zweifache Entartung der Fa- 
milie nicht geandert wird. 


1 Vgl. Sertz, F.: Theory of Solids. New York 1940. 

2 Hunp, F.: Z. Physik 73, 565 (1932); 74, 1 (1932). 

3 GANZzHORN, K.: Stuttgarter Diplomarbeit 1950. Naturwiss. 39, 62 (1952). 
4 GanzHorn, K.: Stuttgarter Diss. 1952. — Z. Naturforsch. 7a, 291 (1952). 
5 Berne, H.: Ann. d. Phys. 3, 133 (1927). 
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Entsprechend der erwahnten Analogie zum Diamant wird nun an- 
genommen, daB aus diesen Atomfunktionen nach der Briocuschen Me- 
thode sich jeweils ein bindendes und ein lockerndes Teilband ergibt, die 
je linear unabhangiger Atomfunktion mit einem Elektron voll besetzt 
werden kénnen. Der Abstand zwischen den Schwerpunkten dieser beiden 
Teilbander und ihre Bandbreite ist um so gréBer, je starker die Uber- 
lappung zwischen den Funktionen der nach Fig. 1 entsprechenden Nach- 
baratome ist?. Somit ist der genannte Abstand, der nach Breitemes- 
sungen an Roéntgenemissionsspektren auf etwa 2 eV zu schatzen ist, fur 
die d?-Bander gréBer als fiir die d?-Bander, deren Valenzrichtungen zu 


té 
a 
a? = 
ie, | L ] sapete 
a “an 
a 
Fig. 1. Polardiagramme der Atomfunktionen (d*) Fig.2. Bandschema des raumzentrierten Gitters. 
und (d*). Bei Cr sind die beiden unteren d-Bander gefiillt. 


den Nachbarn zweiter Sphare fiihren und deren Uberlappung daher 
wesentlich kleiner ist. Die s-Elektronen kombinieren nach allen Er- 
fahrungen nicht mit den d-Elektronen?; somit erhalt man das in Fig. 2 
gezeichnete Bandschema®. 


Uber die Spinverteilung innerhalb des Gitters kann die BLocusche 
Einelektronen-Rechnung keine Aussagen machen, weshalb hierfiir neue 
Prinzipien aufgestellt werden miissen. Sie wurden aus der Molekiil- 
theorie* tibernommen; ihre gittertheoretische Begriindung ist in An- 
griff genommen. Wie gezeigt werden soll, kann ein umfangreiches 
empirisches Material mit den folgenden drei Regeln® gedeutet werden: 


1. Die Spins der Elektronen in bindenden Bandern sind zwischen 
Nachbaratomen antiparallel ausgerichtet, soweit eine Uberlappung der 
zugrunde liegenden Atomfunktion auftritt. Die Spins in den lockernden 
Bandern sind entsprechend parallel gekoppelt. 


1 Vgl. dazu die entsprechenden Rechnungen fiir weiBes Zinn, U. DEHLINGER 
u. H. ScHEenK, Z. Physik 136, 344 (1953). 

* Mott, N.F.: Proc. Phys. Soc. 47, 571 (1935). 

®§ GANZHORN, K.: Stuttgarter Diss. 1952. 

* Vgl., Courson C. A.: Valence. Oxford 1952. 

5 Baver, F.: Stuttgarter Diss. 1053. 
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Damit wird das bindende und lockernde Teilband der BLocuschen 
Rechnung gleichgesetzt den bindenden und lockernden Termen der 
HEITLER-LONDON-Methode bei stets negativem Austauschintegral. 


2. Auch im Kristallverband ist im Einzelatom das Pavuti-Prinzip 
erfiillt, d-h. es k6nnen in den Zweierbandern (,,unteres und ,,oberes‘‘ 
Teilband zusammengenommen) maximal nur zwei Plus- und zwei 
Minus-Spins auftreten, in den Dreierbandern entsprechend drei Plus- 
und drei Minus-Spins. 


3. Der Hunpschen Regel fiir Molekiile entsprechend stellen sich die 
Elektronen der verschiedenen Bander soweit parallel, als es mit den 
anderen Regeln, insbe- Megretisohes Moment 
sondere mit Regel 2, ver- ~dasvardos 28 


einbar ist. [| [ || ral 
Zur gittertheoretischen ee a. a r al E] 


Begriindung dieser Regel 


sei angefiihrt, daB nach + 4h | At 

7+ ||7- as-|\as+| || 7- || 7+ 7- || 7+ 
SLATER! 99,5% der Aus- | Se: Pa 
tauschenergie auf die rm 7 +4 7 
Wechselwirkung _inner- oy Coal Be a oe 
halb des Atoms kommt. rang toner 1 sas 0 0 
Ee Begrenzung der Fig.3. Verteilung der Spins auf zwei miteinander gekoppelte 
Regel bE wird unten be- oa Nachbaratome in einem Zweierband. 
sprochen. 

Ein Beispiel fiir die Anwendung der Regel ist in Fig. 3 dargestellt. 
Wegen Regel 1. ist es offensichtlich nétig, zwei ihr entsprechend ge- 
koppelte Nachbaratome zu betrachten. Nach 2. ist der Antiferro- 
magnetismus im unteren Band von der Besetzung des oberen Bandes 
abhangig. Wie man sieht, stellt sich das maximale antiferromagnetische 
Moment dann ein, wenn die oberen Bander noch leer sind, wahrend es 
Null ist, wenn diese zur Halfte besetzt sind. Ein resultierendes Gesamt- 
moment tritt in den oberen Teilbandern sofort auf, wenn ihre Besetzung 
beginnt. Sind sie aber voll besetzt, ist das resultierende Moment wieder 
Null?. 

Dieselben Satze gelten fiir das Dreierband. Somit ist das maximale 
ferromagnetische Moment von Zweier- und Dreierband zusammen 2,5 vz 
je Atom, was experimentell in der sog. SLATER-Kurve Fig. 4 gut be- 
statigt ist, aber auch bei Fe-Pt sich zeigt. 


1 SLATER, J.C.: Phys. Rev. 49, 537 (1936). 

2 Aus dem von M. F. MANNING, Phys. Rev. 63, 190 (1943) nach der Zellen- 
methode berechneten Bandschema wiirde folgen, da®B Fe rechts vom Maximum 
der Srater-Kurve (Fig. 4) liegt, dessen Betrag 3g sein miiBte. 

3 Baper, F.: Z. Naturforsch. 8a, 334 (1953). 
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Beim Eisen miissen nach Fig. 5 dem s-Band 0,8 Elektronen je Atom 
zugeteilt werden, um aus den Regeln das experimentelle ferromagnetische 
Moment von 2,21, zu erhalten. Ahnlich kommt man bei Kobalt auf 
0,7 und bei Nickel auf 0,6 s-Elektronen je Atom. 

Zum Antiferromagnetismus der bindenden Teilbander mu8 beachtet 
werden, daB nach Regel 1. beim Dreierband die Spins der zwei einfach 
kubischen Teilgitter des innenzentrierten Gitters entgegengesetzt sind, 
wahrend die des Zweierbandes die Ordnung zweiter Art nach VAN VLECK? 
bilden. Daher hat z.B. in Cr, Mo, W die Halfte der Atome das resul- 
tierende Moment +5y,, die andere Halfte +3y,. Da zum Auf- 
brechen dieser Einstellung eine Energie von etwa 2 eV ndétig ist?, liegt 


der NéEt-Punkt bei ungefahr 20000°. F 
ferromagn. Moment { 
30 Azan der Atome ~*4H48 
a ie raumzentriart stabil Wichenzentriert stabi! 
Go i" 


Sod 28+ (36-] 
Se 22- [ize] 


=é{ 
=) 


SS 
SS 
$$ 


SOtigungsmagnerisierung 
Anzahl der Atome 
s 


Antiferromagn. Moment 


OS =t 
Anzahl derAtome “8 
{20%Ni i Fe 
% in Fe ta ag : 
T 3 
“y 25 B a7 2 29 EZ) ait « Spins besetat 
Elektronenzah! mit Spins besetat 
Fig. 4. Stater-Kurve fiir innenzentriertes Fig. 5. Bandschema des raumzen- 
und flachenzentriertes Gitter. trierten Eisens. 


Die Zahl der homéopolaren Gitterbindungen durch gerichtete Va- 
lenzfunktionen der d-Elektronen ist bei Cr, Mo, W maximal und wird 
durch die Besetzung der lockernden Teilbander entsprechend vermindert. 
Dies kommt, wie oben erwahnt in der Bindungsenergie, aber auch im 
Gang der Gitterkonstanten mit der Ordnungszahl zum Ausdruck®. 

Im fldchenzentrierten Gitter bleiben die oben angefiihrten Atom- 
funktionen der Zweierfamilie bestehen; auch hier geht ihre Valenz- 
richtung zu den Nachbarn zweiter Sphare. Dagegen miissen in der 


1 ViEck, J. H. VAN: J. Phys. Radium 12, 262 (1951). 

* Der Zustand mit an den Atomen festliegenden Spins ist selbstverstandlich 
nicht stationér. Es wird ein Austausch zwischen entgegengesetzten Spins statt- 
finden, dessen Frequenz aus dieser Energiedifferenz zu 20+ 10" sec™! geschatzt 
werden kann, Da nun die Aufenthaltsdauer eines Neutrons bei den Interferenz- 
versuchen von SHULL und WILKINSON [Rev. Mod. Phys. 25, 100 (1953)] etwa 
107! sec war, kann mit ihnen der Antiferromagnetismus nicht festgestellt werden. 
Bei Oxyden ist die Frequenz kleiner. — Bavrer, F.: Z. Naturforsch. 8a, 498 (1953). 

3 GANzHORN, K.: Z. Naturforsch. 8a, 330 (1953). — Baber, F.: Z. Naturforsch. 
8a, 675 (1953). 
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Dreierfamilie die urspriinglichen Atomfunktionen yt}, yii, yi ver- 
wendet werden, da sie direkte Basisfunktionen der Permutationsgruppe 
der Nachbarn erster Sphire sind. Die ihnen entsprechenden Valenz- 
richtungen legen in den Flachendiagonalen. 

Nun hat die antiferromagnetische Ordnung der ersten von VAN VLECK 
bestimmten regelmaBigen Verteilung im flachenzentrierten Gitter, die 
wegen der Kopplung entlang der 
Flachendiagonalen hier nur in Frage 
kommt, nur acht antiparallel, aber vier 
parallel gestellte Nachbarn. Da diese 
vier in einer Ebene liegenden Nach- 
barn gerade zu den Valenzrichtungen 
einer Funktion der Dreierfamilie ge- 
héren, kann fiir diese Funktion die 
Regel 1. nicht erfiillt werden. Wenn 


; . : : Fig. 6. Flachenzentriertes Gitter: Ordnung 
sie mit zwei Elektronen besetzt ist, erster Art nach VAN VLECK flr antiferroma- 
ceca g © . . : . netisch ausgerichtete Atome im unteren 
sattigen sich diese unmittelbar im _ ; @-Band. 


Atomniveau ab!. Damit erhalt man 


fiir y-Fe die in Tabelle 1 dargestellte Spinverteilung, wobei als Teil- 
gitter fiir das Dreierband die parallelen Ebenen z=const der Fig.6 zu 
betrachten sind. 

Nun aber sind im fla- Tabelle 1. Spinverteilung bei y-Fe. 
chenzentrierten wie im | 


: 1. Teilgitter 2. Teilgitter 

innenzentrierten Gitter 
die Spins des oberen  Oberes d®?. . .| 0,2+ o— O22) 0 
Zweierbandes nach Re- Oberes @. . .) 1,0+ 0— Osr eA Oe 

‘ Atomniveau. 1,0+ 1,0— 1,0+ 1,0— 
geli. nur innerhalb der Unteres @ . .| 1,04 1,0— {05a Oo 
einzelnen Teilgitter, die Unteres d* . .| 1,8+ 0,2— O2ae 158 
iibernachste Nachbarn ste Ap Pypyh SO 


verbinden, miteinander 
gekoppelt, wahrend die des Dreierbandes zwischen nachsten Nachbarn 
gekoppelt, also durch den ganzen Elementarbezirk gleichgerichtet sind. 
Wenn nun im Dreierband insgesamt das antiferromagnetische Moment 
iiberwiegt, werden die nicht miteinander gekoppelten Teilgitter des 
Zweierbandes nach Regel 3. diesem Antiferromagnetismus angeschlossen, 
wie Tabelle 1 zeigt. Daher ist dort das Gesamtmoment des oberen 
Zweierbandes Null, das y-Fe ist insgesamt antiferromagnetisch. 
Dagegen haben die Dreierbander des ~-Fe nach Fig. 5 einen Uber- 
schu8 an ferromagnetischem Moment von 1,2—0,6=0,6m,. Das 
obere Zweierband mit dem Moment 1, wird also nach Regel 3. ein- 
heitlich parallel gekoppelt, so daB das insgesamt resultierende Moment 
4,2+1,0=2,2u, wird. In Fig. 4 ist fir flachenzentrierte Gitter die 


1 Vgl. dazu die lone pairs bei CouLson, l. c. 
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theoretische Gerade a eingezeichnet, die das antiferromagnetische Mo- 
ment je Atom angibt. Sie geht nach Fig. 3 am Maximum der SLATER- 
Kurve durch Null; liegt links von diesem Punkt die Ordinate der SLATER- 
Kurve x, unter dem Maximalwert, so ist das antiferromagnetische 
Moment 2xj,, da sich dann nach Regel3. x Plus-Spins des unteren 
d-Bandes umkehren, damit die Héchstzahl von drei Plus-Spins erreicht 
wird. AuBerdem ist die Gerade b aufgetragen, die die Elektronenzahl 
im oberen Dreierband angibt und um 1m, gegen die SLATER-Kurve 
verschoben ist. Am Schnittpunkt A der beiden Geraden geht der Anti- 
ferromagnetismus in Ferromagnetismus iiber. Er liegt fiir flachen- 
zentrierte Gitter bei 26,4 Elektronen je Atom. Fiir innenzentrierte 
Gitter verschieben sich die Geraden a und 6 entsprechend; ihr Schnitt- 
punkt liegt bei 25,8 Elektronen. Demnach kann das reine Mn in keiner 
Modifikation ferromagnetisch sein. In den flachenzentrierten Fe—Ni- 
Legierungen. hat eine Zusammensetzung von 20 Atom-% Ni im Mittel 
gerade 26,4 Elektronen je Atom. In der Tat wird bei einer solchen Legie- 
rung erfahrungsgemaB die CurrE-Temperatur zu Null’, was unter ande- 
rem ein Beweis dafiir ist, daB hier der von FRIEDEL? theoretisch stu- 
dierte Ausgleich der d-Elektronen zwischen den verschiedenartigen 
Atomen vollstandig eintritt. 


Das Sattigungsmoment der danach ferromagnetischen flachen- 
zentrierten Legierungen ist als SLATER-Kurve in Fig. 4 eingetragen. 
Wegen der Absattigung eines Elektronenpaares im Atomniveau liegt 
ihr ansteigender Ast um 1 sv, unterhalb der Kurve fiir innenzentrierte 
Gitter. Der Maximalwert muB 2, betragen, was dem experimentellen 
Befund bei Fe—Co entspricht; den ansteigenden Ast der Kurve hat 
PESCHARD! an _ irreversiblen Fe—Ni-Legierungen beobachtet. Bei 
eimigen anderen Legierungen, z.B. Co—Cr, Co—Mn, Ni—Mn, Ni—Cr 
und Ni—V, sowie bei innenzentriertem Fe—Ni zeigt das gemessene 
Sattigungsmoment, daB der oben erwahnte Ausgleich nicht oder nicht 
vollstandig vorhanden ist. Nimmt man das an, kann auch ihr Moment 
quantitativ gedeutet werden. 


Fir die von der Regel 3. geforderte Kopplung der Spins im Atom 
gilt allgemein der Ansatz*: E = — A -S,S,. Dabei ist A ein atomares 
Austauschintegral, S, und S, sind die gekoppelten Spinmomente. Somit 
wird Regel 3. nur gelten, wenn die thermische Energie kT kleiner als 
die Kopplungsenergie E ist. Bei Annaherung an die CurtE-Temperatur 0 
wird daher zunachst die oben beschriebene Kopplung zwischen Zweier- 
und Dreierband gelockert, gleichzeitig versagt auch die Regel 3. fiir 


} PESCHARD, M.: Rev. Métall. 22, 581 (1925). Siehe auch R. ForRER, J. Phys. 
Radium 12, 4414 (1951). : 

2 FRIEDEL, J.: Thése, Paris 1953. 

* HEISENBERG, W.: l.c. — VLECK, J. H. Van: l.c. 
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das Dreierband selbst, so daB auch in ihm die spontane Magnetisierung 
abnimmt. Der Curte-Punkt wird also dann erreicht sein, wenn fiir die 
kleinste Kopplungsenergie gilt 


kO=A-S,Sp. 


Wenn nun A von der Ordnungszahl unabhangig ist (was sicher nur 
innerhalb einer Horizontalreihe des periodischen Systems der Fall sein 
kann), mu8 @ proportional S,- S, sein. Dieses Produkt ist Null fiir 
den oben erwahnten Punkt 4; fiir die Elemente «-Fe, y-Fe, Co und Ni 
ist es nach dem vorhergehenden 0,6 - 1,0 bzw. —1,6- 1,0 bzw. 1,0:0,8 
und 0,604-0,604. Die Produkte verhalten sich wie 1,65:4,4:2,2:1, 
wahrend das Verhdltnis der ex- i) 
perimentellen CuRIE-Tempera- 
turen 1,65:4,42:2,195:1 ist. Be- 
sonders iiberraschend ist, daB 
der Satz! sich auch fiir Nickel parvo aa a 44 Ve ; 
so genau bestatigt, bei dem die mperaturkoefizient 
Kopplung nicht zwischen Zweier- ; i ag oe she 

a ks Fig. 7. Auffiillung des Bandschemas im 
und Dreierband, sondern zwi- periodischen System. 
schen den entarteten Funktionen 
eines einzigen Bandes statthat. Nickel hat ja nur noch im oberen Dreier- 
band Liicken, daher bewdhrt sich bei ihm die von SLATER? und STONER? 
entwickelte formale Einband-Theorie experimentell gut, wahrend sie bei 
Eisen versagt. 


Zi V Cr Mn -Spalte des period. 
Pee ge OE Systems 


Fiir die energetischen Verhaltnisse der flachenzentrierten Phasen ist 
zunachst die Zahl der homdopolaren Bindungen maBgebend. Da wegen 
der Absattigung im Atomniveau im flachenzentrierten Fall nur das erste 
und zweite, auBerdem das siebente, achte und neunte d-Elektron bin- 
dungsfahig ist, wird bei drei bis sechs d-Elektronen das innenzentrierte 
Gitter vorherrschen?. Das bei «-Fe mit sieben d-Elektronen auftretende 
innenzentrierte Gitter wird offensichtlich durch die magnetische Energie, 
d.h. die oben erwahnte Kopplung der Spins stabilisiert (Fig. 4). 


Zur spezifischen Warme der Elektronen werden die d-Elektronen der 
Ubergangsmetalle wegen ihrer kleineren Bandbreite einen wesentlich 
groBeren Beitrag geben als die s-Elektronen. Legt man die in Fig. 7 
gezeichnete normale Besetzungsdichte der Teilbander zugrunde, so ist 
fiir die Spalte des Ti und Cr eine verhaltnismaBig kleine, der Besetzungs- 
dichte an der eingezeichneten Fermi-Grenze entsprechende spezifische 


1 BaveEr, F.: Z. Naturforsch. 8a, 334 (1953). 

* Seaver, j..€i2 Lic 

3 SronER, E.C.: Proc. Roy. Soc. A 165, 372 (1938). 
4 GanzHorn, K.: Z. Naturforsch. 7a, 291 (1952). 
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Warme, gleichzeitig ein kleinerer Wert der paramagnetischen Suszep- 
tibilitat und ein positiver Temperaturkoeffizient von dieser zu erwarten. 
Bei der Spalte des V und Mn, deren FERMI-Grenze ungefahr in der Mitte 
der Bander liegt, muB es umgekehrt sein. Diese Folgerungen bestatigen 
sich experimentell recht gut?. 

Bei den ferromagnetischen Elementen mu8 zwischen dem Zustand 
bei T—=0 und dem oberhalb des CurrE-Punkts unterschieden werden 
(die vor dem CuriE-Punkt auf- 
tretende, mit der Beseitigung 
der oben erwahnten magne- 
tischen Energie zusammen- 
hangende anomale spezifische 
Warme soll hier nicht weiter 
beriicksichtigt werden). Die 


a—Fe p-fe (2a Ni 


paramagnetisch 


SS 
4 entsprechende Bandbesetzung 
d? & ist in Fig. 8 dargestellt. Wie 
Lida d z N man sieht, verlauft bei hohen 
T+ Qér T+ 7+ s 3 
(hypothetisch) a4- - § Temperaturen die FERMI-Grenze 
auch in Bandern, die bei J =0 
i mit Elektronen einer Spinrich- 
SS opi 
; tung voll besetzt waren und 
Fig.8. Besetzung der oberen Teilbander unterhalb und i . 
oberhalb des Curre-Punktes. somit nichts zur Elektronen- 


warme beitrugen. So wird aus 
der nur mit Plus-Spins besetzten FERMiI-Grenze von «-Fe im oberen 
Dreierband eine mit Plus- und Minus-Spins besetzte in zwei Bandern; 
daher mu8B die Besetzungsdichte der FERMiI-Grenze ein mehrfaches von 


ee der bei T=0 sein. Bei Ni dagegen 
SK riickt die bei T=O nur mit einer 
nha Spinrichtung besetzte Grenze auf den 
S35 diinner besetzten Bandrand zu und 
SS f wird doppelt besetzt, wahrend das 


nail ie 
Fe Co Mt Cu d*-Band niemals einen Beitrag zur 
Fig.9. Aus den Hart-Konstanten bestimmte ~ ¥ = = : ° as 
Effektivzahlen der Leitungselektronen, Elektrone nwarme liefert. Damit wird 
der Befund verstandlich?, wonach bei 
a-Fe die Elektronenwarme von tiefen zu hohen Temperaturen auf das 
vierfache, bei Ni nur um 40% ansteigt. 


Die Elektronenwirme des stets paramagnetischen y-Fe ist bei tiefen 
Temperaturen gréBer als die von «-Fe, da nach Fig. 8 die Besetzungs- 
dichte seiner FeRmiI-Grenze wesentlich gréBer ist. Dagegen iiberholt 
das innenzentrierte Fe entsprechend dem oben gesagten bei hohen Tem- 


1 KRIESSMANN, C. J.: Rev. Mod. Phys. 25, 122 (1953). 
® StonER, E.C.: Proc. Roy. Soc. A 169, 339 (1939). — J. Phys. Radium 12, 
372 (4954); 
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peraturen die y-Phase, Ni bleibt unter beiden. Diese Verhiiltnisse er- 
klaren die durch die Elektronenentropie! bedingte Stabilitaét der Eisen- 
modifikationen. 

Nach der Morttschen Theorie der Leitfahigkeit? trigt die bei den 
Ubergangsmetallen in stark besetzten d-Bandern verlaufende FERMI- 
Grenze zur Erhéhung des elektrischen Widerstandes bei. Nach Fig. 8 
muB deshalb der Widerstand von Fe bei Annaherung an die CurRIE- 
Temperatur viel starker zunehmen als bei Ni; man findet experimentell 
den Temperaturkoeffizient bei Fe etwa dreimal gréBer als bei Ni?. 

Aus der ordentlichen HALt-Konstanten R, bestimmten PucH und 
RosTOKER* die Zahl »’ der effektiven Leitungselektronen nach der 
Formel Ry = — 1/7’ Nec (N = Zahl der Atome/cm’) entsprechend Fig. 9. 
Zwischen Ni und Cu liegt die FERM1-Grenze zum Teil in der oberen Halfte 
des d?-Bandes, so daB Lécherleitung mit positivem Beitrag zu Ry von 
seiten der d-Elektronen her auftritt. Dies erniedrigt ’ unter die Zahl 
der 4s-Elektronen x,, die standig negatives R, liefern. Bei Ni riickt 
die FERMI-Grenze in die untere Bandhialfte, so daB auch das d?-Band 
normale Elektronenleitung zeigt, was »’ tiber », erhéht. Zwischen Co 
und Ni kommt dann die FERMI-Grenze in den oberen Teil des Zweier- 
bandes: »’ liegt dann wieder unter »,. Die d?-Elektronen von a«-Fe 
tragen nach Fig. 5 zu R, einen stark positiven Anteil bei, was experi- 
mentell schon lange bekannt ist. 


Stuttgart, Institut fiir Theoretische und Angewandte Physik der 
Technischen Hochschule und Max-Planck-Institut fiir Metallforschung. 
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Die Schwichung von ROéntgenstrahlung 
in hochverdichteter fliissiger Materie. 


Von 
WERNER SCHAAFFS. 
Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 7. November 1953.) 


In Funkenschallwellen, die beim elektrischen Durchschlag durch ein flissiges 
Dielektrikum entstehen, treten ungewohnlich hohe Verdichtungen der Materie auf. 
Ihre Gestalt und Lage wird mit Hilfe yon R6éntgenblitzen photographiert. Die 
Verdichtung kann auf Grund der geometrischen Gestalt des Réntgenblitzbildes 
berechnet werden. Wird sie aber auf Grund von photographischen Schwarzungs- 
messungen bestimmt, so ergeben sich Werte, die ganz erheblich héher sind. Der 
Unterschied wird dadurch gedeutet, daB die Schwachung der R6ntgenstrahlung 
bei hoher Verdichtung der Materie in steigendem MaBSe von der Raumerfiillung 
der Molekiile abhangig wird. Die bekannte Aussage, daB die Schwachung der 
durchstrahlten Masse proportional ist, gilt danach nur fiir kleine Verdichtungen. 


1. Versuchsmethodik. 


Bei dem Versuch, die Dichte und den dynamischen Druck in Funken- 
schallwellen, die von einem elektrischen Durschschlag ausgehen und mit 
Hilfe von Réntgenblitzen photographiert werden, durch Schwarzungs- 
messungen an photographischen Filmen zu bestimmen, st68t man auf 
Schwierigkeiten, die offenbar nur durch die SchluBfolgerung iiberwunden 
werden kénnen, daB die Schwachung der Réntgenstrahlung beim Durch- 
tritt durch hochverdichtete fliissige Materie nicht nur eine Funktion der 
durchstrahlten Stoffmenge, sondern noch mehr eine Funktion der Ver- 
dichtung eines Stoffes bzw. der Raumerfiillung seiner Molekiile ist. 
Unter Raumerfiillung wird dabei das Verhaltnis des Molekiilvolumens 
pro Mol zum Molvolumen verstanden. 


Die Versuchsanordnung, mit der eine solche Untersuchung gefiihrt 
wird, ist zuerst von SCHAAFFS und TRENDELENBURG in [7] angegeben 
und spater in [2] noch naher beschrieben worden. Sie ist in Fig. 4 unter 
besonderer Betonung jener Details, auf die es in dieser Untersuchung 
ankommt, skizziert worden. Zwischen zwei Aluminiumelektroden ey 
und ey befindet sich als Medium ein fliissiges Dielektrikum Di. Wird 
durch SchlieBen des Schalters S die Ladung eines Hochspannungs- 
kondensators C (z.B. 0,05 uF bei 80kV) an diese Elektroden gelegt, 
so erfolgt langs der punktierten Linie ein elektrischer Durchschlag mit 
einer Stromstirke von etwa 1000 Amp. Durch die zugefiihrte elektrische 
Energie wird dort die Fliissigkeit verdampft. Der Dampf dehnt sich aus 


. 


> 


_ Aufnahmen ein kreisférmiges Gebiet von 
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und nimmt nach einer gewissen Zeit als Gasplasma den Entladungs- 
raum E ein. Die im Entladungsraum E befindlich gewesene Fliissigkeit 
wird abgedrangt und erfiillt dann den ringférmigen Verdichtungsraum D, 
Die Front des Verdichtungsraumes breitet sich mit Uberschallgeschwin- 
digkeit aus. Dieser Vorgang kann in einer beliebigen Phase durch den 
Réntgenblitz einer Hochvakuum-Rontgenblitzréhre RB durchleuchtet 
und auf einer photographischen Platte P festgehalten werden. Die 
Fig. 2 und 3 zeigen die Positivkopien solcher Aufnahmen in Original- 
gr6Be. Der Rontgenblitz hat in diesen 


etwa 5cm © durchleuchtet. Das kommt in 
der Aufnahme Fig.3 durch die hohe Absorp- 
tion der Réntgenstrahlung im Brombenzol 
weniger zum Ausdruck. In den Mitten der 
weiBen Kreisflachen sind die Uberschliage 
erfolgt. Das Funkenschallbild Fig. 2 ist 
34usec, das von Fig. 3 etwa 21 usec nach 
dem Durchschlag aufgenommen worden. 


2. Die Bestimmung von Verdichtungen 
der Materie. 


Es 1aBt sich experimentell beweisen, 
daB beim Durchschlag keine Deformation pig 4. schema zur Erzeugung und 
der Elektroden eintritt oder nur eine so ai ay apie Ae aa acid 
kleine, daB sie nicht in Rechnung gestellt fliissigen Dielektrika. 
zu werden braucht. Einige Zeit nach dem 
Durchschlag befindet sich praktisch alle in dem Entladungsraum E 
gewesene Fliissigkeit in dem Verdichtungsraum D. Bei einem gegen den 
Durchmesser der Elektroden kleinem Abstand kann der beschriebene 
Vorgang als ebenes Problem behandelt werden. Unter diesen Vorraus- 
setzungen kann nach [J] aus den geometrischen Abmessungen des 
Funkenschallbildes die mittlere Verdichtung im Verdichtungsraum D 
berechnet werden zu 

ne 


Q | 74 
Ne 


Darin bedeutet 9 die Dichte in der unbeeinfluBten Flissigkeit, 0, die 
mittlere Dichte in dem sich ausbreitendem Verdichtungsraum D, 7, und 7; 
seine auBeren und inneren Radien. Bei Auswertung nach Formel (1) 
ergibt sich beispielsweise fiir die Verdichtung der Wert 


in Figur 2: o,/e = 1,4, 


S 


in Figur 3: @,/0 = 2,3. 


4 
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Man hat sich daran gewohnt zu sagen, daB die Réntgenstrahlung 
bei ihrem geraden Durchgang durch ein Objekt eine Schwachung er- 
fahre, die der durchstrahlten Masse einfach proportional sei. Die Inten- 
sitat der Strahlung J, erfahrt in der Schichtdicke h bei dem Schwachungs- 
koeffizienten « eine durch 


J = Jove (2) 


gegebene Anderung. Dieser Schwachungskoeffizient 4 wird bekanntlich 
aufgespalten in den Absorptionskoeffizienten « und den Streukoeffi- 
zienten o, welche ihrerseits als Funktionen der Wellenlange 4, der Ord- 
nungszahl Z und besonders der Dichte 9 angegeben werden. Es ist 


1 4 0.048 
i 


i oes eke ees _ ee (3) 


Auf Grund dieser Formeln pflegt man die unbekannte Schichthdhe eines 
Objekts durch Vergleich mit einem Keil oder einer Treppe zu bestimmen. 
Diese Bestimmung erfolgt auf Grund von Schwarzungsmessungen an 
einer photographischen Platte. Obwohl die obigen Formeln nur fiir 
jeweils eine bestimmte Wellenlange gelten, kommt es bei der Benutzung 
polychromatischer Strahlung doch nicht auf die Qualitat der Réntgen- 
strahlung an, da fiir alle Wellenlangen gleichartige Schwachungsverhalt- 
nisse seitens der Materie herrschen. 

Diese Vorstellungen pflegt man nun auch dann anzuwenden, wenn 
nicht Schichthéhen mit Schichthéhen, sondern Dichten mit Schichthéhen 
zu vergleichen sind. Es miiBte also sein, daB in zwei prismatischen Sau- 
len des gleichen Querschnitts g und der gleichen Masse m, aber ver- 
schiedener Dichten und Hoéhen gilt 


m=0,'hy-g=o-h,-q 
und mithin 


ae ) 


Die Verdichtung o0,/o der Substanz miiBte sich also durch Schichthéhen- 
bestimmungen ermitteln lassen. 


3. Die Schwachung der Rétgenstrahlung als Funktion der Verdichtung. 


Die Negative der Fig. 2 und 3 wurden in den eingezeichneten Pfeil- 
richtungen durchphotometriert. Zur Photometrierung stand das eine 
Photozelle enthaltende Spaltokular von B. LANGE in Verbindung mit 
einem Mikroskop und einem Multiflex-Galvanometer, ebenfalls von 
B. LANGE, zur Verfiigung. Die Ergebnisse der in relativen Einheiten 
aufgetragenen Photometrierungen zeigen die oberen Kurven unter den 
Positivkopien der Fig. 2 und 3. Die zu den jeweiligen Schwarzungs- 
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punkten gehérenden Schichtdicken h des fliissigen Dielektrikums Di 
sind darunter verzeichnet worden. Nach Formel (1) und Formel (4) 
sollte sein in Fig. 2: 


= == {As 


Es ergibt sich aber: 


O 0,33 oO sa 
ae 2 = 2,2> 8". (5) 
0 O,15 oO 
Es sollte sein in Fig. 3: 1 
03+ 
ees = 33. 
0 0 
Es ergibt sich aber: - 
oO O,11 oO, . 2. 
= 19 Be 45.4) 
0 0,01 0 7 


Diese Abweichungen der 


scheinbaren Verdichtungen 
o,/o von den wirklichen o0,/0 “ 
sind derartig stark, daB Man- I ail 
gel in der photographischen 
Aufnahmetechnik und Fehler / 
bei der Schwarzungsmessung se eo i 
offenbarnicht zu einer Erkla- 
rung der Unterschiede heran- 


Fig. 2. 


Fig. 2 u. 3. Rontgenblitzaufnahmen elektrischer Durchschlage 
und ihre Photometrierung. 


gezogen werden kénnen. 

Zur Gestalt und Auswertung von Funkenschallbildern ist noch fol- 
gendes zu sagen: Solange die Elektrodenabstande in den verschiedenen 
Teilen des ringférmigen Verdichtungsraumes die StoBwellengeschwin- 
digkeiten nicht starker als im Verhaltnis 2:1,5 beeinflussen, bleibt die 
Kreisform und die Breite erhalten. Auch die Schwarzung bleibt kon- 
stant, weil ein Ausgleich in der Verdichtung der verschiedenen Gebiete 
eintritt. Dieser Ausgleich hat seine Ursache in einem komplizierten 
Zusammenwirken verschiedener hier nicht zu erlauternder Faktoren, 
von denen die hohe Temperatur (>10000°) des Gasplasmas im Ent- 
ladungsraum FE der wichtigste ist. Er besorgt namlich einen Transport 
der Materie durch F hindurch von Stellen hoher Verdichtung (bei klei- 
nem Elektrodenabstand) zu Stellen niedrigerer Verdichtung (bei gr6éBe- 
rem Elektrodenabstand). Das Ergebnis ist, daB die streng genommen 
nur fiir Bereiche gleicher Héhe giiltige Formel (1) anwendbar bleibt. 

Wendet man die Formel (4) auf einen gleichmabig geschwarzten 
Verdichtungsring an, indem man zwei diametral gegenitiberliegende und 
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auf einem Durchmesser des Elektrodensystems befindliche Punkte mit- 
einander vergleicht, so ergibt sich beispielsweise aus der Schwarzungs- 
kurve der Fig. 3 und den zugehérigen Elektrodenabstanden ein Ver- 
hiltnis der Dichten von 7:1. Dieses Verhaltnis ist aus geometrischen 
Griinden unméglich; die der Betrachtung zugrunde liegende Formel (4) 
kann also nicht richtig sein. 

Der hier beschriebene Effekt der sehr starken Abhangigkeit der 
Schwichung der Réntgenstrahlung beim Durchgang durch hochverdich- 
tete Materie von der Verdichtung selbst wurde auch an allen anderen 
untersuchten Stoffen gefunden, also nicht nur an Trichlorathylen und 
Brombenzol, sondern auch an «-Chlornaphthalin, Jodbenzol, Athylen- 
bromid und Schwefelkohlenstoff. 


Die Wellenlange der bei diesen Untersuchungen benutzten Réntgen- 
strahlen kann infolge der Polychromasie eines Réntgenblitzes nur un- 
gefahr angegeben werden. Sie liegt um 0,2 A herum. 


4. Folgerungen fiir die Bestimmung von Dichten 
und dynamischen Drucken in Stopwellen. 
Auf Grund allgemeiner theoretischer Erwagungen, die durch die 
optischen Schlierenmethoden gut gesichert sind, ist der Druckverlauf 
in einer StoBwelle (je nach Erzeugungsart auch Knallwelle, Detonations- 
gp welle, Funkenschallwelle genannt) durch das Schema 
der Fig. 4 gegeben. Die Réntgenblitzaufnahme einer 
solchen StoBwelle kann nun eine gleichmaBigere 
Schwarzung der photographischen Platte zeigen, 
Fig. 4. Schema desVerlaufes — q]s es dem Verlauf des Druckes und der Dichte ent- 
von Dichte und Druck an 5 
der Front einer StoBwelle. | Spricht. Wenn auch die Schwachung eines Réntgen- 
blitzes mit wachsender Verdichtung sehr stark an- 
steigt, so kénnen unter Umstanden schon geringere Verdichtungen die 
gesamte hindurchgehende Réntgenstrahlung absorbieren und die be- 
sonders groBen Verdichtungen in der Front der Funkenschallwelle nicht 
mehr erkennen lassen. Dieses wird um so mehr der Fall sein, je héher 
schon von vornherein das Absorptionsvermégen des untersuchten Stoffes 
gewesen: ist und je schmaler der Verdichtungsraum D und damit die 
in ihm herrschende Verdichtung ist. Erst in zeitlich sehr viel spateren 
Phasen eines Funkenschallbildes, in denen sich der Entladungsraum E 
der Fig. 1—}3 nicht mehr ausdehnt und der Verdichtungsraum sehr breit 
geworden ist, kommt auch im Réntgenblitzbild die steile Frontwelle 
des Verdichtungsraumes deutlich zum Ausdruck. 


Die hier beschriebene starke Schwachung der Réntgenstrahlung 
mahnt zur Vorsicht bei der Berechnung von dynamischen Drucken in 
StoBwellen, die in anderer als hier beschriebener Weise rontgenographisch 
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aufgenommen worden sind, bei denen z.B. keine Kontrolle der Verdich- 
tungen durch geometrische Auswertung der Figuren vorgenommen 
werden kann. Die Theorie der StoBwellen liefert fiir den Drucksprung 
Ap an der Front einer (ebenen) StoBwelle den Ausdruck 


a / 1 
Ap=eut(1—a_), (6) 
wenn wir mit # die Geschwindigkeit der StoBwellenfront bezeichnen 
und mit g, die Dichte unmittelbar hinter der Front. Diese Dichte ist 
groBer als die oben in Formel (1) benutzte mittlere Dichte o,, aber nur 
auf einen raumlich sehr kleinen Bereich beschrankt. Wenn diese Dichte 0, 
bzw. die Verdichtung 9,,/o in der tiblichen Weise init Hilfe der’'Formel (4) 
bestimmt wird, so ergibt sich aus (6) ein zu groBer dynamischer Druck. 
Die in der Literatur ver6éffentlichten Angaben tiber die Druckbestim- 
mungen an StoBwellen mit Hilfe von R6éntgenblitzaufnahmen (zusam- 
menfassender Bericht in [3]) miissen daher wahrscheinlich korrigiert 
werden. 


5. Zur physikalischen Deutung der erhéhten Schwdchung der Réntgen- 
strahlung bei starker Kompression der Materie. 


Die Schwachung der Réntgenstrahlung beim Durchgang durch die 
Materie setzt sich aus der Absorption und der Streuung zusammen. Bei 
der ersteren wird die Energie zum gré8eren Teil in kinetische Energie 
ausgeléster Photoelektronen, zum kleineren Teil in Anregungsenergie 
der Atome umgewandelt. Die letztere setzt sich aus einem Anteil zu- 
sammen, bei dem die allseits gestreute Primarstrahlung ihre Wellen- 
lange behalt, und einem Compton-Anteil, bei dem eine Verschiebung der 
Strahlung nach langeren Wellen hin eintritt. Die in den winzigen Atom- 
kernen zusammengedrangte schwere Masse einer Substanz steht mit 
der gewohnlichen Réntgenstrahlung nicht in Wechselwirkung. Weil aber 
in der genannten Definition und Unterteilung des Schwachungskoeffi- 
zienten sich die Summe der Wirkungsquerschnitte der Atome in einem 
Volumenelement ausdriickt, entsteht die Proportionalitat zur Dichte 
bzw. zur durchstrahlten Masse. 

Unter normalen Druckverhaltnissen und bei Zimmertemperatur 
nehmen in organischen Fliissigkeiten auf Grund von Schallgeschwindig- 
keitsuntersuchungen des Verfassers in [4] die Molekiile pro Mol etwa 
24 bis 45% des Raumes ein, in Trichlorathylen z. B. 32%. Wird durch 
Kompression der freie Zwischenraum so stark verkleinert, wie es oben 
geschehen ist, so wird die mittlere freie Weglange ausgeléster Photo- 
elektronen vermutlich so klein, daB die Haufigkeit ihres abermaligen 
ZusammenstoBes mit Réntgenquanten steigt. Andererseits wird dann 
auch der Streukoeffizient der Réntgenstrahlung steigen miissen, da die 
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Wahrscheinlichkeit, daB ein einmal gestreutes Réntgenquant abermals 
gestreut wird, ebenfalls stark erhdht ist. Auch kann durch die erhdhte 
Zahl der ComMPTON-Zusammenst6Be eine stérkere Erweichung und damit 
Absorbierbarkeit der R6ontgenstrahlung eintreten. 

Gegen die in den letzten drei Satzen genannten Méglichkeiten der 
Ursache der erhéhten Schwachung der Roéntgenstrahlung lassen sich 
gewichtige Einwande erheben. Vielleicht spielt eine Behinderung, die 
die Elektronen bei starker Kompression der Materie erfahren, die Haupt- 
rolle. Diese Behinderung hat méglicherweise zur Folge, daB der Austritt 
von Photoelektronen und von gestreuten Réntgenquanten aus einem 
durchstrahlten Volumen stark herabgesetzt wird und eine viel starkere 
und schnellere Umwandlung in Warme erfolgt, als es sonst der Fall zu 
sein pflegt. Es muB ferner bedacht werden, da8 in den Verdichtungs- 
raumen der oben beschriebenen elektrischen Funken nicht die Tem- 
peratur der 4uBeren Umgebung, sondern eine um Tausende von Graden 
hohere herrscht. Diese wird auf die Schwachung auch nicht ohne 
EinfluB sein. Der beobachtete Effekt diirfte jedenfalls eine sehr kom- 
plizierte Zusammensetzung haben. 

Die Verdichtungen o0,/0, die bislang mit der Versuchsmethodik der 
Fig. 1 an den im 3. Abschnitt genannten Stoffen erzielt wurden (vgl. 
auch die Kompressionstabelle in [3]), nehmen Werte bis zu etwa 3,3 an. 
Das bedeutet, daB bei einigen Stoffen schon eine Verquetschung der 
auBersten Bourschen Bahnen begonnen haben muB. Bei weiterer Stei- 
gerung der Verdichtung wird die Frage nach der Zustandsform des 
Stoffes immer interessanter. Wahrscheinlich wird eine Spektralanalyse 
der hindurchgelassenen Réntgenblitzstrahlung gestatten, dariiber nahere 
Aussagen zu machen. 


Literatur. 
[1] ScHaarFs, W., u. F. TRENDELENBURG: Z. Naturforsch. 3a, 656—668 
(1948). — [2] ScHaarrs, W.: Z. Naturforsch. 4a, 463—472 (1949). — [3] ScHAAFFs 
W.: Ergebn. exakt. Naturw. 28, 1954. — [4) ScHaarrs, W.: Z. phys. Chem. 196, 


397—426 (1951). 


Mitteilung aus dem Werkstoff-Hauptlaboratorium der Siemens & 
Halske AG, 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 207—215 (1954). 


Untersuchung der photochemisch erzeugten 
Absorption an AgCl-Kristallen mit Ag.S-Zusatz 
bei — 186° Cim nahen Infrarot (700 my. bis 1100 mp). 
Von 
A. SCHOLZ. 

Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 20. November 1953.) 


In AgCl-+ 0,01 Mol-% Ag,S erhalt man im infraroten Spektrum durch Bestrahlung 
Photonen 
: bei — 186° C eine Bande mit 
\ cm? X sec, 
dem Maximum bei 750 mu, die bei — 186° C bestandig ist. Deshalb wird angenom- 
men, da8 die Rekombinationsprozesse bei der Bildung der Absorptionszentren ver- 
nachlassigbar sind. Ferner wurde festgestellt, daB der Sattigungswert fiir die 
Absorption der Bande bei 750 my nahezu unabhangig von der eingestrahlten 
Bestrahlungsstarke ist. Unter der Voraussetzung, daB fiir die Bildung der Ab- 
sorptionszentren im wesentlichen Chlorliickenassoziate verantwortlich sind, erhalt 
man fiir die ScHotrKysche Fehlordnung als Mindestzahl 71018 Chlorliicken- 
assoziate pro cm? in AgCl-Kristallen mit 0,01 Mol-% Ag,S-Zusatz bei — 186°C. 


mit 405 mu (Bestrahlungsstarke 0,8 x 104 


Einleitung. 

In dieser Arbeit! wurden die photochemischen Erscheinungen in 
Silberchloridkristallen mit Ag,S-Zusatz bei — 186° C untersucht. Ferner 
sollte der EinfluB eines weiteren Zusatzes von Ag] auf die photochemi- 
schen Effekte festgestellt werden. In Silberbromid mit Ag,S-Zusatz 
wird durch Bestrahlung mit 436 mu. bei — 120° C eine photochemische 
Verfarbung? erzeugt; die so entstandenen Absorptionsbanden miissen 
von atomaren, bzw. molekularen Zentren herriihren. Auch bei AgCl 
mit Ag,S-Zusatz fiihrt die Bestrahlung mit 405 mp bei — 186°C zu 
photochemischen Reaktionen. In einer vor kurzem erschienenen Ar- 
beit? wurden an AgCl-Kristallen mit Ag,S-Zusatz die im sichtbaren 
Spektrum (420 bis 670 my) liegenden Banden untersucht. In der vor- 
liegenden Arbeit wird nun iiber die photochemisch erzeugte Absorption 
im nahen ultraroten Spektrum (700 bis 1100 my) berichtet. Ferner 
wurden iiber den zeitlichen Verlauf des Bandenaufbaus und tiber die 
Abhingigkeit der Schwarzung von der Bestrahlungsstarke Messungen 
durchgefihrt. 


1 Teil einer Dissertation. 

2 Srasiw, O.: Z. Physik 130, 39 (1951); 134, 106 (1952). — Z. Elektrochem. 
56, 749 (1952). 

3 ScHONE, E.: Z. Physik 136, 52 (1953). 
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E xperimentelles. 


a) Herstellung der Kristalle. Reines Silberchloridpulver wurde in 
Supremaxrohrchen aufgeschmolzen und zum Erstarren gebracht. Die 
so erhaltenen Kristallstiicke von etwa 2g dienten als Grundsubstanz 
fiir die herzustellenden Mischkristalle der Zusammensetzung AgCl mit 
0,01 Mol-% Ag,S sowie AgCl mit 0,5 Mol-% AgJ-+0,01 Mol-% Ag,S. 
Die AgCl-Kristalle wurden mit den Fremdzusatzen im Vakuum zusam- 
mengeschmolzen und die Schmelze méglichst rasch abgeschreckt', damit 
die Fremdzusitze méglichst homogen in den Mischkristallen verteilt 
waren. Weitere Homogenisierung der Mischkristalle erreichte man durch 
3 bis 7tagiges Tempern der Kristalle bei 430° C. Aus den Mischkristallen 
wurden bei Zimmertemperatur (20°C) Kristallplattchen von etwa 
0,75 mm Dicke und 1cm Durchmesser gepreBt. Ein Teil solcher, bei 
20°C gepreBter Kristallplattchen wurde anschlieBend zwischen zwei 
Glasplattchen bei 420 bis 440° C etwa auf 0,65 bis 0,60 mm Dicke ge- 
preBt, etwa 30 min bei 430° C getempert und dann durch Hineinwerfen 
in kaltes Wasser sehr rasch abgeschreckt. Fiir die photochemischen 
Untersuchungen dienten entweder solche, bei 430°C heiB gepreBte 
Mischkristallplattchen oder Kristallplattchen, die nur kalt (bei 20° C) 
gepreBt worden waren. 


b) Aufbau der MeBapparatur. Das MeBlicht fiir die Absorptions- 
messungen wurde durch einen Doppelmonochromator spektral zerlegt?. 
Fir die Absorptionsmessung wurde im Bereich von 420 bis 590 mu eine 
griinempfindliche Photozelle benutzt; dagegen im Gebiet von 600 bis 
1100 my diente eine rotempfindliche Photozelle. Die Messung der licht- 
elektrischen Stréme erfolgte durch ein Elektrometer in Aufladeschaltung. 
Es kam nur auf die Relativwerte der photoelektrisch erzeugten Stréme 
an; denn die zu untersuchende Absorption des MeBkristalls wurde stets 
gegen einen Vergleichskristall bestimmt. 

Zur Bestrahlung der Kristalle diente eine Quecksilberhéchstdruck- 
lampe (60 Atm Druck) der Type HBO 200. Man benutzte monochroma- 
tisches Licht der Linie 405 mu, die durch ein Metallinterferenzfilter aus 
dem Spektrum herausgefiltert, bzw. durch den Doppelmonochromator 
isoliert wurde. Durch Gleichstrombetrieb der Hg-Lampe (220 V aus 
Akkumulatorenbatterien) erreichte man eine leidlich konstante Strah- 
lungsintensitat. 

Durch einen Stufengraukeil wurde die Bestrahlungsstirke bei den 
Versuchen iiber die Intensitatsabhaingigkeit der Absorption geschwacht. 


1 Die Abschreckgeschwindigkeit durfte nicht zu groB sein, damit die Glas- 
rohrchen nicht zersprangen. 

* Dadurch erhielt man monochromatisches Licht von etwa 5 mu Spektral- 
breite. Im roten Wellenlangengebiet betrug die Spektralbreite etwa 10 mu, im 
violetten dagegen 1 mu. 
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Beschreibung und Ergebnisse der durchgefiihrten E xperimente. 

Fir die photochemischen Untersuchungen, die alle bei der Tempe- 
ratur der fliissigen Luft (— 186° C) durchgefiihrt wurden, benutzte man 
stets je zwei Kristallplattchen, die aus demselben Kristallstiick stammten, 
Der eine Kristall diente als MeBkristall, der andere als Vergleichskristall. 
Der MeBkristall wurde bei — 186° C mit Licht der Wellenlange 405 mu. 
bestrahlt, der Vergleichs- 
kristall blieb dagegen un- 
belichtet. Die Bestrahlungs- ‘ze 
starke betrug etwa 0,8 x 10 
Photonen (405 mu) in 1 sec 
auf 1 cm?. Die durch die Be- 
strahlung entstandene photo- 
chemische Verfarbung des 
MeBkristalls wurde durch 
Absorptionsmessung gegen r 
denunbelichteten Vergleichs-  %7 — 
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kristall bestimmt. 


An den bei 430°C hei8 
gepreBten AgCl-Kristallen 
mit 0,01 Mol-% Ag,S Zusatz 
(s. Fig. 1) erhielt man durch 
Bestrahlung mit 405 mu 
(Bestrahlungsstarke  etwa 
0,810! Photonen in 1 sec 
auf 1cm?) bei — 186° C im 
Gebiet von 420 bis 670 mu. 
ein Absorptionsspektrum, 


Photonenenergie 


Fig. 1. Photochemische Erscheinungen in einem Mischkristall 
AgCl+ 0,01 Mol-°4 Ag.S bei —186°C. Der Kristall wurde 
bei430°C heiB gepreBt, danach rasch auf Zimmertemperatur 
abgeschreckt und nach etwa 10min auf — 186°C abgekihlt. 
Kurve I (o—o—o): Die durch Bestrahlung des Kristalls bei 
— 186°C mit 405 mu photochemisch erzeugte Absorption bei 
— 186°C. Bestrahlungsstarke + 0,8 x 10% Photonen in 1 sec 
auf 1 cm* . Bestrahlungsdauer = 5 min. Kurve II (x—x—x): 
Absorption nachdem der Kristall 4 Std lang bei — 186°C im 
Dunkeln aufbewahrt worden war. Kurve III: Messung der 
Absorption bei —186°C nachdem durch Bestrahlung des 
Kristalls mit rotem Licht (A= 650 bis 720my) bei — 186°C 
die photochemisch erzeugte Verfiirbung ausgebleicht worden 
war. Absorptionsmessung und Bestrahlung erfolgten bei 
— 186°C; die Absorptionsmessungen erfolgten in der Reihen- 
folge I, dann II, zuletzt III. 


das den Messungen von E. 

ScHONE entsprach!. Im ultraroten Gebiet wurde jedoch eine groBe Ab- 
sorptionsbande, die etwa 2 bis 3mal so hoch als die Banden im sicht- 
baren Spektrum war, aufgebaut; ihr Maximum lag stets bei 750 my’. 
Bei Bestrahlung solcher Kristalle mit schwacher Intensitat*® erhielt man 
auch dieselbe Bande bei 750 my (s. Fig. 4). In kalt gepreBten (20° C) 
Mischkristallen AgCl+ 0,01 Mol-% Ag S wurde auch die Absorptions- 
bande bei 750 my aufgebaut, jedoch viel breiter als bei heiB gepreBten 
Kristallen. Im Gegensatz zu den heiB gepreBten Kristallen war das Ab- 
sorptionsspektrum im sichtbaren Gebiet sehr verschmiert (s. Fig. Ay 


1 ScHONE, E.: Z. Physik 136, 52 (1953). 

2 Es konnte eventuell noch die thermische Vorbehandlung der MeBkristalle auf 
die Héhe oder Existenz der Absorptionsbande bei 750 my. einen grofen EinfluB haben. 

3 Die Bestrahlungsstarke betrug etwa 4'y % (0,8 x 10) = 2» 1048 Photonen in 
41sec auf 1 cm’. 
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Bei heiB gepreBten Mischkristallen AgC1+0,5 Mol-% Ag J+-0,01 Mol-% 
Ag,S erhielt man ebenfalls die Bande bei 750 my (s. Fig. 3). In samt- 
lichen Kristallen war die bei —186°C durch Bestrahlung mit 405 my 
erzeugte Schwarzung bestandig (s. Fig. 1 und 2), denn innerhalb von 
4 Std hatte sich die Absorption fast tiberhaupt nicht abgebaut. Dagegen 
wurde die Absorption bei Erwarmen der Kristalle auf Zimmertemperatur 
(20° C) abgebaut (s. Fig. 3). Ein restloser Abbau der Absorption erfolgte 
auch durchRotbestrahlung? 


Wellen/dnge i , ‘2 
500 550 600 700 800 300 1000 der Kristalle bei — 186° C 
16 7 ol ee et 


(s. Fig. 4). 

Bei hinreichend langer 
Bestrahlung der Kristalle 
mit 405 my erreichte die 
photochemische Verfarbung 
in den Kristallen eine 
Sattigung (s. Fig. 5). Fiir 


Absorotionskonstanre 
S 
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den Fall der Sattigung 
"9 2b 22 18 z g eV wurde die Zahl der Absorp- 
Photonenenergie tionszentren bestimmt?. 


Fig. 2. Absorptionsmessung bei — 186°C an einem kalt ge- 
preBten (20°C) Kristall AgCl + 0,01 Mol-% Ag,S. Aurve I: Ver- 
farbung nach Bestrahlung des Kristalls mit 405 mu. Bestrah- 
lungszeit=1 min; Bestrahlungsintensitat + 0,8 x 10° Photonen 
in 1sec auf 1 cm*. Kurve II (o—o—o): Absorption nach weiterer 
Bestrahlung mit 405myu. Bestrahlungsstarke 0,8 10" 
Photonen 
cm? X sec 
Photochemisch erzeugte Absorption nachdem der Kristall im 
Dunkeln bei — 186°C 4 Std gestanden hatte. 
Bestrahlungen und Absorptionsmessungen erfolgten bei 
—186° C, Die Reihenfolge der Absorptionsmessungen war 
I, dann II, zuletzt IIT. 


. Bestrahlungsdauer = 1 Std. Kurve III (x—x—x): 


Bei heiB gepreBten Kri- 
stallen mit 0,01 Mol-% Ag,S 
erhielt man fir die rote 
Bande im  Sattigungsfall 
(K=16cm7. H=0,65 V) 
N = 7x 10'* Absorptions- 
zentren im cm', 

Da die Sattigungswerte 


der AbsorptionskonstanteK 
und Halbwertsbreite bei verschiedenen Kristallproben streuten, ist die 
Zahl von 7X 10'§ Absorptionszentren pro cm® nur ein ungefahrer Wert, 
der die GréBenordnung der erzeugten Zentren angibt. 

Es wurden weiterhin Messungen iiber den zeitlichen Verlauf des Auf- 
baues der Bande bei 750my durchgefiihrt ; hierbei wurde die Absorption 
im Bandenmaximum 750 my in Abhangigkeit von der Bestrahlungs- 
dauer (405 my!) des Kristalls gemessen. Die Bestrahlungsstarke konnte 

1 Beim Abbau der Absorption konnte wahrend der Rotbestrahlung der 
photochemisch verfarbten Kristalle eine griine Fluoreszenz beobachtet werden! 

* Aus der Dispersionstheorie erhalt man fiir die Zahl der Absorptionszentren 
im cm® die Formel [s. Hirscu, R., u. R. W. Powe: Z. Physik 68, 721 (1931)]: 

; 7 n 
N = 1,31 X 10°" x (n® + 2) 
Hierbei: N = Zahl der Absorptionszentren in 1 cm3: » = Brechungsexponent; 


K = Absorptionskonstante in cm~! im Bandenmaximum; H = Halbwertsbreite 
der Bande in Volt. 
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als leidlich konstant angesehen werden. Man erhielt monoton anstei- 
gende Kurven, die einem Sattigungswert zustrebten (s. Fig. 5). 

Aus der Lage der Kurventangente fiir den Zeitpunkt t=0 konnte 
man die Quantenausbeute bestimmen! gemaB der Formel: 


Hierbei: AN, = Zahl der in der Zeit von t=0 bis t=At gebildeten 
Absorptionszentren ; AN, = Zahl der in der Zeit von t=0 bis t=At 
absorbierten Photonen. 
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Fig. 3. Fig. 4. 
Fig. 3. Photochemisch erzeugte Absorption bei einem Mischkristall AgCl+0,5 Mol-% AgJ-+0,01 Mol-% 
Ag,S. Der Kristall wurde bei 420° C gepreBt, rasch auf 20° C abgeschreckt und danach sofort auf — 186°C 
abgektihlt. Kurve I: Die durch Bestrahlung mit 405 my bei einer Bestrahlungsdauer von 1 min erzeugte 


k Phot 
Absorption (Bestrablungsstarke 0,8 x 1035 oe ). Kurve II: Die nach weiterer Bestrahlung (405 my) 


4 cm? x 1 sec Photonen 
bei einer Bestrahlungsdauer von 2 Std gemessene Absorption. Bestrahlungsstarke 0,8 x 10° Pe 
=) 


Kurve III: Messung der Absorption nachdem der Kristall 10 Std lang bei Zimmertemperatur im Dunkeln 
aufbewahrt worden war. 
Bestrahlung und Absorptionsmessungen erfolgten bei — 186°C in der Reihenfolge I dann II, zuletzt III. 


Fig.4. Photochemische Absorption bei Bestrahlung eines Mischkristalls AgCl+ 0,01 Mol-% Ag,S mit 
schwacher Intensitat. Der Kristall wurde bei 430° C getempert, rasch abgeschreckt und auf — 186°C ab- 
gekiihlt. Kurve I: Photochemisch erzeugte Absorption bei — 186°C nach Bestrahlung des Kristalls mit 
q Photone 
405 mu bei — 186°C. Bestrahlungsdauer = 45 min. Bestrahlungsstarke ~ = x0,8x 10% =2xK 10% — 


Kurve II: Absorption bei der Temperatur der fliissigen Luft nach weiterer Bestrahlung des Kristalls mit 
Photonen 


1 
* ° = 3 Std. 5 ory Se, ice 13 casi 
405 my bei — 186° C. Bestrahlungsdauer = 3 Std. Bestrahlungsstarke in x 0,8 x 10 2x10 nae cen 


Es ergab sich hieraus fiir heiB gepreBte AgCl Kristalle mit 0,01 Mol-% 
Ag,S eine Quantenausbeute von etwa 7=0,2. Jedoch schwankte die 
Quantenausbeute bei den verschiedenen Kristallproben recht stark; 


denn man erhielt bei verschiedenen Kristallen Werte fir 7 von etwa 
0,1 bis 0,4. Somit kann man sagen: Die Quantenausbeute bei heiB 


1 Zur Bestimmung der Quantenausbeute mu8B man noch die Absorptions- 
konstante fiir das eingestrahlte Licht 405 my kennen. Die Absorptionskonstante 
des AgCl+0,01 Mol-% Ag,S betragt bei — 186°C etwa 2,3 mm™ fiir 405 my. 
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gepreBten AgCl-Kristallen mit 0,01 Mol-% Ag,S liegt bei — 186°C in der 
GroBenordnung von 0,1. Fiir denselben Kristall war der Kurvenverlauf 
der Verfarbung in Abhangigkeit von der Bestrahlungszeit reproduzierbar, 
denn man erhielt nach restloser Ausloschung der Verfarbung durch Rot- 
bestrahlung bei nochmaliger Bestrahlung mit 405 my dieselbe Kurven- 
gestalt fiir den zeitlichen Aufbau der Absorption (s. Fig. 5). 

Bei Bestrahlung eines Kristalls mit schwacher Intensitat (etwa a 
der normalen Bestrahlungsstarke, also Bestrahlungsstarke = 75 x 0,8 
1015 = 2 x 108 Photonen in 14sec auf 1 cm?) erhielt man annahernd 


Absorptionskonstante 
8 


| ; ; 
ty] 7 2 3 g § min & 
Zeit —~ 
Fig. 5. Messung des zeitlichen Verlaufs des Aufbaus der Bande bei 750 my fiir einen heiB gepreBten (430°C) 
und danach rasch abgeschreckten AgCl-Kristall mit 0,01 Mol-°, Ag,S-Zusatz. Kurve (o —o—o): Absorptions- 
konstante fiir das Bandenmaximum (750 my) in Abhangigkeit von der Bestrahlungsdauer. Die Bestrahlung 
Photone ‘ x ‘ 
erfolgte mit 405 my. Bestrahlungsstarke +0,8 x 10% aan — . Nach Erreichen der Sattigung wurde die 
Schwarzung des Kristalls durch Rotbestrah!ung restlos ausgebleicht und es erfolgte die Messung der Kurve 
x—x—x. Kurve (x—x—x): Absorptionskonstante ftir das Bandenmaximum 750 mp in Abhangigkeit von 
Photonen 


der Bestrahlungsdauer bei nochmaliger Bestrahlung mit 405 mu. Bestrahlungsstarke + 0,8 « 10"* icon eee 
™m 


Bestrahlung und Absorptionsmessung erfolgten bei — 186°C. 


dieselben Sattigungswerte fiir die Schwarzung, die sich bei starker Inten- 
sitat (Bestrahlungsstarke 0,810! Photonen in 1 sec auf 41cm?) er- 
gaben. Nur war die Geschwindigkeit fiir die Erzeugung der Schwarzung 
bedeutend kleiner als bei starker Intensitaét (s. Fig. 6). Bei diesen 
Experimenten gab es drei Méglichkeiten der Versuchsdurchfihrung: 


1. Der Kristall wurde zuerst mit starker Intensitat bis zur Sattigung 
bestrahlt, sodann die Schwarzung durch Rotbestrahlung ausgebleicht 
und nun die Absorption durch Bestrahlung mit schwacher Intensitat 
nochmals aufgebaut. 


2. Zuerst Aufbau der Schwarzung durch schwache Intensitat, dann 
Ausbleichen durch rotes Licht zuletzt nochmals Aufbau durch starke 
Intensitat. 

3. Aufbau der Schwirzung durch Bestrahlung mit schwacher Inten- 
sitat bis zur Sattigung, dann (ohne vorher die Schwarzung auszubleichen) 
weitere Bestrahlung des Kristalls mit starker Intensitat. 

Alle drei Methoden ergaben das gleiche Resultat. 
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Diskussion der MeBergebnisse. 


' es : : $s 
: Fir die rote Bande bei 750 mu miissen atomare, bzw. molekulare 


_ Absorptionszentren verantwortlich gemacht werden, da die Bande bei 
750m durch Rotbestrahlung restlos, durch Erwirmen auf Zimmer- 
ete groBtenteils abgebaut wird. Es kann sich auf keinen Fall 

um kolloidale Zentren handeln; denn Kolloide werden durch Rot- 
* bestrahlung nur umlagert (cht restlos ausgebleicht) und sind_ bei 
Zimmertemperatur bestaindig (ihr Maximum kann sich infolge Wachs- 
tum der Kolloide im Laufe der Zeit ins langwellige Gebiet verschieben). 


o 7 2 a YStd. 0 Sminw 6% 2B 2 #00 7 é g Y min 5 
Zit (t) —= 
f Fig. 6. Abhangigkeit der Absorption von der Bestrahlungsstarke bei einem heiB® gepreBten (430°C) und 
danach rasch abgeschreckten Mischkristall AgCl + 0,01 Mol-% Ag,S. Kurventeil I: Absorptionskonstante 
fiir 750 my in Abhangigkeit von der Bestrahlungsdauer bei Bestrahlung mit 405 my. schwacher Intensitdt. 
1 Photonen ‘ 
Bestrahlungsstarke = a x0,8 x 10%=2x 10% a = . Kurventeil IJ; Absorptionskonstante fiir 750 mp. 
_ in Abhangigkeit von der Bestrahlungsdauer, bei Rotbestrahlung (650 bis 720 my). Kurventeil IIT: Absorp- 
_ tionskonstante fiir 750 mu in Abhangigkeit von der Bestrahlungsdauer bei Bestrahlung mit 405 my. starker 


a ed 


“e : Photonen : 
_ Intensitat. Bestrahlungsstarke »0,8 x 10° ty . Absorptionsmessungen und Bestrahlung erfolgten 
cm? X sec 
{ bei — 186°C in der Reihenfolge I, dann II, zuletzt III. 
; 
7 
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Bei den photochemischen Vorgangen werden als Elektronenspender 
_ Schwefelionen in Form von AgjS,-Assoziaten! (wobei dann AggS,- 
_ Teilchen zuriickbleiben) oder ahnlichen Komplexen angesehen. Dagegen 
| kommen als Fangstellen der Photoelektronen Chlorliickenassoziate (z. B. 
 Cl5S¢-Zentren oder ahnliche Chlorliickenkomplexe) in Frage, welche 
| dann die Absorptionszentren bilden. Jedoch auch Versetzungen oder 
innere Oberflachen kénnten Fangstellen fiir Photoelektronen darstellen. 


Sind fiir die photochemischen Reaktionen nur reine Elektronen- 
vorgange entscheidend oder sind hierbei auch noch Ionenreaktionen 
mitbeteiligt ? Bei Ionenvorgangen wiirde im wesentlichen die Diffusion 
der AgS-Ionen mabgebend sein. Solche Agg-Ionen kénnten beispiels- 
weise von Ag3S,-Zentren stammen, von denen die Ago-Teilchen weg- 
wanderten. Die Vielzahl der photochemisch erzeugten Banden lassen 
sich durch die Mitbeteiligung von Ionenprozessen, wodurch wihrend der 


1 Bedeutung dieser Symbole siehe: Srasrw, O.: Z. Physik 130, 39 (1951) oder 
TeLttow, J.: Ann. Physik 5, 63 (1949). 
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Bestrahlung neue Fangstellen fiir Photoelektronen gebildet werden, — 


besser erkliren als durch reine Elektronenvorgange. Bei reinen Elek- 
tronenvorgingen miiBten die Elektronen nicht nur in den Grundterm 
der Fangstellen fallen, sondern es miiBten auch Absorptionszentren 
existieren, bei denen sich die Elektronen in den héheren Termen der 
Fangstellen befinden (infolge der Vielzahl der Banden!). Dies ist aber 
nur wenig wahrscheinlch!. 


Die Stabilitat der roten Bande bei 750 my bei der Temperatur der 
fliissigen Luft wird dadurch gedeutet, daB die wahrend der photochemi- 
schen Umsetzungen auftretenden Rekombinationsprozesse im Vergleich 
zu den Vorgangen der Absorptionszentrenbildung sehr, sehr langsam 
verlaufen oder iiberhaupt nicht stattfinden. Fiir diese Behauptung 
spricht auch die Tatsache, daB der Sattigungswert der Absorptionsbande 
bei 750 mp. nahezu unabhangig von der Bestrahlungsstarke des einge- 
strahlten Lichtes (405 my) ist. Denn bei Vernachlassigung der Riick- 
bildungsvorgange wird unabhangig von der Intensitat des Bestrahlungs- 
lichtes dieselbe Anzahl von Absorptionszentren erzeugt werden. Beistarker 
Bestrahlungsstarke verlauft dieser Vorgang rasch, bei schwacher Licht- 
intensitat entsprechend langsamer. In AgBr-Kristallen mit Ag,S-Zusatz 
sind dagegen auch bei der Temperatur der fliissigen Luft Riickreaktionen 
vorhanden. Unter der Voraussetzung, da hauptsachlich Chlorliicken- 
assoziate als Fanger fiir die Photoelektronen vorkommen? und somit 
die Absorptionszentren bilden, ist deren Anzahl bei Erreichen der Satti- 
gung ein MaB fiir die ScHotrKysche Fehlordnung infolge Fehlens der 
Rekombinationsprozesse. Jedoch ist die Zahl der Absorptionszentren 
nur eine untere Grenze fiir die ScHoTTKysche Fehlordnung. Denn die 
photochemische Empfindlichkeit der Kristalle kénnte temperatur- 
abhangig sein’. Es ist also durchaus méglich, daB, trotz Fehlens der 
Rekombinationsprozesse, nur ein Teil der Chlorliickenassoziate bei Er- 
reichen der Sattigung zu Absorptionszentren gebildet wurde. Dies ist 
beispielsweise dadurch verstandlich, daB wahrend der Bestrahlung die 
notige Zahl von Agg-Ionen, deren Anlagerung an Chlorliickenkomplexe 


' Eine andere Deutungsméglichkeit der photochemischen Effekte bei Annahme 
reiner Elektronenprozesse ware, da® im Kristall hinreichend viel verschiedene 
Arten von Fangzentren (fiir die Photoelektronen) existieren, die dann die Vielzahl 
der Banden ergeben wiirden; auch diese Annahme ergibt viele Schwierigkeiten. 

* Der Einflu8 der Versetzungen, Mosaikgrenzen usw. soll hierbei als klein ver- 
nachlassigt werden, Bei der Annahme, da in der Hauptsache Versetzungen, 
Mosaikgrenzen usw. als Fangstellen fiir Photoelektronen in Frage kommen, miiBten 
auch reine AgCl-Kristalle photochemisch empfindlich sein, was aber nicht der 
Fall ist. 

* Zum Beispiel bei AgBr mit Ag,S-Zusatz erhalt man bei —186°C durch 
Bestrahlung fast gar keine Schwarzung; dagegen bei — 120° C ist die photochemi- 
sche Schwiarzung recht betrachtlich. 
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Absorptionszentren ergibt, fehlt. Solche Ag}-Ionen kénnten fiir den 
_ photochemischen Akt dadurch verloren gehen, daB sie nicht von AggSg- 
Zentren wegdissoziieren. 

Da nun in abgeschreckten AgCl-Kristallen mit 0,01 Mol-% Ag,S- 
_ Zusatz bei — 186° C infolge der Bestrahlung etwa 7 x 10!8 Absorptions- 
zentren in cm® entstehen, erhalt man folgende Mindestzahl fiir die 
_ ScHotrKysche Fehlordnung: Unter der Voraussetzung, daB Chlor- 
liickenassoziate die photochemisch erzeugten Absorptionszentren dar- 
stellen, ergibt sich in AgCl-Kristallen mit 0,01 Mol-% Ag,S-Zusatz eine 
ScuHotrKysche Fehlordnung von mindestens 7x 10"® Chlorliicken (bzw. 
Chlorliickenassoziate) pro cm*® bei — 186° C. 


Herrn Professor Dr. O. StAstw danke ich herzlich fiir viele an- 
regende Diskussionen und Hinweise. 


Berlin, Deutsche Akademie der Wissenschaften, Institut fiir Kristall- 
physik, Berlin-Adlershof, Rudower Chaussee. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S.216—227 (1954). 


Die Temperaturabhingigkeit der Charakteristiken 
dampfgefillter Geiger-Miller-Zahlrohre. 
Von 
HANS JOSEPH MADER. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 2. Dezember 1953.) 


Messungen der Temperaturabhangigkeit der Charakteristiken selbstléschender 
Zahlrohre — d.h. mit einem Zusatz von Dampfen organischer Verbindungen zum 
Fiillgas Argon — zeigen einen starken Einflu8 der Temperatur auf Form und Lage 
des Zahlbereiches. Fiir jedes Zahlrohr scheint eine fiir den Betrieb als Auslésezahler 
giinstige Temperatur zu existieren, bei welcher der Zahlbereich der Charakteristik 
am wenigsten von der Zahlrohrspannung abhangt. Oberhalb und unterhalb dieser 
giinstigsten Temperatur sinkt die Breite des Zahlbereiches schnell ab, die Steigung 
der Charakteristik im Zahlbereich wird gr6Ber. Bei hinreichend groBer Abweichung 
von der giinstigsten Temperatur verschwindet der Zahlbereich bei einer fiir das 
Zahlrohr charakteristischen unteren und oberen Grenztemperatur. 
Messungen der Zeitabhangigkeit der Zahlrohrcharakteristik bei Betrieb im Bereich 
der giinstigsten Temperatur nach vorangehender langer starker Unterkiihlung 
zeigen, daB eine stationare Betriebscharakteristik erst wieder nach etwa 24 Std 
erreicht werden kann. 
Zur Deutung der Temperaturabhangigkeit der Zahlrohrcharakteristiken wird ein 
Zusammenwirken von physikalischer (bei tiefen Temperaturen) und aktivierter 
(bei héheren Temperaturen) Adsorption des Dampfzusatzes am Zahlrohrmetall 
angenommen. Die Adsorptionsisochore des Fiillgasgemisches Argon—Dampf weist 
dann bei einer bestimmten Temperatur ein Minimum auf. Fallt die giinstigste 
Temperatur des Zahlrohrs in dieses Minimum der Adsorptionsisochoren, so ergeben 
sich die angefiihrten Einfliisse der Temperatur zwanglos aus den Anderungen des 
Partialdruckes der Léschsubstanz. 
Zur Erklarung des Alterns selbstléschender Zahlrohre wird die zusatzliche Wirkung 
einer aktivierten Adsorption erster Art angenommen. Im Verlauf des Adsorptions- 
vorgangs dissoziieren die Molekeln des Dampfzusatzes in ihre atomaren Elementar- 
bausteine, welche dann in das Metallgitter eingebaut werden. Temperaturande- 
rungen fiihren zu einer partiellen Desorption der fliichtigen Bestandteile, welche 
als einfachere Verbindungen (z.B. Wasserdampf und Kohlendioxyd) in die Gas- 
phase austreten, Die festen Bestandteile verschlechtern die Oberflache des Zahl- 
drahtes und fiihren zu Spitzenentladungen und falschen Impulsen. 


1, Einleitung und Problemstellung. 


GEIGER-MULLER-Zahlrohre mit Argonfiillung und einem Zusatz von 
Daimpfen organischer Verbindungen zeigen bekannterweise eine be- 
merkenswerte Abhangigkeit ihrer Charakteristik von der Temperatur! 2, 

‘ Korrr, S. A.; Electron and nuclear counters. New York: D. v. Nostrand 


Comp. Inc. 1948. 
® Korrr, S. A., Spatz u. HIrBerry: Rev. Sci. Instrum. 13, 127 (1948). 
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Bei langandauernden Prazisionsmessungen — z.B. Intensitatsmessungen 
in der Radiochemie — ist es wiinschenswert, den vom Temperatur- 
einflu8 verursachten MeBfehler genau zu kennen und unter Umstiinden 
herabzusetzen. Unvollstandige Messungen iiber die Temperatur- 
abhangigkeit der Charakteristiken dampfgefiillter Zaihlrohre legen vor 
von PARKASH'. Er untersuchte die Abhingigkeit zweier Zahlrohre 
' — eines mit innerer, das andere mit duBerer Kathode2;? — und findet, 
daB im Falle des Zahlrohrs mit auBerer Kathode der Zahlbereich der 
Charakteristik nicht nennenswert von der Temperatur abhangt. Nach 
seinen Messungen wird allerdings bei ansteigenden Temperaturen der 
Zahlbereich von der Seite héherer Spannungen her etwas eingeengt. 
AuBerdem ergibt dabei sein Kennlinienfeld eine kleine Zunahme der 
mittleren Impulszahl im Zahlbereich. Im Falle des Zahlrohrs mit 
innerer Kathode dagegen fand er, daB die im Temperaturbereich 
34°C >t> 23°C vorhandenen und im Zahlbereich flachen Charak- 
teristiken bei Temperaturerniedrigung eingeengt werden. Bei der Tem- 
peratur 9°C ist der Zahlbereich schlieBlich ganz verschwunden. Bei 
seiner héchsten Beobachtungstemperatur 48° C beginnt der Zahlbereich 
erneut schmaler zu werden. Die mittlere Impulszahl im Zahlbereich 
erniedrigt sich bei Temperaturerhéhung. 


Zur volistandigen Aufklarung der Temperaturabhangigkeit des Zahl- 
rohrs mit innerer Kathode wurde ein bei Zimmertemperatur besonders 
unstabiles Zahlrohr in einem erweiterten Temperaturbereich sorgfaltig 
untersucht. Das bei Zimmertemperatur unbrauchbare Zahlrohr ergab 
schon bei etwas erhédhten Temperaturen brauchbare Charakteristiken. 


Zahlrohre mit bei Zimmertemperatur unbrauchbaren Charakteristiken 
werden oft als verbraucht bezeichnet. Man kénnte nun annehmen, daB 
sich ein solches Zahlrohr als besonders temperaturempfindlich erweist. 
Zur Kontrolle wurde ein neues Zahlrohr mit einer vorziiglichen Charak- 
teristik bei Zimmertemperatur in der gleichen Weise untersucht. Es 
ergab sich kein prinzipieller Unterschied. 


2. Versuchsanordnung. 


Zur Messung wurden zwei Zahlrohre benutzt. Das erste war ein 
Messingzahlrohr der Lange 80 mm, 20 mm AuBen- und 16mm Innen- 
durchmesser, Anode war ein 0,1mm dicker Stahldraht; als Isolier- 
material zwischen Kathode und Anode dienten Keramikstopfen, welche 


1 Om ParKASH: Phys. Rev. 76, 568 (1949). , 

2 Zahlrohr mit innerer Kathode ist ein glasumhiilltes Rohr mit einer aus einem 
diinnen oxydierten Kupferzylinder bestehenden Kathode; Fiillgas Argon 85 Torr, 
CH,CH,—OH 15 Torr. aa 

3 Diinnwandiges Glaszahlrohr (sog. Mazezahler) mit einer diinnen, auf der 
AuBenseite der Glaswand aufgedampften Graphitschicht als Kathode. 
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mittels aufgebrannter Metallschichten mit der Kathode verlotet wurden. 
Die Kathode war mit einer 0,01 mm starken Graphitschicht bedeckt. 
Die Gasfiillung bestand aus Argon des Drucks 85 Torr und Athanol- 
dampf des Drucks 15 Torr. Die wirksame Lange des Zahlrohrs betrug 
etwa 45mm. Das zweite untersuchte Zahlrohr war ein Spezialrohr fiir 
Gammastrahlmessungen, welches von der Firma Siemens-Reiniger- 
Werke AG. in Erlangen freundlicherweise iiberlassen wurde. 

Die Heizung des Zahlrohrs erfolgte durch Bestrahlung mit einer 
elektrischen Heizsonne, die Messung der Temperatur wurde in einfacher 
Weise durch ein Quecksilberthermometer vorgenommen, dessen Kugel 


Anzahl der Impulse / Zeit 
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ZéhIrohrspennung 
Fig. 1. Temperaturabhangigkeit der Zahlrohrcharakteristik bei konstanter Einstrahlung. 


im Schatten des Zahlrohrs vor direkter Bestrahlung geschiitzt wurde. 
Diese einfache Anordnung geniigte, um die Zahlrohrtemperatur stunden- 
lang auf den gewiinschten Werten zu halten; der mittlere Fehler der 
Zahlrohrtemperatur im Verlauf einer Messung konnte in der GréBen- 
ordnung + 0,5° C gehalten werden. Bei Vorversuchen wurden die Zahl- 
rohre im Inneren eines elektrischen Zylinderofens untergebracht, dessen 
Temperatur durch ein Kontaktthermometer gesteuert wurde. Es ergab 
sich kein Vorteil gegeniiber der einfacheren Anordnung. 

Alle Messungen wurden bei Bestrahlung mit einem Co®-Praparat der 
Starke 1 Millicurie durchgefiihrt. Der Abstand Praparat—Zahlrohr be- 
trug immer 1060 mm. 

Die Messung der Impulszahlen erfolgte durch einen D1EMINGER- 
Zahlrohrverstarker mit Untersetzergerat. 


3. Versuchsergebnisse. 

Die Untersuchung der Temperaturabhangigkeit der Zahlrohrcharak- 
teristik des Messingzahlrohrs ergab das Kennlinienfeld der Fig. 1. Vor 
jeder Aufnahme einer Charakteristik lief das Zahlrohr wenigstens 
6 Std lang unter den Bedingungen des spateren Versuches im Leerlauf, 
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Untersuchungen der Zeitabhangigkeit der Charakteristik im zweiten Teil 
der Arbeit haben ergeben, daB zwar bei Temperaturainderungen von 
70° C eine Einstellzeit von 24 Std erforderlich ist, fiir die kleinen Tem- 
peraturanderungen von etwa 20°C bei der Aufnahme der ,lemperatur- 


Anzch! der Lmpulse /Zert 
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Fig. 2. Temperaturabhangigkeit der Charakteristik des Siemens-Reiniger-y-Zahlrohrs 
bei konstanter Einstrahlung. 


abhangigkeit erwiesen sich jedoch Zeiten von etwa 6 Std bis zur Ein- 
stellung eines stationaren Betriebszustandes als vollkommen ausreichend. 
Aus Fig. 1 sieht man sofort die Erhéhung der Zahlrohranfangsspannung 
bei Temperatursteigerungen, die schon 

von PuTMAN! nachgewiesen wurde. Volt 
Beim Uberschreiten der Temperatur 
70° Ckann auBerdem andeutungsweise 
ein Richtungswechsel der Verschie- 
bung der Anfangsspannung abgelesen 
werden. 


7500 


7400 


Stulenhohe 


Die entsprechenden Charakteri- 
stiken des Siemens-Zahlrohres sind in 7300 
Fig. 2 dargestellt. Die MeBbedingungen 
wurden in gleicher Weise gehandhabt. 7200 


°C 10 
In Fig. 3 ist die mittlere Impuls- A arrenpenayee: 


zahl pro min (Stufenhdhe) im Zahl- _ Fig. 3. Temperaturabhingigkeit der Stufenhohe 
Torcich der Charakteristik gegen die des Zahlbereiches bei konstanter Einstrahlung. 
Temperatur aufgetragen. Es ergibt 

sich angendhert eine parabolische Abhangigkeit der Stufenhéhe von der 
Differenz der Betriebstemperatur und der giinstigsten Temperatur 70°C. 
Fiir den Zahlbereich ergeben sich aus Fig. 1 und 2: Die geometrische 
Form und die Lage des als Zahlbereich definierten Teiles der Charak- 
teristik werden am stirksten von der Temperatur beeinfluBt (Zahl- 


1 Putman, J. L.: Proc. Phys. Soc. Lond. 61, 312 (1948). 
45™ 
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bereich ist nach KorrF! der mehr oder weniger flache Teil der Charak- 
teristik). Die Charakteristik bei 20°C des Messingzahlrohrs in Fig. 4 
laBt an Stelle des Zahlbereiches nur einen Wendepunkt erkennen. Tem- 
peratursteigerung fiihrt zu einer stetigen Verbreiterung des Zahlbereiches ; 
bei 70° C erreicht er schlieBlich seine groBte Breite und wird bei weiterer 
et Temperatursteigerung wieder einge- 
3”  engt. Bei 104° C ist der Zahlbereich 
ganz verschwunden; die Charakte- 
ristik zeigt jetzt einen stetigen und 
monotonen Anstieg. Die Steigung 
der Charakteristik im Zahlbereich 
zeigt ein ahnliches Verhalten. Bei 
20°C deutet sich der Zahlbereich 
eben noch durch einen Wendepunkt 
an; Temperatursteigerung bis 70°C 
1aBt den Zahlbereich immer flacher 
werden; nach dem Uberschreiten 
der Temperatur 70°C nimmt die 
Steigung wieder zu und wird bei 
ae 104° C nahezu unendlich. 


Das Siemens-Zahlrohr zeigt das 
gleiche Verhalten. Seine giinstigste 
Temperatur mit gréBter Zahlbereich- 
breite und kleinster Steigung der 
w” C 7 Charakteristik im Zahlbereich ist 


37,5° C. 
Fig. 4. Ausgezogene Kurve: Temperaturabhingig- ‘ : 
keit der Steigung der Charakteristik im Zahl- Es ist also zu schlieBen, daB es fiir 
bereich bei konstanter Einstrahlung (Ordinate : x : os : 
linke Werteskala). Strichpunktierte Kurve: Tem- jedes Zahlrohr eine fiir den Betrieb 
peraturabhangigkeit der Zahlbereichbreite bei als Auslésezahler giinstigste Tempe- 
konstanter Einstrahlung (Ordinate rechte . ° ' . 
Werteskala). ratur gibt. Im Betrieb bei dieser 
Temperatur ist die in der Zeitein- 
heit gemessene Impulszahl im Zahlbereich von der Zahlrohrspannung 


praktisch unabhangig, und der MeBfehler damit am kleinsten. 


In Fig. 4 ist der Logarithmus der Zahlbereichbreite (strichpunktierte 
Kurve) und der Logarithmus der Steigung der Charakteristik im Zahl- 
bereich (ausgezogene Kurve) gegen die Temperatur aufgetragen. Jede 
der beiden entstehenden Kurven besteht aus zwei nahezu geradlinigen 
Zweigen. Der Mittelwert der Abszissen fiir die Extremalwerte beider 


Kurven definiert die fiir den Betrieb giinstigste Temperatur des be- 
nutzten Zahlrohres. 


Lohlbereichbreite 


Stelgung tn Lihlbereich 


1 Korrr, S. A.: Electron and nuclear counters. New York: D. v. Nostrand 
Comp. Inc. 1948. 
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Dieser Befund deckt sich qualitativ mit den von PARKASH am Zahl- 
rohr mit innerer Kathode gewonnenen Ergebnissen. Seine Messungen 
am Zahlrohr mit auBerer Kathode erstrecken sich nur iiber einen 
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Fig. 5. Zeitabhangigkeit der Zahlrohrcharakteristik bei konstanter Einstrahlung und Betrieb im giinstigsten 
Temperaturbereich. 


beschrankten Temperaturbereich und geben deshalb nur einen be- 
grenzten Uberblick iiber die Temperaturabhingigkeit der Charakteristik 
des Zahlrohres mit 4uBerer Kathode. Seine kleinste Versuchstemperatur 
scheint in der Nahe der giinstigsten Temperatur seines Zahlrohres zu liegen. 
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Fig. 6. Zeitabhangigkeit der Zahlbereichbreite bei Betrieb im Bereich der gtinstigsten Temperatur und bei 
. konstanter Einstrahlung nach vorangehender Unterkihlung. 


Nach der Bestimmung der giinstigsten Temperatur wurde Zahlrohr 1 
(Messingrohr) 24 Std lang auf die Temperatur 0° C abgekiihlt; dann auf 
seine giinstigste Temperatur von 70° C aufgeheizt und im Dauerbetrieb 
die Zeitabhangigkeit der Charakteristik bei der giinstigsten Temperatur 
bestimmt. Das Ergebnis ist das Kennlinienfeld der Fig. 5. In Fig. 6 
wurde die Breite des Zahlbereiches der Charakteristik gegen den Loga- 
rithmus der Heizzeit aufgetragen. Es ergab sich dann eine lineare 
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Beziehung. Die bis zur Einstellung eines einigermaBen stabilen Betriebs- 
zustandes erforderliche Zeit ging in die GréBenordnung von 24 Std. Bei 
den Messungen der ersten Versuchsreihe wurde die Temperaturerhéhung 
immer auf relativ kleine Anderungen beschrankt. Der Einstellvorgang der 
stabilen Betriebscharakteristik verlief dort wesentlich schneller; ein 
praktisch stationarer Wert war dort bereits nach Heizzeiten der GrdBen- 
ordnung 5 Std zu beobachten. 


4, Diskussion der Ergebnisse. 


Die Temperaturabhangigkeit der Charakteristiken dampfgefillter 
GEIGER-MULLER-Zahlrohre — vor allen Dingen das Verschwinden des 
Zahlbereiches bei tiefen Temperaturen — wird in der Literatur haufig 
durch ein teilweises Auskondensieren des Dampfzusatzes gedeutet!?. 
Nach PArKASH? bewirkt die Kondensation, daB: 


1. Eine fiir den Léschvorgang der Gasentladung ungeniigende Menge 
Dampf in der Gasphase zuriickbleibt und damit die Wirksamkeit des 
Dampfzusatzes gleichsinnig mit dem thermodynamischen Gleichgewicht 
seiner Verdampfung und Kondensation von der Temperatur abhangig 
wird. 


2. Ein Teil des kondensierten Dampfes die Isolierstoffteile zwischen 
Zahldraht und Kathode durch halbleitende Kondensationsschichten 
wberbriickt und zu Stromverlusten und Nachentladungen fiihrt. Par- 
KASH unterscheidet nach seinen Ergebnissen deutlich zwischen Zahl- 
rohren mit innerer und solchen mit 4uBerer Kathode. Im ersten Falle 
1aBt er die Wirksamkeit halbleitender Kondensationsschichten zu, im 
zweiten Fall dagegen lehnt er sie ab. 

Nach den experimentellen Ergebnissen dieser Arbeit iiber Zahlrohre 
mit innerer Kathode und der Arbeit von PARKASH iiber Zahlrohre mit 
auBerer Kathode macht sich der Temperaturgang der Charakteristiken 
beider Zahlrohrarten in gleicher Weise bemerkbar; es gibt demnach 
keinen spezifischen Polarititseffekt. Die Auswertung des bisher zur 
Verfiigung stehenden Materials tiber beide Zahlrohrarten zeigt deutlich, 
daB sich in beiden Fallen nach dem Uberschreiten einer fiir den Zahlrohr- 
betrieb ‘giinstigsten Temperatur die Eigenschaften der Charakteristik 
schnell verschlechtern und der Zahlbereich bei einer bestimmten oberen 
Grenztemperatur zum zweiten Male verschwindet. Eine Deutung dieses 
Sachverhaltes im Sinne einer Kondensation des Dampfzusatzes kann 
zwar das Verschwinden des Zihlbereiches unterhalb der unteren Grenz- 
temperatur erklaren, vermag aber nicht die Existenz einer giinstigsten 
Betriebstemperatur und das zweite Verschwinden des Ziahlbereiches 


1 RIEDHAMMER, J.: Phys. Blatter 6, 302 (1950). 
* Om ParKasH: Phys. Rev. 76, 568 (1949). 
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nach dem Uberschreiten einer oberen Grenztemperatur verstandlich zu 
machen. Die Zeitabhangigkeit der Zahlrohrcharakteristik im Betrieb bei 
der giinstigsten Temperatur nach laingerer starker Unterkiihlung des 
Zahlrohrs zeigt auBerdem, daB die Wiedereinstellung eines stationaren 
Betriebszustandes langsam vor sich geht (etwa 24 Std bei 70°C Tem- 
peratursteigerung). Ein reversibles Gleichgewicht zwischen Verdamp- 
fung und Kondensation des Dampfzusatzes miiBte sich aber auch bei 
extremen Anderungen der Betriebstemperatur schon nach kurzer Zeit 
auf den Léschvorgang der Gasentladung im Zahirohr auswirken. Auch 
Gleichgewichte zwischen physikalischer Adsorption und Desorption des 
Dampfzusatzes an den Innenwanden des Zahlrohrs allein scheiden fiir 
eine Deutung aus, denn auch der reversible Adsorptionsvorgang verlauft 
kurzzeitig}5?. 

Anders liegen die Dinge bei einem angenommenen Gleichgewicht 
zwischen aktivierter Adsorption und Desorption des Dampfzusatzes 
an den Metallwanden des Zahlrohrs. Die Zeiten bis zur Einstellung des 
Gleichgewichtes kénnen dann wesentlich langer sein. Nach den heute 
iiblichen Vorstellungen findet bei aktivierter Adsorption lediglich eine 
asymptotische Annaherung an den Gleichgewichtszustand statt; der 
Vorgang verlauft irreversibel. Die an Zahlrohren festgestellte Zeit- 
abhangigkeit der Charakteristik entspricht durchaus solchen Gesetz- 
maBigkeiten*.4,.5. Mit Hilfe eimer Hypothese des Zusammenwirkens von 
physikalischer und aktivierter Adsorption des Dampfzusatzes an der 
Metallwand lassen sich alle Einfliisse der Temperatur auf den Ent- 
ladungsvorgang im GEIGER-MULLER-Zahlrohr zwanglos deuten. 


Bei extrem tiefen Temperaturen erfolgt im Zahlrohr eine fast voll- 
standige physikalische Adsorption des Dampfzusatzes und des Argons 
an den Metallwanden. Temperaturerhéhung bewirkt eine rasch an- 
steigende Desorption beider Gase, denn die thermische Energie der 
zwischenmolekularen Schwingungen wird bald groB genug, die lockere 


1 Als physikalische Adsorption wird die Bindung von Dampfmolekeln an die 
Metalloberflache durch zwischenmolekulare Krafte ohne Wirksamkeit chemischer 
Valenzkrafte bezeichnet. 

2 NIKURADSE, A., u. R. UtBricw: Das Zweistoffsystem Gas—Metall, S. 51 ff. 
Miinchen: R. Oldenbourg 1950. 

3 Man beobachtet zwei Arten der aktivierten Adsorption, Die erste Art wird 
durch den Zerfall der adsorbierten Molekel in ihre Elementarbausteine und deren 
Einbau in das Gitter des Metalls gekennzeichnet. Die aktivierte Adsorption 
zweiter Art konzentriert sich aller Erfahrung nach an Fehlstellen der Kristall- 
flachen. Bei dieser Art ist die adsorbierte Molekel in ihrem Gesamtbestande un- 
verindert. Die zwei genannten Arten stellen Grenzfalle dar, die in Wirklichkeit 
nur mehr oder weniger ausgebildet auftreten. Zumeist beobachtet man Zwischen- 
stufen zwischen beiden Grenzfallen. 

4 ZeLpowITscH, J.: Acta physicochim. USSR. 1, 449 (1934). 

5 SmITHELLS, G. J.: Gases and Metals. London 1938. 
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Bindung an das Metall durch vAN DER WAaLsche Krafte zu zerreiBen. 
Durch eine weitere Temperaturerhéhung erhalten dann die Molekeln in 
der Gasphase allmihlich eine ausreichende kinetische Energie, um die 
Aktivierungsschwelle von méglichen Reaktionen zwischen Dampf- 
molekeln und Wandmetall zu iiberwinden. Es beginnt die aktivierte 
Adsorption des Dampfes am Metall. Diese wird auBerdem noch be- 
giinstigt durch die Beschleunigung von Dampfionen im starken elektri- 
schen Feld des Zahlrohrs, die sich als eine Herabsetzung der Aktivierungs- 
schwelle gegeniiber dem reinen Adsorptionsvorgang ohne Feldeinwirkung 
bemerkbar macht. Bei weiterer Temperaturerhoéhung steigt die akti- 
vierte Adsorption rasch an. Die Adsorptionsisochore des Dampfes am 
Metall durchschreitet demnach beim Ubergang von physikalischer 
Adsorption zur aktivierten Adsorption ein Minimum. Das Argon dagegen 
kann als Edelgas aller Erfahrung nach nicht durch aktivierte Adsorption 
gebunden werden, die adsorbierte Argonmenge nimmt bei Temperatur- 
erhéhung monoton ab. Man erhalt so bei einer Abweichung von dieser 
Temperatur des Adsorptionsminimums nach oben und nach unten eine 
Zunahme der adsorbierten Dampfmenge und infolgedessen eine Partial- 
drucksenkung des Dampfzusatzes. Die giinstigste Betriebstemperatur 
des Zahlrohrs fallt nun mit der Temperatur dieses Minimums der Adsorp- 
tionsisochoren zusammen. Die Auswirkungen dieser Partialdrucksenkung 
auf den Mechanismus der Gasentladung ergeben dann im einzelnen die 
folgenden Temperatureinfliisse auf die Zahlrohrcharakteristik: 


1. Die Partialdrucksenkung des Dampfzusatzes bei Abweichungen 
von der giinstigsten Betriebstemperatur nach oben und nach unten be- 
wirkt eine Verringerung der Zahlrohreinsatzspannung. Die Ziindspan- 
nung einer Gasentladung steigt bekannterweise bei unverdnderter 
Elektrodenanordnung proportional dem Gasdruck an. 


2. Die Partialdrucksenkung des Dampfzusatzes wirkt sich auf Form 
und Lage des Zahlbereiches der Zahlrohrcharakteristik in folgender Weise 
aus: Die am Zahlrohrmantel durch auffallende Gammastrahlung aus- 
gelésten Elektronen — oder etwa in das Zahlrohrinnere eingetretene 
Betateilchen — treffen jetzt seltener auf Molekeln des Dampfzusatzes 
und bilden eine kleinere Anzahl schwer beweglicher, positiver Molekiil- 
ionen des Dampfzusatzes und Sekundarelektronen ; die Ausbreitung der 
Entladung auf die ganze wirksame Linge des Zahldrahtes geschieht 
bevorzugt durch die leichter beweglichen Argonionen, welche schneller ~ 
aus der Umgebung des Zahldrahtes abwandern. Die zur Selbstléschung 
der Gasentladung erforderliche positive Raumladungswolke erreicht 
jetzt nicht mehr die zur Unterdriickung weiterer StoBionisationsvorginge 
notwendige Raumladungsdichte, es setzen Nachentladungen ein. Das 
Zahlrohr verhalt sich ahnlich einem mit Argon gefiillten Gaszahlrohr, 
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welches mit einem zu kleinen AuBenwiderstand betrieben wird (der 
AuBenwiderstand der Dampfzahlrohre ist ja iiblicherweise nur von der 
GroBenordnung 1 MQ). Der Léschvorgang erfolgt allein iiber den schlecht 
angepaBten AuBenwiderstand und die Steigung der Charakteristik im 
Zahlbereich nimmt zu, die Breite des Zahlbereiches dagegen ab. Bei 
ausreichend groBer Abweichung von der giinstigsten Temperatur des 
Zahlrohres ist nahezu die gesamte Dampfmenge adsorbiert und der Zahl- 
bereich verschwindet. Die obere bzw. untere Grenztemperatur ist er- 
reicht, und das Zahlrohr ist als Auslésezihler unbrauchbar geworden. 


3. Das Minimum der Stufenhéhe des Zahlbereiches im Betrieb bei 
der giinstigsten Temperatur (Fig. 2) erklart sich ebenfalls aus der inten- 
sivsten Unterdriickung von Nachentladungen bei der giinstigsten Aus- 
bildung der Bain diocenike um den att eae im Minimum der 
Adsorptionsisochoren. 


Der Adsorptionsvorgang bei Temperaturen oberhalb der giinstigsten 
Temperatur beruht — wie die Zeitabhangigkeit der Zahlrohrcharak- 
teristik beweist — auf einer aktivierten Adsorption des Dampfzusatzes 
an den Metallwanden des Zahlrohres. Die Reproduzierbarkeit der Er- 
gebnisse zeigt andererseits, daB nach hinreichend langer Zeit fast die 
ganze, durch Abweichungen von der giinstigsten Temperatur adsor- 
bierte Dampfmenge wieder desorbiert wird. Als wirksames Element 
der aktivierten Adsorption ist demnach die aktivierte Adsorption zweiter 
Art anzunehmen!. Dabei werden die Dampfmolekeln in Form besonderer 
Oberflachenverbindungen durch chemische Valenzkrafte bevorzugt an 
Fehlstellen der Metalloberflache gebunden. Das adsorbierte Molekil 
bleibt dabei als Ganzes erhalten. Im Fall des Alkoholdampfes ist dabei 
an eine Art von Alkoholatbildung zwischen Athanoldampf und Wand- 
metall zu denken. 


Erfahrungsgem4B wird die aktivierte Adsorption zweiter Art von der 
aktivierten Adsorption erster Art oder Chemosorption begleitet', beide 
Vorgange laufen normalerweise gleichzeitig ab. Die Dampfmolekel disso- 
ziiert dabei in ihre atomaren Elementarbausteine oder einfachere Atom- 
gruppen, welche sich dann etwa in Form besonderer Oxyde, Hydride und 
Karbide mit dem Metall umsetzen?. Temperaturanderungen fiihren dann 
zu einem langsamen Abbau dieser Oberflachenverbindungen, deren fliich- 
tige Bestandteile sich beim Austritt in die Gasphase zu einfacheren 
Stoffen — hauptsdchlich Kohlendioxyd, Kohlenmonoxyd, Wasserdampf 
und Methan — umsetzen. Eine Riickbildung der Dampfmolekel ist 
dabei sehr unwahrscheinlich. 


1 Siehe FuBnote® S. 223. 
2 EmELeEus, H. J., u. J. ANDERSON: Ergebnisse und Probleme der modernen 


anorganischen Chemie. Berlin: Springer 1940. 
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Die eben geschilderten Umstande erklaren auch das Altern dampf- 
gefiillter Zihlrohre. Der Dampfzusatz setzt sich im Laufe der Betriebs- 
dauer infolge Adsorption erster Art zu leichteren Gasen ohne Brems- 
wirkung — Wasserdampf, CO, CO, und CH, — um, deren Beweglichkeit 
und Ionisierbarkeit etwa der des Argons entspricht. Die durch Chemo- 
sorption entstehenden Verbindungen verschlechtern auBerdem die Ober- 
flache der Anode (Zahldraht) und fiihren zur bevorzugten Einleitung 
von Koronaentladungen an durch Chemosorption erzeugten Spitzen am 
Zahldraht. Die Richtigkeit dieser Vorstellungen ergibt sich aus dem 
Vergleich der Zahlrohranfangsspannungen in den Fig. 1 und 5, die nach 
langerer Unterkithlung des Zahlrohres eine Verschiebung der Zahlrohr- 
einsatzspannung zu hdheren Werten erkennen lassen. AuSerdem ist aber 
nicht zu vergessen, daB sich in der Gasentladung ein Teil der Dampf- 
molekeln durch Ionen- bzw. ElektronenstoB ebenfalls zu einfacheren 
Verbindungen umsetzt. Beide Prozesse zerstéren im Laufe der Lebens- 
dauer des Zahlrohres die Molekeln des Dampfzusatzes. 

Diese Deutung ist in Ubereinstimmung mit Versuchen von FRIED- 
LAND! und FRIEDLAND und KATZENSTEIN?. FRIEDLAND untersuchte die 
Fiillung eines mit Athylacetat und Argon gefiillten Zahlrohres in Ab- 
hangigkeit von der Laufzeit mit dem Massenspektrographen und fand 
eine mit der Zeit zunehmende Intensitat der Linie 44 des Kohlendioxyds. 
Zur Kontrolle der Herkunft des CO, wurde von FRIEDLAND und KATZEN- 
STEIN ein gleiches Zahlrohr nur mit Argon gefiillt. Auch nach 10 Im- 
pulsen ergab sich noch keine merkliche Intensitat der CO,-Linie im 
Massenspektrogramm. Die Herkunft des CO, aus dem Athylacetat ist 
demnach klar erwiesen. 


Nachsatz. 

Nach dem AbschluB dieser Arbeit wurde eine weitere Arbeit von 
FRIEDLAND und KATZENSTEIN zuganglich*, welche die Deutung im 
Sinne einer Adsorptionshypothese unterstreicht. Die Autoren unter- 
suchten die Fiillung eines Zaihlrohrs vor der Inbetriebnahme und nach 
abgelaufener Lebensdauer massenspektrographisch. Als Fiillgas be- 
nutzten sie Argon und eine Reihe aliphatischer Alkohole (Methanol, 
Athanol, Propanol und iso-Propanol, Butanol und iso-Butanol), sowie 
eine Reihe von Estern der Ameisen- und der Essigsaéure mit Methanol 
und Athanol. Als hauptsiichliche Zerfallsprodukte konnten die Autoren 
Wasser, Kohlenmonoxyd und Kohlendioxyd, sowie Methan, nach- 
weisen. AuBerdem wurde erstmalig eine Mikroaufnahme des Zihldrahtes 
vor und nach abgelaufener Lebenszeit des Zahlrohres veréffentlicht. 


1 FRIEDLAND, S.: Phys. Rev. 74, 8908 (1948). 
* FRIEDLAND, S., u. H. S. KATzENSTEIN: Phys. Rev. 84, 5014 (1951). 


® FRIEDLAND, S., u. H. S. Katzenstetn: Rev. Sci. Instrum. 24, 109 (1953). 
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Die Aufnahme zeigt deutlich die Bildung eines Oberflichenbelages. In 
einer weiteren Versuchsreihe wurde gezeigt, daB die Entstehung von 
Nachentladungen allein durch das Auftreten der Zersetzungsprodukte 
im Fillgas bedingt wird. Die Zersetzung des Dampfes allein gibt bei 
einer Untersuchung der Impulsform noch keinen AnlaB zum Auftreten 
verschieden hoher Impulse. Das Verschwinden der ,,GEIGER-region“, 
dh. das Auftreten verschieden hoher Zahlimpulse, wird allein durch 
den Oberflachenbelag und die von ihm verursachte Spitzenwirkung ge- 
deutet. Vom Standpunkte unsere1 Deutung aber ist das Vorhandensein 
_ des Oberflachenbelages ein Beweis fiir das Eintreten von Chemosorp- 
tionsvorgangen am Zahlrohrdraht. 


Ich danke Herrn Professor Dr. A. NIKURADSE und Herrn Dr. 
R. ULsBRIcH fiir die Férderung der Arbeit und viele niitzliche Diskussions- 
bemerkungen und Hinweise. 


Schwarzenfeld 1. d. Opf., Institut fiir Elektronen- und Ionenforschung 
an der Technischen Hochschule Miinchen. 
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Bindungsenergie und Einteilchen-Modell 
der Atomkerne. 


Von 


K. WOESTE. 


Mit 3 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 22. Dezember 1953.) 


Es wird gezeigt, daB sich die Bindungsenergien der Atomkerne im Einteilchen-Modell 

grundsatzlich auch quantitativ beschreiben lassen. Es ergibt sich im Rahmen des 

angegebenen Modells, daB Kerne nur innerhalb eines den GAMow-Bach eng um- 

schlieBenden Gebietes existieren k6nnen. AuBerhalb des Gebietes ist die Zahl der 

Nukleonen gréBer als die Zahl der vorhandenen Niveaus in dem dieser Nukleonen- 

zahl entsprechenden Einteilchen-Potential. Der Einflu®B auf die Termdichte der 
Kernspektren wird diskutiert. 


1. Einleitung. 


Bei der tblichen Anwendung des FERMI-Gas-Modells auf den Grund- 
zustand der Atomkerne ist es bekanntlich nicht méglich, die erfahrungs- 
gemaB giiltige Relation 

AE, E,Z/A 


(E, = Gesamtbindungsenergie, JE, = Bindungsenergie des letzten 
Nukleons) auch nur angenahert zu erfiillen. Denn legt man das oberste 


besetzte Niveau — mit der FEeRmischen kinetischen 
Grenzenergie [ — um |4E,| unter den Rand des 


Potentialtopfes der Tiefe V, (Fig. 1), so wird zwar 
beim Hinzufiigen eines weiteren Nukleons die richtige 
Bindungsenergie 


AE, = c = Vo 
frei. Fir die Bindungsenergie E,, die sich aus 
Exin =$35-A und E,,.=—V,-A zusammensetzt, 
Fig. 1, Schematisiertes folgt jedoch 
Kernpotential, me ¥, p 
E,|/A =40—V,, 


d.h. der Betrag der Bindungsenergie fallt um 2£ zu groB aus. Gibt man 
umgekehrt £,/A richtig vor, so wird |AE,| zu klein. 

Diese Diskrepanz riihrt nicht etwa von dem statistischen Charakter 
des Modells her, sie hangt vielmehr mit dem in dieser wechselwirkungs- 
freien Naherung benutzten Einteilchen-Modell zusammen. Die Wechsel- 


oe 
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wirkung jedes einzelnen Teilchens mit allen ubrigen wird ja durch das 

mittlere von diesen erzeugte (schematisierte) Potential ersetzt. 
Vermieden wird der Widerspruch, wenn man beriicksichtigt, daB in 

einem Einteilchen-Modell jedes Nukleon eine doppelte Funktion hat: 


1. Tragt es zur Erzeugung des Potentials bei, 
2. besetzt es ein Niveau. 


Bei der obigen Betrachtung wurde aber nur die Funktion der Be- 
setzung beriicksichtigt. Durch das hinzukommende Nukleon tritt auBer- 
dem eine merkliche Potentialdénderung ein, die vor allem im VergréBern 
der raumlichen Ausdehnung des Potentialtopfes besteht. Dies bewirkt 
ein geringfiigiges Absinken der einzelnen Energieniveaus. Summiert 
man Uber alle besetzten Terme auf, so ergibt sich, wie im folgenden 
gezeigt wird, daB dieser Beitrag zur Bindungsenergie des letzten Nu- 
kleons im allgemeinen gréBer ist als der Anteil, der durch den Abstand 
zwischen tiefstem freien Niveau und Topfrand gegeben ist. Diese Tat- 
sache gibt sogleich AnlaB zu der Frage, ob etwa das oberste besetzte 
Niveau den Potentialrand erreichen kann, was bedeuten wiirde, daB ein 
aus A Teilchen resultierendes Potential weniger als A Niveaus zur Ver- 
fiigung stellt, d.h. es kénnte eine Konkurrenz zwischen Teilchen- und 
Termzahl eintreten. 

Zur quantitativen Behandlung dieser Fragen ist es erforderlich, die 
Bindungsenergie der Atomkerne aus dem Einteilchen-Modell herzu- 
leiten. Dies geschieht im folgenden durch eine geeignete Interpretation 
der bekannten v. WEIzsAcKERschen Formel fiir die Bindungsenergie des 
Kerntropfens im Sinne des Einteilchen-Modells. 


2. Kinetische Energie. 

Als Modell benutzen wir einen einfachen ,,Potentialtopf“, d.h. wir 
behandeln die Nukleonen als frei beweglich im Innern einer Kugel vom 
Kernradius R, innerhalb deren alle Teilchen eine um den Betrag V, 
gegen den AuBenraum erniedrigte potentielle Energie haben. Um Ober- 
flacheneffekte fiir die folgenden Betrachtungen nicht beriicksichtigen 
zu miissen, denken wir uns die ,,Potentialkugel‘‘ von unendlich hohen 
Potentialwinden umschlossen. Im Rahmen dieses Modells behandeln 
wir die Nukleonen als FERMI-Gas im Grundzustand. 


Vorlaufige Rechnungen fiir endlich tiefe Potentialtopfe ohne Zuhilfenahme 
des Gasmodells ergaben nahezu die gleichen quantitativen Resultate wie das obige 
Modell, so daB die Verwendung der undurchdringlichen Potentialkugel und die 
statistische Behandlung unbedenklich erscheinen. Es bleibt dann nur noch die 
Frage, inwieweit die Verwendung von verschiedenen Rechteckpotentialen fiir 
Neutronen und Protonen, so wie es unten geschieht, an Stelle der richtigen , self- 
consistent‘ Potentiale, etwa im Sinne von HarTREE und Fock, die quantitativen 
Ergebnisse verandert. Vermutlich ist dieser Einflu8 ebenfalls nicht sehr wesentlich, 
da es sich hier immer um Mittelwertaussagen handelt. 


‘ 
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Die kinetische Energie folgt in bekannter Weise zu 


Exin = <aqtaeog (Ph + PA) = 27 (ZI lem + 22]. tt) 


Hierin rithrt das Auftreten von N und Z in der Klammer von der auf- 
einanderfolgenden Besetzung der Niveaus her, wahrend das Auftreten 
des Radius 
R=17,(N +2) 

ihrer Eigenschaft als Potentialparametern entspricht. Verallgemeinernd 
beschreiben wir daher diese doppelte Rolle der Nukleonen durch zwei 
Paare von unabhangigen Variablen: N,, Z, als Besetzungszahlen, 
N, Z (ohne Index) als Potentialparameter. Es ist klar, daB die Kerne 
in Wirklichkeit stets die Bedingungen N.=N, Z,=Z nach sich ziehen. 
Wenn trotzdem N, und N bzw. Z, und Z als unabhangig behandelt 
werden, so hat das seinen Grund darin, daB das Einteilchen-Modell 
formal durchaus Beschreibungen von Verhaltnissen gestattet, die nicht 


diesen Bedingungen unterliegen. — Wir formen (1) um in 
_ a7 fa\i 1 4 AT) j 
Exc= aoa (5) Gig UNO + 2241. (2) 


Mit den Konstantenwerten 
7, =1,5-10-* cm [s. unten (5)], M=41,67-40-%g, 
h = 1,054 - 10-*7 erg sec 
wird daraus 
Eig (MeV) = 12,85.4,(4e)t + [ ae) +( a=)'| 
und nach dem NeutroneniiberschuB (N — Z) entwickelt 


Erin = 12,85.46(Se) {1 + 5 (Ge) + 5, (eit. 


In der Klammer kann das letzte Glied vernachlassigt werden. 
Die Grenzenergie jeder Teilchenart ist in bekannter Weise zu be- 
rechnen; sie ist z.B. fiir die Neutronen 


ty = Px mit N= —*__p3 
Pp 2M ' 3a ns N° 


Das ist gleichbedeutend mit 


2 5 
P¥ —_ OE kin 


"N "3M ON, 


= 24,42-( 2% \I MeV. (4) 
3. Potentielle Energie. 


Wie in der Einleitung dargelegt, ist unser Ziel, die Bindungsenergie 
des Einteilchen-Modells aus der vy. WeIzsAcKERschen Formel des 
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Tropfenmodells zu gewinnen. Fiir unser spezielles Modell erfordert dies 
lediglich die Unterscheidung von N., Z, bzw. N, Z in der Tropfenformel. 
Da eine derartige, unmittelbare Interpretation der gesamten Bindungs- 
energie nicht méglich ist, haben wir im vorigen Abschnitt vorerst die 
kinetische Energie nach Besetzungszahlen und Potentialparametern ge- 
ordnet. In diesem Abschnitt werden wir dasselbe fiir die potentielle 
Energie tun, die sich als Differenz der (negativen) Gesamtbindungs- 
energie E, und der kinetischen Energie ergibt. Fiir E; wollen wir die 
halbempirische v. WeIzsAcKERsche Formel mit den bei FERMI! ange- 
gebenen Konstanten verwenden, die eine vorziigliche Ubereinstimmung 
mit den empirischen Daten ad 


’ A 3 e Z2 2 
E,, (MeV) = — 14,03 A+ 19,3 ———— + — ——"+ [13.48] (5) 


é 
5 % Ab 
mit 

R=r,-A'=1,5-10Atcm und ¢=4,805-107(e.s.E.). 
Den eingeklammerten Oberflachenterm wollen wir (s. oben) auBer acht 
lassen. Dann wird die potentielle Energie als Differenz von (5) und (3) 


(6) 


In dem von uns benutzten Modell mu8 nun die potentielle Energie die 
Form 


3 6? Z2 
Seo Ae 


Exot = — 26,88 A + $2.2 cere 


pot 


Eee, Vy Pe, Fz (7) 


haben, worin z.B. Vy die Tiefe des Neutronentopfes ist. Eine (7) ent- 
sprechende Umformung von (6) ist 


vA N—Z 


je 
BK = — 26,88 (N, + Z,) + 12, 2N,-—{— — 12,22, io -|- 
a3 3 2 
a 5 % As 
N—Z (8) 
: N—Z Sy 2 Z 
HZ ,| = 26,88 — 12,25 + 2.2 = | 


Die Aufspaltung des ersten Gliedes in (6) ist nach (7) zwangslaufig. 

26,88 ist also die den Neutronen und Protonen gemeinsame Topftiefe. — 
( Ma a 

Dasselbe gilt fiir den letzten Term von (6), denn : - a ist gerade 
0 

die mittlere Anderung der potentiellen Energie eines Protons infolge 

der Coutomp-Wechselwirkung. — Die naheliegende Aufspaltung des 


1 Fermi, E.: Nuclear Physics, S. 7. The University of Chicago Press 1954. 
2 Dabei wurde ein 6-Term fortgelassen, der den gg-, ug- usw. Abweichungen 
Rechnung tragt und hier ohne Belang ist. 
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(N — Z)2/A-Termes in Gl. (8) ist hingegen nicht zwangslaufig. Aus dem 
Fermi-Gas-Modell (mit Wechselwirkung) folgt sowohl ein (N,—Z,) x 
x (N —Z)/A-Term wie auch ein (N,+Z,) (N —Z)?/A®-Term. Wir wollen 
von einer derartigen Aufspaltung in Anbetracht der Unsicherheit 
unserer Kenntnisse iiber die Sattigungseigenschaften der Kernkrafte ab- 
sehen. Da es sich bei diesem Term ohnehin nur um einen untergeord- 
neten Korrekturterm handelt, bleibt diese Unsicherheit fiir die im fol- 
genden abgeleiteten Ergebnisse aber belanglos. — Damit haben wir 
kinetische und potentielle Energie und folglich die Gesamtenergie in 
Termen unseres Einteilchen-Modells ausgedriickt. 


4. Konkurrenz zwischen Teilchenzahl und Niveauzahl. 

Wir sind jetzt in der Lage, die in der Einleitung erwahnte mégliche 
Konkurrenz von Teilchen- und Termzahl zu untersuchen und wollen 
zuerst den Besetzungszustand des Neutronenpotentials ermitteln. Wir 
fragen, fiir welches N bei vorgegebenem Z die FERMIsche Grenzenergie 
der Neutronen gleich der Neutronentopftiefe ist, d.h. fiir welches N das 
oberste besetzte Niveau den Potentialrand erreicht: 


Ey = —Vy oder nach Gl. (4) und (7) bzw. (8) 
2N\i_ ., Et a [2 (9) 

21,42 & J! = 26,88 — 12,2 >= = 39,08 — 12,2(7°) 
mit der Lésung 2 -e~ 1,21. In der N, Z-Ebene ist dies eine durch den 


Ursprung gehende Gerade (Kurve 1 in Fig. 2), die den GAmMow-Bach 
(Kurve 2), dessen Verlauf durch die $-Stabilitaétsbedingung! 


N _ 0,98+ 0,015.48 


— 10 
A 1,98 + 0,015.43 (10) 
bestimmt ist, in einem gewissen kritischen A schneidet. Oberhalb dieser 
Geraden liegt ein Gebiet, in dem die Teilchenzahl die Termzahl iiber- 


wiegt. — Fir Protonen gilt die (9) entsprechende Gleichung 
- r 2Z \i / r 
tz=—Vz_ baw. (4 J’ = 1,825 —— [0,57 + 0,01364%]. (11) 


Sie stellt eine den GAmMow-Bach in der N, Z-Ebene in etwa gleich- 
bleitbendem Abstand von groBen Z her umfassende Kurve dar. (Kurve 3 
in Fig. 2.) 

Eine andere Darstellung des Besetzungszustandes z.B. des Neu- 
tronenpotentials ergibt sich, wenn man einmal die FERMische Grenz- 
energie tiber A auftragt, zum anderen die Tiefe des Neutronentopfes |Vy| 
— und zwar beides fiir die B-stabilen Kerne, d.h. unter Beriicksichtigung 
der Nebenbedingung (10) (Fig. 3). Die Differenz von |Vy| und fy gibt 


1 Vel. etwa Fermi l.c. 


“~ 
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Fig. 2. Das schraffierte Gebiet enthalt die Ende 1952 bekannten stabilen und radioaktiven Isotope. Kurve 2: 


_ Talsohle des Gawow-Baches [GI.(10)]. Kurve J und 3: Begrenzungen fiir neutronen- und protonenreiche 


Isotope. Wegen der auf Kurve 1 aufsitzenden Treppenkurve s. Text. 


[ 


ete eet ot 


al 700 200 Appip 500 
A—» 
Fig. 3. Topftiefe Vy und Grenzenergie ¢y in MeV. (th und ty fiir 75 = 1,5 bzw. 1,4 * 1074 cm.) 
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den Abstand des obersten besetzten Neutronenniveaus vom Potential- 
rand an: sie wird Null fiir das kritische A. Um die Abhangigkeit von den 
benutzten Konstanten zu itbersehen, wurde die Grenzenergie auch fir 
eine zweite Radiuskonstante 7) = 1,4 - 10-1 cm, und Vy fiir ein um 1 MeV 
tieferes Potential eingezeichnet. In jedem Fall ergibt sich ein Schnitt- 
punkt. 

Wir wollen noch den Abstand D zwischen dem obersten besetzten 
Neutronen- und Protonenniveau angeben: 


D = (Vy + fy) — (Vz + Sz), 


oder fiir nicht zu leichte Kerne 


p—2E 
ON, a2, ° 


Fiir die B-stabilen Kerne, die der Nebenbedingung 


Of 4 "BE YOR, OE 


OE OE _ GEpot CE pot : N. — ye a ee Z 
af > aN” BE oN Fee Te 


Daraus ergibt sich z. B. fiir U?85: D=}3,3 MeV, d.h. das oberste besetzte 
Neutronenniveau liegt hier um 3,3 MeV tiber dem entsprechenden Pro- 
tonenniveau. Daher wird die Teilchentermzahl-Konkurrenz, wenn sie 
tiberhaupt bemerkbar wird, fiir Neutronen wesentlich ausgepragter sein 
als fiir Protonen. 


5. Zustandekommen der Bindungsenergie des letzten Nukleons. 


Fir nicht zu leichte Kerne gilt fiir die Bindungsenergie des letzten 
Neutrons 
AE gy = 8) 4. 2060 
. oN, oN 
Es werde speziell der Kern mit kritischem A betrachtet (bei dem die 
Neutronenterme also gerade alle besetzt sind) und gezeigt, wie hier die 
Neutronenbindung erfolgt. Nach Gl. (4) und (7) gilt dann 


0 (ER) -_ OE kin CE pot ver 7 
aN, oa @N, * ON, =Cy 4-Vy = 0. 


Also wird 


- CR: Ck 
AEsy = ae a =~ ee : 
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Wahlen wir etwa nach Fig. 3 A = 223, N=135, Z—88, so wird 


1s. uh ea KY 5 (N—Z\2 night : 
“oN 12,85 bis ait EG | A \ b= — 8,78 MeV 
CE 1 ae 2 
oat 24 \N — 4) 9 195 2 — 0,91 MeV 
ON A® 13 
und 
AEs —— 7,87 Me\, 


wie auch unmittelbar aus der v. WEIzsAckERschen Formel (5) — natiir- 
lich ohne den Oberflachenanteil — folgt. (Letzterer betragt hier 1,43 MeV, 
so daB insgesamt — 6,44 MeV fiir die Bindungsenergie des letzten Neu- 
trons resultiert.) Fiir die Bindung ist also allein das negative oe 
verantwortlich, d.h. die Anderung der gesamten kinctischen Energie 
infolge einer Potentialveranderung (N ohne Index!), die hier in der Ver- 
groBerung des Proton- und Neutrontopfradius durch das hinzukommende 


Neutron besteht. Der Bindung entgegen wirkt das positive ee dem 


* 


Veranderungen der Proton- und Neutrontopftiefe durch das letzte 
Neutron entsprechen. 
Fiir das letzte Proton gelten wieder ganz analoge Betrachtungen. 


Diskussion. 


ZusammengefaBt lautet das Ergebnis der theoretischen Unter- 
suchung: Es existiert jeweils fiir Neutronen und Protonen eine kritische 
Kurve in der N, Z-Ebene.- Die beiden Kurvenziige schneiden sich, und 
nur innerhalb des umschlossenen Bereichs kénnen Kerne existieren, da 
auBerhalb entweder die Neutronen- oder die Protonenzahl die Zahl der 
vorhandenen Niveaus iibertrifft. Es ist jedoch fraglich, ob diese Be- 
grenzungen uberhaupt wirksam werden, da die abnehmenden Lebens- 
dauern sowohl fiir 6-- und f*-Zerfall wie auch fiir «-Zerfall bzw. spon- 
tane Spaltung ebenfalls Begrenzungen liefern, die den ersteren etwa 
parallel verlaufen. — Eine andere Folge der Term-Teilchen-Konkurrenz ist 
die durch die Abnahme der Zahl freier Niveaus bedingte Verringerung 
der Zahl méglicher Anregungszustande. 

In Anbetracht unseres recht schematischen Modells wollen wir fiir 
den Vergleich mit der Erfahrung diese Ergebnisse auf halbempirische 
Weise korrigieren: Statt der berechneten kritischen Geraden fiir Neu- 
tronen durch A,,;,—223 (die eigentlich eine ausgemittelte Treppen- 
kurve ist), tragen wir die aus dem Schalenmodell bekannte Reihenfolget 
der Neutronenterme in die N, Z-Ebene ein. Dabei ergibt sich die in 
Fig. 2 eingezeichnete Treppenkurve, die etwas willkiirlich auf eine 


1 KLINKENBERG, P. F. A.: Rev. Mod. Phys. 24, 63 (1952). 
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Gerade aufgesetzt ist, deren Neigung so gewahlt wurde, daB die Treppen- 
kurve an keiner Stelle die bekannten Kerne iiberschneidet. Der Geraden 
entspricht ein A j,i, = 274. — Da fiir Protonen eine ernsthafte Konkurrenz 
zwischen Teilchen- und Niveauzahl wohl nicht in Frage kommt, wurde 
in Fig. 2 lediglich die durch Gl. (11) gegebene Grenzkurve eingezeichnet. 

Der Vergleich unserer Ergebnisse mit der Erfahrung betrifft nach 
dem oben Gesagten: 

4. Die Termdichten der Kernspektren, 

2. die Begrenzung der Protonen- und Neutronenzahlen. 


Experimentelles Material zu 1. liefern vor allem (m, y)- und (1, »)- 
Resonanzen, die jedoch nur iiber Anregungsenergien, die gréBer als die 
Bindungsenergie des letzten Neutrons sind, AufschluB geben. In dem 
hierdurch festgelegten Ausschnitt der Kernspektren beobachtet man 
beim Ubergang zu schwereren Kernen zuerst ein starkes Ansteigen der 
Termdichte — wie wegen der zunehmenden Zahl der Freiheitsgrade zu 
erwarten ist. Mit weiter zunehmendem A aber bleibt die Termdichte 
etwa konstant. Dies wird bekanntlich durch die Abnahme der Bindungs- 
energie des letzten Neutrons mit zunehmendem A erklart: Die weiterhin 
vorhandene Zunahme der Termdichte wird gerade dadurch kompensiert, 
daB man einen tiefer gelegenen Abschnitt des Kernspektrums mit ent- 
sprechend geringerer Termdichte vor sich hat. — Unberiicksichtigt bleibt 
bei dieser Erklarung, daB auch die Abnahme der Zahl freier Neutronen- 
niveaus mit wachsendem A im Sinne einer Verringerung der Termdichte 
wirkt. Eine vollstandigere Beschreibung der Termdichte hatte daher 
beide Effekte zusammenzufassen. 

Beziiglich des zweiten oben genannten Punktes wollen wir uns auf 
die Untersuchung einer méglichen oberen Begrenzung fiir neutronenreiche 
Isotope beschranken, da die entsprechenden Erscheinungen fiir Protonen 
viel weniger ausgepragt sein werden. Wie Fig. 2 lehrt, sind es vor allem 
drei Bezirke in denen eine solche Beschrankung merklich werden kénnte: 
Anfang und Ende des periodischen Systems und in der Mitte die Spalt- 
produkte. — Die Anwendbarkeit unseres Modells auf leichte Kerne ist 
nur mit groBer Vorsicht méglich und soll deshalb auBer Diskussion 
bleiben. — Sollte das Ende des periodischen Systems eine Folge feh- 
lender Neutronenniveaus sein, so miiBte man erwarten, daB das Ende 
mit AbschluB einer Schale oder Unterschale (Niveau) eintrate. In 
Betracht kame hier allenfalls die 77*-Unterschale bei 148 Neutronen. 
Jedoch gibt es von Put, Am* und Cm jeweils ein Isotop mit 149 Neu- 


* SULLIVAN, J.C. u. Mitarb.: Phys. Rev. 83, 1267 (1951). — THompson, S.G. 
u. Mitarb.: Phys. Rev. 84, 165 (1951). 

* STREET, K. u. Mitarb.: Phys. Rev. 79, 530 (1950). — Reynotps, F. L. u. 
Mitarb.: Phys. Rev. 80, 467 (1950). 

8’ Hurst, E. K. u. Mitarb.: Phys. Rev. 84, 366 (1951). 
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tronen, wenn auch noch nicht endgiiltig gesichert, so daB vermutlich 
die kiirzer werdenden Lebensdauern fiir «-Zerfall und spontane Spaltung 
das Vordringen zu noch schwereren Kernen verhindern und nicht ein 
plétzliches Abbrechen infolge fehlender Niveaus. — In der Mitte des 
periodischen Systems hat der GAMow-Bach nach der neutronenreichen 
Seite hin die zwei von den Spaltprodukten und ihrer Asymmetric her- 
riihrenden Ausbuchtungen. Ob und in welchem MaBe diese die kritische 
Treppenkurve beriihren, ist schwer zu entscheiden. Sollten die Aus- 
buchtungen — genauer mindestens eine — sogar unmittelbar durch die 
Treppenkurve bedingt sein, so wiirde hierin die Erklarung fiir die Asym- 
metrie der Spaltung zu sehen sein. Die mit steigender Anregungsenergie 
zunehmende Symmetrie der Spaltung lieBe sich hierbei durch die Ver- 
dampfung iiberschiissiger Neutronen erklaren. Widerlegt wiirde diese 
Deutung sofort, wenn es gelange, neutronenreiche Isotope auch zwischen 
den beiden Ausbuchtungen nachzuweisen. Beziiglich der bisher vor- 
liegenden Deutungen sei auf eine Arbeit von Hitt und WHEELER! ver- 
wiesen. Die beiden hiernach allein méglichen Erklarungen lassen jedoch 
nicht die experimentelle Tatsache verstehen, daB mit steigendem Atom- 
gewicht des Ausgangskerns die Gruppe der leichten Spaltprodukte sich 
auf die feststehende schwere Gruppe zu bewegt?. Beim Zutreffen der 
oben gegebenen Deutung hingegen wiirde dies verstandlich, wena man 
annimmt, daB nur die Gruppe der schweren Spaltprodukte durch die 
Treppenkurve fixiert wird. 


Herm Professor S. FLUGGE und Herrn Dr. G. FALk danke ich fiir 
ihr Interesse an der Arbeit, und der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
fiir die Gewahrung eines Stipendiums. 


Marburg a.d. Lahn, Institut fiir Struktur der Materie der Uni- 
versitat. 


1 Hit, D.L., u. J. A. WHEELER: Phys. Rev. 89, 1102 (1953). 
2 TurKEwIcH, A., u. J. B. Nipay: Phys. Rev. 84, 52 (1951). 
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Die Abhingigkeit der Reizschwelle des 
mensdhlichen Auges von der Dauer der Lichtimpulse 
und der Wellenlange des Lichtes. 

Von 
W. Rrez_er, F. EspeR und H. MEURERS. 
Mit 9 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. November 1953.) 


In der vorliegenden Arbeit wird die Reizschwelle des menschlichen Auges in Ab- 
hangigkeit von der Dauer der Lichtimpulse und von der Wellenlange des auffallenden 
Lichtes bestimmt. 

Den Sehvorgang kann man kurz folgendermaBen beschreiben: Durch Absorption 
eines Lichtquants in den Sehzellen der Retina wird im Auge eine physikalisch- 
chemische Primarreaktion ausgelést, welche die Ursache fiir einen Reiz darstellt. 
Uber verschiedene Schaltelemente erfolgt die Reizleitung zum Gehirn und dort 
schlieBlich die Umwandlung des Reizes in die Sinneswahrnehmung, die wir als 
Sehen bezeichnen. 

Unsere Untersuchungen galten dem PrimarprozeB. Es war die Anzahl der Licht- 
quanten zu bestimmen, die mindestens in der Netzhaut absorbiert werden muB, 
damit ein geniigend starker Reiz ausgelést wird, der zu einer Sinneswahrnehmung 
fiihrt. Die Messungen wurden am dunkeladaptierten Auge vorgenommen und zwar 
einmal fiir die extrafovealen Sehzellen (Stabchen) und zum anderen fiir die in 
der Fovea centralis befindichen Sehelemente (Zapfchen). 


Experimentelle Anordnung. 

Die Apparatur muBte folgende Bedingungen erfiillen: 

Man muBte Lichtblitze bekannter Intensitaét und Zeitdauer herstellen 
kénnen. Die Intensitat sollte beliebig anderbar sein. AuBerdem muBte 
sich die Wellenlange des Priiflichtes kontinuierlich variieren lassen. 

Fig. 1 gibt eine schematische Darstellung der Versuchsanordnung. 
Als Lichtquelle diente eine 6 V/5 Amp-Lampe mit einer Wendel von 
2,4mm Linge, deren Betriebsspannung konstant auf 4,0 V gehalten 
wurde. Die spektrale Verteilung der Strahlungsleistung dieser Lampe 
war mit einer Photozelle und einem Verstarker im Vergleich zur HEFNER- 
Lampe gemessen worden. Durch eine weitere Vergleichsmessung am 
Ende der MeBreihen wurde die Abnutzung der Lampe bestimmt und dies 
bei den Ergebnissen mit beriicksichtigt. 

Den gewiinschten Spektralbereich konnte man an einem Monochro- 
mator M einstellen. Ein Beleuchtungsrohr mit drei Linsen sorgte fiir 
eine gleichmaBige und méglichst lichtstarke Ausleuchtung des Eingangs- 
spaltes des Monochromators. Der Lichtstrom konnte durch Einschieben 
von geschwarzten und geeichten Photoplatten S stufenweise geregelt 
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werden. Eine Feinregelung war am Monochromatoreingangsspalt R. Sp. 
moglich. Das eigentliche Beobachtungsobjekt bildete eine kleine Loch- 
blende von 0,3 mm Durchmesser, in deren Ebene der Ausgangsspalt des Mo- 
nochromators abgebildet war. Es stand in 1,8 m Abstand vom Auge der 
Versuchsperson (Vp.). Die Zeitdauer der Lichtblitze konnte mit einem 
Scheibenverschlu8 V im Intervall von 10~‘ sec bis 1 sec variiert werden. 

Um den Kopf der Vp. zu fixieren, war am Ausgang der Apparatur 
in der Dunkelkammer eine Kopfstiitze angebracht. Die Ausgangsblende 
der Apparatur war an der 


Kopfstiitze befestigt und | wren | 

hatte einen Durchmesser 9—}) {\/\(}{} 9-4 f s 
von 0,4 cm, damit alles | bd ‘| 

Licht; das durch sie hin- “FR Sp, nil we 

durchtrat, auch mit Sicher- Fig. 1. Experimentelle Anordnung (schematisch). 


heit durch die Pupille in 

das Auge der Vp. fiel. Da eine Akkommodation auf einen nahen Punkt 
in der Dunkelheit sehr schwer ist, wurde vor das Auge der Vp. ein 
Brillenglas gesetzt, welches bewirkte, daB der Beobachtungsgegen- 
stand im Unendlichen zu liegen schien, d.h. die Vp. konnte mit ent- 
spanntem Auge beobachten. Die Augenblende ergab einen Durchmesser 
des Beugungsscheibchens auf der Netzhaut von etwa 7y. 


Das Mefverfahren. 


Wir halten es fiir notwendig, das MeBverfahren etwas eingehender zu 
erlautern, damit ein Vergleich mit anderen Arbeiten tiber das gleiche 
Thema erleichtert wird. Leider machen die einzelnen Autoren bisher 
dariiber oft nur sehr summarische Angaben. 

Vor jeder MeBreihe muBte sich die Vp. etwa 30 bis 45 min an die 
Dunkelheit adaptieren. Zu Beginn jeder Messung wurde der Vp. das 
Priif- und Fixierlicht im Dauerlicht gezeigt, so daB sie ihren Kopf an 
einer Kopfstiitze optimal einrichten konnte. Diese Kopfstiitze gab der 
Vp. den nétigen Halt, um auch kleine Bewegungen des Kopfes auszu- 
schlieBen; sie bestand aus einer Auflage fiir die Stirn mit passenden Aus- 
schnitten fiir die Augen und das Nasenjoch. Auf eine Bei8platte oder 
Kinnstiitze wurde verzichtet, damit die Vp. ungehindert sprechen konnte. 
Mit dem rechten Auge beobachtete die Vp. das Priiflicht. Beim extra- 
fovealen Sehen konnte das Fixierlicht (roter Punkt) nur vom linken Auge 
wahrgenommen werden, und es war so angebracht, daB der Lichtfleck des 
Priiflichtes auf einen Retinabereich traf, der 8° oberhalb der Fovea cen- 
tralis lag. In dieser Gegend weist die Retina eine fast gleichbleibende Emp- 
findlichkeit auf, wie aus einer Darstellung von Harms [/] hervorgeht, so 
daB eine geringe Verschiebung des Fixierpunktes keinen EinfluB hat 
(s. Fig. 9). Wir werden weiter unten noch einmal darauf zuriickkommen. 
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Beim fovealen Sehen wurde auch das Fixierlicht dem rechten Auge 
gezeigt, aber als schwach leuchtender Ring in 2,5° Abstand um die Achse. 
Dadurch fiel das Bild des Fixierringes auf die extrafovealen Sehzellen. 
Da diese im dunkeladaptierten Zustand zudem noch wesentlich empfind- 
licher sind als die fovealen, konnte die Helligkeit des Orientierungs- 
ringes so bemessen werden, daB der Adaptationszustand der zu unter- 
suchenden Sehzellen nicht oder nur unwesentlich beeinfluBt wurde. 

Im Verlaufe einer MeBreihe wurden der Vp. 5 bis 6 verschiedene 
Intensititen gezeigt. Von jeder Intensitat muBte die Vp. 10 Blitze be- 
obachten, die in zwei Etappen gegeben wurden, um die Vp. nicht zu 
sehr anzustrengen, denn zu je 5 Blitzen kamen immer noch 2 bis 3 Blind- 
proben zur Kontrolle, bei denen eine Klappe lautlos im Strahlengang 
der Apparatur geschlossen wurde. Wenn die Vp. iiber Nachbilder klagte, 
wurde eine Pause eingelegt. 

Jede MeBreihe lieferte im allgemeinen 5 bis 6 MeBpunkte, welche die 
Abhangigkeit zwischen der mittleren Quantenzahl pro Blitz und der 
Wahrscheinlichkeit des Gesehenwerdens darstellen. Die Punkte wurden 
so gelegt, daB sie fiir die Sehwahrscheinlichkeit den Bereich von 0 bis 
100% umfassen. 

Ergebnisse. 

Die vorliegenden Ergebnisse wurden mit Hilfe eines Auswerte- 
verfahrens gewonnen, das der Treffertheorie entnommen ist und sich 
auf die Potssonsche Wahrscheinlichkeitsformel griindet: 


n—1 
‘y D)* 
W(D,n) =1— >) ©. 00. 
k=0 

W gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB ein Lichtblitz gesehen 
wird, bei dem D Lichtquanten auf die Cornea des Auges fallen, wobei 
mindestens » Lichtquanten in den Sehzellen der Retina absorbiert 
werden miissen, damit ein Lichteindruck zustande kommt. v bedeutet 
den Anteil der auffallenden Quanten, die wirksam im Sehpurpur ab- 
sorbiert werden. Man kann nun, wenn man » vorgibt, fiir verschiedene 
Blitzintensitaéten die Sehwahrscheinlichkeit berechnen. Tragt man diese 
Werte in ein Koordinatensystem ein, indem man auf der Ordinate die 
Sehwahrscheinlichkeit auftragt und auf der Abszisse das Verhaltnis D/D, 
— ein MaB fiir die Blitzintensitat —, so erhdlt man eine Schar von Kur- 
ven mit » als Parameter. D/D, ist das Verhiltnis Dosis/Halbwertsdosis. 
Unter Halbwertsdosis (D,=D5o9,) versteht man die Dosis, bei deren 
Anwendung die Sehwahrscheinlichkeit 50% ist. 

Man vergleicht nun die MeBwerte, die in einem gleichen Raster 
aufgetragen sind, mit den theoretischen Kurven und sieht, welche be- 
rechnete Kurve sich am besten mit den experimentellen Werten deckt. 
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So findet man die Zahl » der zu einem Lichteindruck notwendig ab- 
sorbierten Quanten. 

Die Empfindlichkeit der retinalen Sehzellen wurde fiir jede Belich- 
tungszeit und fiir jeden Wellenlangenbereich aus je 50 Einzelmessungen 
ermittelt. 

Fiir jeden Bereich wurde nun untersucht, ob die 50 Einzelergebnisse 
eine Normalverteilung darstellen — d.h., ob die vorliegende Verteilung 
der Werte durch eine GAusssche Verteilung beschrieben werden kann 
(X?-Methode und graphischer Vergleich mit der normierten Gavuss- 
Verteilung) [2], [3]. 

Es zeigte sich, daB fiir alle Bereiche die Verteilung der MeBergebnisse 
eine Normalverteilung darstellt. 

Ferner wurde untersucht, inwieweit die Unterschiede zwischen den 
MeBergebnissen der einzelnen Bereiche gesichert sind (STUDENT-Ver- 
teilung) [3]. Auf die Ergebnisse dieser Untersuchungen kommen wir 
unten noch zuriick. 

Im folgenden sind die Ergebnisse zusammengestellt, die sich bei den 
Messungen ergaben, bei denen nur die Belichtungszeit, also die _Impuls- 
dauer, variiert wurde. Bei diesen Messungen wurde jeweils der Wellen- 
langenbereich gewahlt, welcher der maximalen Empfindlichkeit der be- 
treffenden Sehzellen entsprach. 


Tabelle 1. Extrafoveal: i,,—5050A; AA=106A. 


Wirksam absorbierte | Halbwersdosts 


ichtungszeit Quanten Streuun 
eer Ki pro Lichteindruck | aoe | Ds50%, 
0,73+ 10-4 5,34+0,3 149 | 100+ 15 
1,00- 10-3 54+ 0,3 IA | 122 + 18 
4.02-1072 6,0 + 0,3 1,9 168 + 25 
1,21: 1074 7,0+ 0,3 2,2 275 4-414 


Tabelle 2. Focea centralis: },,= 5550 A; AA=150 A. 


Wirksam absorbierte | Tiaibwertedacia 


Belichtungszeit Quanten Streuung nee 
: i pro Lichteindruck / 50% 


4,00° 10-8 11,8 + 0,4 25 | 4,35 108 
4,02° 107? 12,2 + 0,3 he 1,98 10 
1,21° 10 42,2 + 0,4 2,6 3,82 108 
1,02 17,0 -+ 0,4 2,6 | 13,7108 


Bei beiden Tabellen ist mit einer Sicherheitsschranke von 1% der 
Unterschied des letzten Wertes gegen alle iibrigen gesichert, nicht aber 


der Unterschied dieser untereinander. ewe 
Die Ergebnisse, die fiir die Wellenlangenabhangigkeit erhalten 
wurden, seien in zwei graphischen Darstellungen wiedergegeben. Die 
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Belichtungszeit war bei diesen Messungen konstant 10°° sec. Die Fig. 2 
zeigt die Ergebnisse, welche die Untersuchungen fiir die Empfindlichkeit 
der extrafovealen Sehzellen brachten. Auf der Abszisse sind die Licht- 
frequenzen aufgetragen. Die Ordinate gibt die Zahl der notwendig 
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absorbierten Quanten bzw. Energien an. Die Untersuchungen mit Hilfe 
der STUDENT-Verteilung ergaben, daB die Unterschiede zwischen den 
n-Werten bei den extrafovealen Sehzellen fiir alle Bereiche gesichert sind. 
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Fig, 3. Die der Fig, 2 entsprechenden Ergebnisse ftir die Fovea centralis. 


Die Fig. 3 gibt die entsprechenden Ergebnisse fiir die fovealen Seh- 
zellen wieder. Hier besteht ein gesicherter Unterschied zwischen dem 
Wert 7 fiir A=6520 A und den iibrigen, wahrend alle anderen Werte 
innerhalb der Fehlergrenzen gleich sind. 
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Als Mittelwert 7 bei A=5050A fiir die extrafovealen Sehzellen 
(Empfindlichkeitsmaximum) ergab sich ein Wert von 5,4 Quanten, 
BaumGaront erhalt auf Grund einer Uberlegung physiologischer Art [4] 
— s. auch [18] — ebenfalls einen Durchschnittswert von 5,4 notwendig 
absorbierten Quanten fiir das Empfindlichkeitsmaximum der Stibchen. 
Die Ubereinstimmung dieser beiden auf ganz verschiedene Weise zustande 
gekommenen Ergebnisse ist frappant. 


Ein Vergleich obigen Ergebnisses fiir die St&ébchen bei einer Wellen- 
lange A= 5050 A, das aus 50 Einzelmessungen erhalten wurde, bei denen 
immer wieder die gleichen 5 Vp. untersucht wurden, mit dem Ergebnis 
einer fritheren Arbeit, das unter den gleichen Bedingungen gewonnen 
wurde, nur daB 100 verschiedene Vp. die Einzelergebnisse lieferten, zeigt 
den EinfluB, den getibte Beobachter auf die MeBergebnisse bei derartigen 
Untersuchungen haben kénnen. 


Im ersten Falle ergab sich, wie schon erwahnt, ein von 5,4 Quanten, 
wobei die Fimzelwerte von 2 bis 10 notwendig absorbierten Quanten 
scnwankten. Im zweiten Falle war gleich 10 Quanten mit einer Spann- 
weite der Einzelergebnisse von 2 bis 20 Quanten. Dieser Unterschied 
der beiden Ergebnisse ist dadurch bedingt, daB die ungeiibten Be- 
obachter sich zunachst an den MeBvorgang gewohnen miissen und dann, 
wenn die eigentliche Messung beginnt, schon ermiidet sind, so daB die 
Ergebnisse fiir in den meisten Fallen hoher ausfallen als bei den geiibten 
Beobachtern, was aber nur durch den MeBvorgang an sich bedingt ist 
und nicht etwa durch physiologische Unterschiede der Vp. 


Es zeigt sich also, daB zu den optimalen Bedingungen, unter denen 
Schwellenmessungen am Auge durchgefiihrt werden k6énnen, auch geiibte 
Beobachter zu rechnen sind. 


Die Vorstellung, die man sich vom Zustandekommen des Sehvor- 
ganges macht, sei hier etwas naher angefiihrt [7], [9], [79]. 


Durch die Absorption eines einzigen Lichtquants in den Sehzellen 
der Retina wird eine Anregung hervorgerufen, die an die Ganglienzellen 
weitergeleitet wird. Mit dieser Ganglienzelle sind im peripheren Bereich 
etwa 1000 Sehzellen im Mittel verbunden. In der Fovea centralis ist 
die Zahl der zu einer Ganglienzelle gehérenden Sehzelle kleiner und sehr 
unterschiedlich. (Hier tritt vielfach die Verbindung von einer Ganglien- 
zelle mit nur einer Netzhautzelle auf.) Alle in den Sehzellen erfolgenden 
Anregungen durch eine Quantenabsorption werden in der zugehorigen 
Ganglienzelle gesammelt. Wird eine gewisse Anregungsschwelle in der 
Ganglienzelle erreicht, so leitet sie den Reiz weiter zum Gehirn, wo die 
Umwandlung des Reizes in die Wahrnehmung erfolgt, die wir als Sehen 
bezeichnen. 
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Die Abhdngigkeit der Quantenempfindlichkeit 
von der Dauer des Lichtimpulses. 


Es soll nun dargelegt werden, was sich zur Aufklarung der ver- 
wickelten Vorginge beim Sehen aus den MeBreihen ergibt, bei denen die 
Dauer der Lichtblitze variiert wurde. Hierbei ist zu beachten, daB die 
Belichtungszeit in verschiedener Weise einen Einflu8 ausiiben kann: 
Erstens ist eine vollig ruhige Lage des Auges des Beobachters nicht zu 
erreichen, und dadurch wird besonders bei den langen Zeiten die Licht- 
energie auf verschieden groBe Netzhautgebiete verteilt, d.h. also auf 
eine jeweils andere Anzahl von Sinneszellen; innerhalb dieser ,,aus- 
geleuchteten‘‘ Zellen ist dann durch Querverbindungen in den Nerven- 
bahnen eine Summation méglich, die wir als ,,lokale Summation“ be- 
zeichnen wollen. Zweitens kann auch in den Nervenzellen, die hinter 
den Netzhautzellen fiir die Weiterleitung des Reizes sorgen, eine vor- 
iibergehende Speicherung der Energie erfolgen, bis eine Schwelle tiber- 
schritten wird. Diese Erscheinung nennen wir zum Unterschied von der 
ersteren ,,zeitliche Summation”. Der Ablauf dieser beiden Vorgange, 
der lokalen und der zeitlichen Summation, andert sich also mit der 
Dauer der Lichtimpulse. 

Wie oben bereits erwahnt, hatte der Fleck des Priiflichtes im Auge 
einen Durchmesser von etwa 7u. Einer Arbeit von OSTERBERG [5] 
kann man die Anzahl der Netzhautzellen pro Flacheneinheit entnehmen: 


8° extrafoveal: 11100 Zapfenj/mm? 109000 Stabchen/mm? 


Fovea centralis: 154000 Zapfen/mm?. 


Von Lorp und WriGuT [6) liegen Messungen vor, bei denen die 
unwillkiirlichen Augenbewegungen registriert wurden, die trotz ahn- 
licher Kopfstiitze, wie sie hier verwandt wurde, nicht ganz zu vermeiden 
sind. Aus dieser Arbeit kann man mittlere Werte fiir die Amplitude und 
Geschwindigkeit dieser Augenbewegungen entnehmen. Mit diesen Unter- 
lagen ergeben sich fiir die einzelnen Belichtungszeiten die mittleren 
Zahlen der ausgeleuchteten Netzhautzellen wahrend eines Lichtimpulses. 
Zur besseren Ubersicht sind diese Werte hier zusammen mit den zuge- 
hérigen. Werten fiir die Zahlen der absorbierten Quanten angegeben. 


Tabelle 3. Extrafoveal. 
seston 


rd 4 | Anzahl der Anzahl der ; | # mit i 
eae wv | beleuchteten beleuchteten Halbwertsdosis > s ieectiieceatarat 
Zapfen Stabchen Pso%, Quantenzahl 
- 4 | 

10-* 1 4 100 + 15 553 + 0,3 
10" 1 4 122+ 18 5,4 + 0,3 
ae 1 4 168 + 25 6,0 + 0,3 
1 1 7 275+ 41 | 7,0 + 0,3 
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Mit einer Sicherheitsschranke von 1% ist nur der Unterschied des 
letzten Wertes von # gegen alle itbrigen gesichert, nicht aber der Unter- 
schied dieser untereinander. 


Tabelle 4. Fovea centralis. 
a 


é -, | Anzahl der Anzahl der Mi i 
Belichtungsseit beleuchteten _ beleuchteten Halbwertsdosis Dro, aria a 

in sec leu 50% absorbierte 

Zapfen Stabchen Quantenzahl 
—_— Ss 

ros 6 - (1,35 + 0,20) + 108 11,8 + 0,4 

10% 6 -- (1,98 + 0,30) + 108 12,2 + 0,3 

10 10 = (3,82 + 0,57) + 108 12,2 ++ 0,4 

4 24 _ (13,7 + 2,1) «106° 17,0 + 0,4 


Fir den Unterschied der 7 gilt dasselbe wie im extrafovealen Bereich. 

Fir die folgende Betrachtung ist die oben schon angefiihrte An- 
nahme wichtig, daB in einer Ganglienzelle eine zeitliche Summation der 
Einzelreize stattiindet, bevor es zu einer wirksamen Weiterleitung 
komnit. Jedes wirksam absorbierte Quant soll also in der einzelnen 
Netzhautzelle einen Reizimpuls auslésen, der in die Ganglienzelle ge- 
langt. In der Netzhautzelle oder auf dem Weg zur Ganglienzelle kann 
dabei eine Verstarkung der Energie angenommen werden [7]. 

Jeder in die Ganglienzelle gelangende Reizimpuls mége dort eine 
bestimmte Anregungsamplitude A, hervorrufen. Hier ist das Wort ,,An- 
regung ganz allgemein zu betrachten. In der Ganglienzelle summieren 
sich innerhalb der Belichtungszeiten die Einzelamplituden A, schlieBlich 
zu einem Schwellenwert A,,,,; wird dieser Wert erreicht, so erfolgt eben 
die Reizweitergabe zu den héheren Zentren und zum Gehirn (z.B. 
G. SCHEIBE [8]: ,,Bei der Sensibilisierung von Farbstoffen kann es zu 
einer Summation von Quanten kommen und dadurch zu einer photo- 
chemischen Wirkung auch bei gréBeren Wellenlangen“). 

Nun ist es verniinftig, fiir die Einzelamplituden ein zeitliches Ab- 
klingen anzunehmen, denn es ist klar, da8 wir einen Schwellenreiz nicht 
wahrnehmen kénnen, wenn man bei einem Lichtimpuls die gleiche 
Gesamtenergie auf einen gréBeren Zeitraum verteilt. In dem extra- 
fovealen Gebiet, das bei den Messungen hier in Frage kommt, kann man 
annehmen, daB im Mittel etwa 1000 Stabchen mit einer Ganglienzelle 
gekoppelt sind; diese Gebiete, die zu einer Ganglienzelle gehoren, konnen 
noch in einander verzahnt sein. Daraus folgt, daB der Lichtfleck auf 
der Retina wahrend aller Belichtungszeiten im Bereich einer Ganglien- 
zelle bleibt. Aus diesen Gegebenheiten vermuten wir, daB das Anwachsen 
der Werte fiir D5o, und % rein zeitlich bedingt ist. 

In der Fovea centralis kénnen aber neben kleineren Zapfengruppen 
auch einzelne Zapfen mit je einer Ganglienzelle verbunden sein, was ja 
auch aus dem Auflésungsvermégen des Auges beim Tagessehen gefordert 
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werden muB. (Der Sehwinkel von 1’ entspricht etwa dem Bereich von 
vier Zapfen.) Im dunkeladaptierten Zustand kann aber von einer genau ~ 
bewuBten Lokalisation oder gar von einem Auflésungsvermégen wie 
beim Tagessehen keine Rede mehr sein. Daraus kann man schlieBen, 
daB hier iiber die Bipolaren gréBere Netzhautbereiche zu einer Emp- 
fangereinheit zusammengefaBt werden kénnen; beim Tagessehen spielen 
dagegen diese Querverbindungen eine untergeordnete Rolle. Dadurch 
ergibt sich die Méglichkeit, daB auch hier die Reize aus vielen Netzhaut- 
zellen in eine Ganglienzelle gelangen kénnen. Uber die méglichen Arten 
des Energietransportes bei diesen Vorgangen gibt FORSTER eine Zu- 
sammenstellung {10}. 

Bedenkt man nun noch, daB die Zahlen der jeweils ausgeleuchteten 
Netzhautzellen besonders fiir die langen Belichtungszeiten nur ganz 
grobe Mittelwerte sind, so kann man beim zentralen Beobachten sagen: 
Von 107% bis 1071 sec bleibt die Zahl der absorbierten Quanten » gleich, 
das Anwachsen der Dso, kann mit dem Anwachsen der Zellenzahlen 
zusammenhangen, wenn man emen Energieverlust in den Querverbin- 
dungen annimmt. Von 107+ auf 4 sec steigt 7 erheblich an, hier wachst 
aber auch Ds, viel starker als die Zahl der ausgeleuchteten Zellen. 
Daraus kann man folgern, daB das starkere Anwachsen der D5, zeitlich 
bedingt ist. 

Halt man an der Annahme fest, daB eine zeitliche Summation nur 
in den Ganglienzellen erfolgt, so treten als wirksam absorbierte Quan- 
tenn, bedingt durch die Analyse mit Hilfe der Treffertheorie, nur die 
in Erscheinung, deren Wirkung sich schlieBlich von einem Summations- 
zentrum (Ganglienzelle) aus tiber nur einen Leitungsweg bis zur Emp- 
findung durchsetzt. Unter diesen Voraussetzungen kann man also das 
Anwachsen der 7 auch hier als rein zeitlich bedingt ansehen. 

Betrachtet man nun die zeitliche Summation in den Ganglienzellen 
genauer, so ergibt sich nach Eintreffen einer Einzelamplitude A, zur 
Zeit t=O folgendes: 

A =Ay-e™, 


wo: A = Restamplitude nach der Zeit?, «= Abklingkenstante, 
1/a==T— Summationszeit. 

Dabei ist zunachst nicht beriicksichtigt, daB der Abfall von Ay 
wahrscheinlich auch ein quantenhafter Effekt ist. In diesem Falle 
wiirde A die Wahrscheinlichkeit fiir einen noch nicht abgeklungenen 
Anregungszustand bedeuten. Da die Ergebnisse nur aus statistischen 
Beobachtungen gewonnen werden kénnen, fiihrt es zu gleichen Resul- 
taten, ob man den Vorgang stetig oder quantenmaBig betrachtet. 

Innerhalb der Belichtungszeit ¢, fiir die MeBreihe mit im Durch- 
schnitt 2 absorbierten Quanten kommen die Einzelimpulse zu Zeiten 
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ty, t,,...,¢;,...,4, an. Dann gilt fiir die Gesamtamplitude: 


n 
A = Ay: 6%. > Bit, 
i=1 
Unter der Annahme, daB in den Ganglienzellen stets dieselbe Schwelle 
Ax erteicht werden muB, bevor ein Reiz weitergeleitet wird, kann man, 
ohne die GréBe A, zu kennen, fordern, daB die A 
A/A, bei allen MeBreihen denselben Wert 4, 
haben. Daraus lassen sich dann die « be- 
rechnen. Dazu muB man allerdings die 
statistische Verteilung der ¢; auf der Zeitachse 
zugrunde legen. Hierzu fehlen aber weitere 
Voraussetzungen. 


Andere Autoren wollen die Zeitabhangig- 
keit gleich im Ansatz der Schadigungsglei- 
chung durch ‘norrekturglieder beriicksichti- 


i} 
1 
1 


' 
1 
1 1 
1 
4 


7 - ** Sy 
gen. So z.B. RayEWskI und DANzeER [11] fiir 2 At tn 
n=2: Fig. 4. Zu der Vorstellung tiber den 


zeitlichen Verlauf der Reizsummation 
in einer Ganglienzelle bis zur Errei- 
chung der Anregungsschwelle Amax. 
A, = Anregung, die durch die Ab- 
sorption eines Lichtquantes in den 
(1 — 2p)? tosee ft 0} S Sehzellen der Retina zur Ganglien- 
zelle geleitet wird, In der Figur ist 
angenommen, daB das Zeitintervall 
wo p —— Pp z. zwischen zwei Quantenabsorptionen 
konstant ist. 


Hier ist W die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB zwei oder mehr Treffer 
einen Reiz auslésen, wobei aber eine Wirkung nur dann eintritt, wenn 
mindestens zwei Treffer innerhalb der Zeit p eintreffen. 

Fiir gréBere m werden diese Ansatze sehr uniibersichtlich und ihre 
numerische Auswertung fiihrt zu erheblichen Schwierigkeiten. AuBer- 
dem ist die Annahme, daB jeweils » Quanten innerhalb der Zeit p ein- 
treffen miissen auch nur eine Naherung, wobei wohl angenommen wird, 
daB nach der Zeit eine Einzelamplitude auf einen zu vernachlassigenden 
Bruchteil abgeklungen ist ; hinzu kommt noch, daB stets p<? sein muB. 
Bei den vorliegenden MeBreihen mit den groBen Unterschieden in den Be- 
lichtungszeiten sollte aber gerade diese Bedingung tiberschritten werden. 

Um einen Uberblick zu erhalten, mége es deshalb geniigen, fiir die 
Verteilung der ¢; auf der Zeitachse gleiche Intervalle At anzunehmen. 
Dieser einfache Ansatz muB jedenfalls auch zu einer richtigen GréBen- 
ordnung von « fiihren. 


Hierbei gilt (s. Fig. 4): 


Wai—e'{y 4 4 EM _ pet 
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Der Verlauf dieser Funktion A/A, gegen « ist fiir die wichtigsten Be- 
lichtungszeiten graphisch aufgetragen in Fig. 5 fiir den extrafovealen 


\ 
\\\tn=7077sec (2=7) 


0 15 20 25 E77] 
a— 
Fig. 5. 


Fig. 6. 
Fig. 5 u. 6, Der Verlauf der relativen Anregungsamplitude 4/4, in 
einer Ganglienzelle in Abhingigkeit von der Abklingkonstanten «, 
wobei das im Text n&her erliuterte vereinfachte Modell des Ab- 
klingvorganges zugrunde gelegt ist. Die Belichtungszeiten (f,) sind 
Parameter. Die gestrichelten Linien geben innerhalb dereinzelnen 
MeBreihen die Grenzen an, in denen der Wert fiir » entsprechend 
dem mittleren Fehler schwanken kann. Fiir die Fovea centralis ist 
noch eine Vergleichskurve strichpunktiert eingetragen, die fiir 
t=1sec und n= 15 gilt, 


Bereich und in Fig. 6 
fiir die Fovea centralis. 

Die Schnittpunkte 
dieser Kurven geben die 
Werte fiir die Abkling- 
konstante «. Man ent- 
nimmt daraus: 


extrafoveal: « &4/sec 
foveal: a &0,8/sec 


d.h. die mittleren Sum- 
mationszeiten liegen fiir 
die betrachteten Netz- 
hautstellen um _= eine 
GréBenordnung ausein- 
ander: 


extrafoveal: t0,25sec 


foveal: tT 1,3 sec. 


Damit darf man den 
Unterschied zwischen 
beiden Summationszei- 
ten als gesichert an- 
sehen, zumal, wenn 
man bedenkt, daB fir 
die Fovea centralis bei 
#=1sec der Schnitt- 
punkt fiir = 15 zu einer 
noch langeren Summa- 
tionszeit fiihren wiirde. 
Die Geraden fiir die 
beiden kiirzeren Belich- 


tungszeiten schneiden sich naturgemaB unter so spitzem Winkel, daB aus 
ihnen allein noch keine Summationszeit entnommen werden kénnte. 


Die Reizschwelle in Abhdngigkeit von der Wellenlange des Lichtes. 
Bisher hat man allgemein angenommen, daB das Eintreten einer 
Sehwahrnehmung nur vom Eintreffen einer bestimmten Anzahl von 
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Quantenabsorptionen abhangig sei, wobei die Anzahl der notwendiger- 
weise zu absorbierenden Quanten unabhangig von der Wellenlange des 
einfallenden Lichtes sei [4], [72]. 

In Fig. 2 sind die Schwellenwerte der einzelnen Wellenlangen fiir 
das Stabchensehen dargestellt. Es zeigt sich, daB im Empfindlichkeits- 
maximum der Staébchen bei A= 5050 A 7% ein ausgepragtes Minimum hat. 
Sowohl nach den héheren Frequenzen (violettes Ende des Spektrums) 
als auch nach den kleineren Frequenzen hin nimmt # gleichmaBig zu. 
Die Werte 7 fiir A> 6500 A lassen sich nicht mehr genau angeben, da 
die Porsson-Kurven fiir > 25 sich nur noch sehr wenig voneinander 
unterscheiden, so daB es kaum méglich ist, ein experimentelles Ergebnis 
einer bestimmten Porsson-Kurve zuizuordnen. Man kann daher nur mit 
Sicherheit sagen, daB die 7-Werte fiir A> 6500 A eroBer als 25 sind, 
wie es scheint sogar erheblich, so daB die Treffervorstellung kaum noch 
sinnvoll ist [13] Dieses Ergebnis steht aber mit der oben angefiihrten 
Annahme iin Widerspruch. 

Auf Grund der Ergebnisse und der statistischen Untersuchungen 
liber ihren Wert darf man nun den SchluB ziehen, daB eine Sehwahr- 
nehmung nicht durch die Absorption einer fiir alle Wellenlangen gleichen 
Anzahl von Lichtquanten ausgelést wird, sondern, daB die zu einem 
Lichteindruck notwendige Anzahl Lichtquanten von der Wellenlange 
des Lichtes abhangt. 

Man kénnte nun an Stelle der Absorption einer gleichen Quantenzahl 
einen fiir alle Wellenlangen gleichen Energiebetrag, der absorbiert 
werden muB, fordern. Wie aber aus Fig. 2 hervorgeht, hat auch die 
Energie, welche durch die Quantenabsorptionen aufgenommen wird, 
ein deutliches Minimum, wenn man sie in Abhangigkeit von der Frequenz 
des absorbierten Lichtes auftragt. Das Zustandekommen einer Sinnes- 
wahrnehmung hangt also auch nicht von der Aufnahme eines bestimmten 
Energiebetrages ab. 

Bei den Zapfchen ist die Lage nicht viel anders (s. Fig. 3). Wohl 
bleibt die Quantenzahl in dem Bereich von A= 5050 A bis A=6300 A 
konstant, aber fiir die kleineren Frequenzen steigt dieser Betrag auch 
hier an, so daB man Zusatzannahmen treffen miiBte, um wenigstens in 
diesem Falle die Forderung halten zu kénnen, da8 eine Sinneswahr- 
nehmung vom Eintreten einer gewissen Zahl von Trefferereignissen ab- 
hangt. Fiir die Energiebetrachtung gilt das gleiche wie bei den extra- 
fovealen Sehzellen, wie aus Fig.3 hervorgeht. Leider war im kurz- 
welligen Gebiet — A< 5000 A — die Lampenenergie nicht mehr stark 
genug, um noch einen MeSpunkt aufnehmen zu konnen. 

Fiir die extrafovealen Sehzellen wurde der Versuch unternommen, 
das vorliegende Ergebnis theoretisch zu deuten. Dabei wurden diese 
Sehzellen in Analogie zu einer Sperrschichtphotozelle gesetzt. Es zeigte 
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sich nun, daB an der Sehschwelle die in den Sehzellen absorbierten 
Quanten eine konstante, von der Wellenlange des einfallenden Lichtes 
unabhingigen Anzahl von Elektronen freimachen miissen, um eine Seh- 
wahrnehmung auszulésen. Einzelheiten dariiber werden in einer eigenen 
Arbeit gebracht [20]. 


In Fig. 7 sind die Quantenzahlen in Abhangigkeit von der Wellen- 
lange dargestellt, die fiir eine Sehwahrscheinlichkeit von 50% auf die 
Cornea des Auges fallen miissen. Man sieht, 


‘i / daB die Stabchen im Maximum ihrer 
Empfindlichkeit im dunkeladaptierten Zu- 
a stand ungefahr eine Zehnerpotenz empfind- 
y licher sind als die Zapfchen, daB aber im 
» Zoptohen langwelligen Bereich die Zapfchen die 
« Stbbchen : P . 
A empfindlicheren Zellen sind. 
70 
/ “ 
xs 4 4 
Sy otk 80 


708 r 40 
; ~f 20 
702 Z, 
4000 S000 $000 7000 AE 
Ase 
Fig. 7. Fig.8. 


Fig. 7. Die Quantenzahlen Ds50%, ,dieim Mittel pro Blitz auf die Cornea des Auges fallen miissen — nicht zu 

verwechseln mit der Anzahl der notwendig absorbierten Quanten —, damit ein Lichtblitz mit einer Wahr 

scheinlichkeit von 50% gesehen wird, in Abhangigkeit von der Wellenlange des Lichtes. Die durch Sternchen 

markierte Kurve gilt fiireinen Bereich, der extrafoveal 8° oberhalb der Fovea centralisliegt; die durch kleine 
Kreise markierte Kurve gilt fiir die Fovea centralis. 


Fig. 8. Relative Empfindlichkeitskurven fiir die beiden oben angegebenen Retinabereiche. Zum Vergleich 
sind beider Kurve fiir den extrafovealen Bereich MeBwerte von Grant angegeben. Nach BAUMGARDT stellt 
die ausgezogene Kurve bei den extrafovealen Sehzellen die Absorption des Sehpurpurs dar [4). 


Die Kurven fiir die relative Empfindlichkeit der Stabchen und 
Zipfchen sind in Fig. 8 wiedergegeben, die sich mit den Werten aus Fig. 7 
errechnen lassen, wenn man den Wert Dso, fiir A2=5050 A bei den 
Stibchen bzw. A=5550A bei den Zapfchen gleich 1 setzt. 


Vergleich der Ergebnisse mit denen anderer Arbeiten. 


DENTON und PIRENNE [J4) halten eine Fixierung beispielsweise mit 
dem linken Auge, wihrend das rechte das Priiflicht beobachtet, fiir 
ungtinstig. Nach Messungen, die sie durchgefiihrt haben, sollen bei dieser 
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Beobachtungsart zu groBe Schwankungen des Bereichs der Retina auf- 
treten, der vom Priiflicht getroffen wird. Die maximalen Schwankungen 
sollen bis 3° betragen. Sie selbst haben Priif- und Fixierlicht auf das- 
selbe Auge gegeben. Sie glauben nun, daB in der unterschiedlichen 
Fixierung der Grund liegt, daB die Ergebnisse von VAN DER VELDEN [16], 
[16], [17], der bekanntlich bei allen von ihm durchgefiihrten Schwellen- 
untersuchungen auf zwei notwendig absorbierte Lichtquanten kommt, 
von ihren eigenen verschieden sind. Sie hatten fiir 2 5 bis 8 Quanten bei 
4=5050A gefunden. 

Nun haben wir bei unseren Unter- ast F U= Case 
suchungen die Fixierung so gewahlt, wie 2 
VAN DER VELDEN sie hatte. Als Mittel- 
wert bei 2=5050A wurden fir 7% 5,4 
Quanten gefunden. aie notwendig absor- 27 
biert werden xutissen, also ein Ergebnis, 
das mit dem von DENTON und PIRENNE 
ubereinstimmt. Folglich kann die Fixie- 
rungsart nicht so von Bedeutung sein, 
um einen Unterschied um den Faktor 


drei in den Ergebnissen zu erklaren. 
Zudem dndert sich in dem Gebiet, in “2 6 wm 5 0S 0 16 a? 
dem VAN DER VELDEN und auch wir remporale Seite =— —* nasole Seite 


ay ee ° % : Fig.9. Empfindlichkeit der dunkeladap- 
(7 bis 8° extrafoveal) beobachten lieBen, 340, Senzellen in Abhangigkeit vom 


die Empfindlichkeit fast gar nicht, wie Winkelabstand von der Fovea centralis. 
aus Fig.9 hervorgeht. Die Angaben in freniantt der Deutschen Ophthalmologi- 
der Figur sind fiir einen Bereich der  schen Gesellschaft in Heidelberg 1949.) 
temporal bzw. nasal der Fovea centralis 

liegt. Nach einer Arbeit von OSTERBERG [5] ist die Empfindlichkeit der 
einzelnen Retinabereiche oberhalb der Fovea centralis ungefahr gleich der 
temporal bzw. nasal gelegenen Bereiche. Da nun DENTON und PIRENNE 
als durchschnittliche Schwankung des Bereichs 1° angeben, was unseres 
Erachtens zu groB ist, so kénnen durch die Schwankungen auf keinen 
Fall so groBe Unterschiede in den Ergebnissen erklart werden. (Nach 
rein subjektivem Eindruck konnte nach einiger Ubung das Auge wie 
gefordert immer wieder neu in die richtige Lage gebracht werden ohne 
Akkommodation und zwar so im Takt der Blitzfolge, daB im Augenblick 
des Blitzes etwa die richtige Lage erreicht wurde. Die geiibte und ge- 
wissenhafte Vp. meldete auch stets einen Blitz als ,,fraglich“’, wenn sie 
den Eindruck hatte, daB sie im Augenblick des Blitzes mit dem Auge 
nicht in der richtigen Lage war.) 

Unseres Erachtens ist der Grund fiir die obige Diskrepanz der MeB- 
ergebnisse von VAN DER VELDEN und den beiden anderen durch Unter- 
schiede in der Statistik bedingt. 

+7" 
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Gleichzeitig soll ein Einwand, der gegen unser MeBverfahren erhoben 
werden kénnte, behandelt werden. Man kénnte namlich sagen, daB zehn 
Blitze, die pro Intensitat gezeigt wurden, nicht ausreichen, um eine 
verniinftige Statistik zu treiben. Der Versuch der besseren Fundierung 
der Statistik durch genaueres Bestimmen der Sehwahrscheinlichkeit fiir 
eine bestimmte Intensitat fiihrt aber zu gréBeren Fehlern als die, welche 
durch eine ,,bescheidene‘‘ Statistik bedingt sind. Wir haben namlich 
versucht, die Ergebnisse dadurch besser zu fundieren, daB wir die 50 MeB- 
reihen eines MeBbereiches als eine auffaBten. Dadurch wird z.B. die 
Blitzintensitat fiir eine Sehwahrscheinlichkeit von 50% aus 200 Einzel- 
blitzen anstatt aus 10 ermittelt. Wenn man auf diese Art die notwendig 
in der Retina absorbierte Quantenzahl ermittelt, so bekommt man 
folgende Ergebnisse fiir die einzelnen Wellenlangen (7,,..). Daneben sind 
noch die entsprechenden Werte angegeben, die sich als Mittelwert der 
50 Einzelergebnisse ergeben (7). 


Tabelle 5. 


Stabchen 


Zapfchen 


3 an = 
3 4 12,0 
4 wth = 

5 4 11,8 
8 4 12,2 
8 4 12,2 
= 7 19,3 


Es zeigt sich nun, daB die Abweichungen zwischen den auf verschie- 
dene Art ermittelten Werten um einen Faktor 2 bis 3 betragen, und zwar 
sind die zusammengefaBten Ergebnisse um diesen Faktor kleiner als die 
Mittelwerte der Einzelergebnisse. Diese Differenz wird durch den 
enormen Unterschied in der Verfassung der Vp. und zwar psychischer 
und physischer Art bewirkt. 

VAN DER VELDEN zeigte bei seinen MeBreihen den Vp. eine bestimmte 
Blitzintensitat in 50 Blitzen. Nach unseren Erfahrungen konnte er dann 
aber eine MeBreihe nicht in einer Sitzung durchfiihren (VAN DER VELDEN 
gibt leider den genauen MeBverlauf nicht an), weil die Vp. zu stark 
ermiidete. Bei der Fortsetzung nach einigen Stunden oder am nachsten 
Tag war die Vp. meistens in einer ganz anderen Verfassung, was sich 
an uns selbst bestitigte, wenn wir uns dreimal am Tage der Prozedur 
unterzogen; unter Umstanden traten dann drei verschiedene Werte- 
ad ep fiir die D auf, ganz abgesehen von den Streuungen in den n- 

Verten. 
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VAN DER VELDEN muBte auf Grund dieser Uberlegungen kleinere 
Werte fiir erhalten als wir, und diese waren sogar fiir alle seine Vp. 
gleich. 

DaB dies so sein muBte, sieht man leicht ein, wenn man sich klar 
macht, daB die MeBmethode von VAN DER VELDEN nichts anderes be- 
deutet, als wenn wir verschiedene MeBreihen derselben Vp. zu einer zu- 
sammenfassen wiirden und mit diesen Me8punkten nur ene resultierende 
Kurve zeichnen kénnten. Die verschiedenen Mefreihen hatten einen 
verschiedenen D-Bereich, d.h. die Anzahl der Quanten D, die fiir eine 
bestimmte Sehwahrscheinlichkeit auf die Cornea fallen muBte, anderte 
sich von MeBreihe zu MeBreihe. Dadurch erstreckte sich die resultierende 
Kurve tiber einen gréBeren Dosisbereich als jede einzelne MeBreihen- 
kurve, d.h. jene wurde flacher und damit x kleiner. 


Damit glauben wir gezeigt zu haben, in welcher Weise die Statistik 
die MeBergebnisse beeinflussen kann, und daB eine Zusammenfassung 
der Einzelergebnisse zu einem einzigen unzulassig ist, auch wenn es nur 
die Ergebnisse ein und derselben Vp. sind, und daB weiterhin durch die 
Statistik eine gleiche Quantenzahl fiir alle Wellenlangen vorgetauscht 
werden kann. 


Farberscheinungen. 


Bei der Beobachtung mit den extrafovealen Sehzellen war der Licht- 
eindruck der Blitze durchweg farblos (grau). Nur bei Wellenlangen 
42> 6500 A trat hin und wieder ein roter Farbeindruck in Erscheinung, 
der dadurch hervorgerufen sein mag, daB ein Zapfchen gereizt wurde, 
da ja auch in den peripheren Bereichen noch einige Zapfen vorhanden 
sind. Eigenartiger Weise wurden rote Blitze nur bei hohen Intensitaten 
gesehen, obwohl die fovealen Zapfen in diesem Wellenlangenbereich eine 
groBere Empfindlichkeit haben als die Stabchen (s. Fig. 7). Dies mag 
folgenden Grund haben: In der Fovea centralis kénnen tiber viele Zapfen 
lokale Summationen — wie bereits oben erwahnt — in den Ganglienzellen 
iiber die Bipolaren auftreten, was bei der geringen Zapfendichte im 
peripheren Gebiet viel unwahrscheinlicher ist. 

Die Farberscheinungen beim fovealen Beobachten entsprachen nicht 
immer der Farbe der Wellenlangen, mit der die Untersuchungen durch- 
gefiihrt wurden. Oft war es nicht so, daB eine bestimmte Farbe beim 
Sehen bevorzugt wurde. Auch waren die verschiedenen Farberschei- 
nungen nicht intensitatsabhangig, d.h., daB die Wechsel in den Farb- 
eindriicken nur bei hohen Intensitaten oder nur bei medrigen Intensitaten 
gesehen wurden. Meistens sah die Vp. zwar die eigentliche Farbe, z.B. 
war die Farbempfindung bei A= 6520 A meistens rot, aber daneben 
meldeten die Vp. auch, daB sie Blitze als orange oder gelb, ja sogar grau 
— also farblos wie beim extrafovealen Sehen — wahrgenommen hatten. 
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Wir méchten dies an zwei Beispielen zeigen: 


Tabelle 6. 7 = 6520 A. 


Dx 10~ | gesehen rot orange grau Dx 10 gesehen rot orange grau 
4,18 ie 10 — — 10 9 1 — 
334 | 8 7 1 ~ 8 3 1 4 
2,67 td OT laa (lcs Gr ilera: gtocad aida 
1,93 3 4),— 2 3 — — 3 
1,27 7 ee ara 1 ¥. a5 1 

| 0 — — — 


D = Anzahl der Lichtquanten, die pro Blitz im Mittel auf die Cornea des 
Auges fallt. 


Griin und blau wurden in diesem Bereich nie wahrgenommen. Um 
auf diese Farbeindriicke naher einzugehen, ware aus statistischen Griin- 
den ein weit umfangreicheres Material erforderlich. 


Zusammenfassung. 


Es wird fiir zwei verschiedene Netzhautbereiche — einen extra- 
fovealen und einen in der Fovea centralis gelegenen — die Reizschwelle 
des dunkeladaptierten Auges in Abhangigkeit von der Dauer der Licht- 
impulse und von der Wellenlange des einfallenden Lichtes bestimmt. 


Bei den Zeitmessungen entspricht die Wellenlange des Lichtes dem 
Empfindlichkeitsmaximum der zu untersuchenden Sehzellen. Fiir die 
einzelnen Belichtungszeiten wird die Anzahl der Lichtquanten bestimmt, 
die mindestens absorbiert werden mu, um einen Seheindruck hervor- 
zurufen. Daraus kénnen die Summationszeiten fiir eine Reizsummation 
in den Ganglienzellen unter Beriicksichtigung der unwillkiirlichen Augen- 
bewegungen abgeschatzt werden. Es ergibt sich 0,25 sec fiir die extra- 
fovealen, 1,3 sec fiir die fovealen Bereiche. 


Bei den Wellenlangenabhiangigkeitsuntersuchungen sind die Belich- 
tungszeiten konstant 107% sec. Im Bereich gréBter Empfindlichkeit er- 
geben sich fiir die Stabchen § bis 6 wirksam absorbierte Quanten. Es 
zeigt sich, daB die Anzahl der Lichtquanten, die notwendig in den Seh- 
zellen der Retina absorbiert werden miissen, damit eine Sehwahrneh- 
mung zustande kommt, von der Wellenlinge des auf das Auge fallenden 
Lichtes abhangig ist. Die bei den Quantenabsorptionen aufgenommenen 
Energiemengen sind in ahnlicher Weise wellenlangenabhangig. Auf eine 
theoretische Deutung, die auf Grund der vorliegenden Ergebnisse unter- 
nommen wurde, wird hingewiesen. 


Die Gegeniiberstellung der eigenen Ergebnisse mit denen anderer 
Autoren liBt erkennen, welchen EinfluB die Art der Statistik und die 
MeBmethode auf die Ergebnisse haben kénnen. 
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Ultraschallausbreitung in Kohlensaure 
in der Nihe des kritischen Punktes. 
Von 
H. Tretscu und H. TANNEBERGER. 

Mit 6 Figuren im Text. 

(Eingegangen am 23. Dezember 1953.) 


Mit einem Ultraschallhochdruckinterferometer wird die Schallgeschwindigkeit in 
Kohlensaure in der Nahe des kritischen Punktes bei einer Frequenz von 410 kHz 
gemessen. Ein Vergleich mit den von anderen Autoren bei anderen Frequenzen 
bestimmten Werten bei Hinzuziehung der aus einem bekannten pu 7-Diagramm 
ermittelten der Frequenz Null entsprechenden Schallgeschwindigkeit laBt groBe 
Unterschiede-erkennen, die nicht auf eine Dispersion zuriickgefiihrt werden kénnen. 
Eine Dispersion als Folge einer Strukturrelaxation bei Molekiilschwarmbildung 
ware nur in unmittelbarer Nahe des_kritischen Punktes zu erwarten. Die Abwei- 
chungen von den der Literatur entnommenen Werten sowie dieser untereinander 
k6nnen nicht gedeutet werden. 
Aus der experimentell ermittelten Schallgeschwindigkeit wird mit Hilfe des po T- 
Diagramms die spezifische Warme bestimmt. Diese Methode ist genauer als die, 
die mit dem puT-Diagramm allein auskommt. 


Einlettung. 

Untersuchungen tiber Schallausbreitung in der Nahe des kritischen 
Punktes wurden in Athylen von HERGET [5], in Stickstoffdioxyd von 
Noury [73] und in Schwefelhexafluorid und Xenon von SCHNEIDER und 
CHYNOWETH [3] durchgefiihrt. In Kohlensaure bei unterschiedlichen 
Frequenzen wurden die Verhaltnisse von HERGET [5], Noury [12], [13], 
(14), PARBROOK [15], ANDERSON und DeELsasso [2] untersucht. Die 
Abweichungen der vorliegenden MeBergebnisse voneinander erklarte 
Noury durch das Auftreten von Dispersion. Hierzu stehen die Messun- 
gen von PARBROOK in Widerspruch, der keine Dispersion fand. Die 
Moglichkeit einer solchen wurde von CHYNOWETH und SCHNEIDER bei 
Hinzuziehung theoretischer Uberlegungen von FRENKEL [4] und 
ALFREY |/} diskutiert. Danach sind Relaxationserscheinungen bei der 
Ausbildung von Molekiilschwarmen hauptsachlich dafiir verantwortlich. 
Die Ausbildung solcher Schwarme hat MEIssNER [8] in Kohlensaure in 
der Nahe des kritischen Punktes direkt beobachtet und eine GréBe von 
‘9 bis 1 Lichtwellenlinge festgestellt. 

Jedoch ist eine auf diese Ursache zuriickzufithrende Dispersion nur 
klein und nur in unmittelbarer Nahe des kritischen Punktes zu er- 
warten, wie es CHYNOWETH und SCHNEIDER experimentell in Xenon 
gefunden haben. 


Ultraschallausbreitung in Kohlensaure in der Nahe des kritischen Punktes. 257 


Die von Kuurt [7] untersuchte Neigung der CO,-Molekiile zu Asso- 
ziationen von wenigen Molekiilen, die schon in gréBerer Entfernung vom 
kritischen Punkte bemerkbar ist, diirfte wegen der zu kleinen Relaxa- 
tionszeit keinen Beitrag zur Dispersion geben. 

AuBer die Schallgeschwindigkeiten direkt zu messen, kann man sie 
auch aus einem vorgegebenen pv 7-Diagramm ermitteln. Bei der Be- 
stimmung solcher Schallgeschwindigkeiten, die der 
Frequenz Null entsprechen wiirden, wurden die von 
A. MicuHets, C. MICHELS, BLAISE und DE GRooT [9], 
(10), [11] ermittelten Werte verwendet. 


Da beim Vergleich der in der Literatur angege- 
benen Schallgeschwindigkeiten sich Widerspriiche 
ergaben und es auch ang¢evracht erschien, die MeB- 
punkte in der Nahe des kritischen Punktes dichter 
zu legen, wurden die Messungen wiederholt. 


A pparaturbeschreibung. 


Die Schallgeschwindigkeit in Kohlenséure wurde 
mit dem in Fig. 1 dargestellten Interferometer ge- 
messen. Der Oberteil mit dem Schwingquarz 3 sitzt 
auf zwei Saulen. Eine von ihnen dient als Fiihrungs- 
stange. Auf ihr gleitet eime 55mm lange V 2a- 
Buchse 6, die den Reflektor 5 tragt. Die MeBspindel 4 
zum Verschieben des Reflektors ist tiber eine Stopf- 
buchse nach auBen gefiihrt. Mit der daran befind- 
lichen Skalentrommel / 14Bt sich der Reflektor auf +0,01 mm ein- 
stellen. An dem Zahlwerk 2 kann der Abstand des Reflektors vom 
Quarz grob abgelesen werden. 

Das Interferometer ist auf einer abschraubbaren Bodenplatte eines 
Hochdruckautoklaven montiert. Dieser hat einen zylindrischen Innen- 
raum von 90 mm Durchmesser und 325 mm Hohe. In seiner Wand sind 
zwei sich gegeniiberliegende Glasfenster eingebaut, die es gestatten, den 
Schallvorgang auch optisch zu untersuchen. Die Hochfrequenzspannung 
wurde dem Schwingquarz durch eine Calitdurchfiihrung zugefiihrt. Zur 
Regelung der Temperatur des Autoklaven ist dieser in einen Thermo- 
staten eingebaut, der einen H6ppLer-Thermostateneinsatz besitzt. Die 
Temperatur des Thermostaten ]4Bt sich an einem Thermometer auf 
+0,1°C ablesen. Der zugehérige Druck ist am FeinmeBmanometer 5 
mit einem Fehler von + 0,3 Atm ablesbar. 


Den Aufbau der gesamten Anlage zeigt Fig. 2. Aus der Gasflasche 3 
wird die erforderliche Menge von fliissigem CO, in das VorratsgefaB 2 
eingelassen und danach die Zuleitung zur Gasflasche unterbrochen. 


Fig. 1. Interferometer. 
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Dann kann der Druck im Autoklaven durch Erhitzen des Vorrats- 
gefaBes 2 reguliert werden. Der gewiinschte Wert 14Bt sich auf dem mit 
Kontaktgebung versehenen Manometer 4 einstellen. Der Autoklay dt 
wird dann von der iibrigen Hochdruckanlage durch ein Ventil abge- 
sperrt, und nach einer Wartezeit von ungefahr 10 min fiir den Tempe- 
raturausgleich zwischen Thermostatenbad und Autoklaveninnerem kann 
die Schallgeschwindigkeitsmessung ausgefiihrt werden. 

Die Hochfrequenzleistung liefert ein R6hrengenerator in Dreipunkt- 
schaltung, der auf die mechanische Resonanzfrequenz des Quarzes ab- 
gestimmt wird. Seine Grund- 
frequenz betragt 410 kHz. 
Diese kann mit einem Absorp- 
tionswellenmesser, der vorher 
mit einem Prdzisionswellen- 
messer eingemessen war, auf 
+1kHz genau’ gemessen 
werden. Die Wellenlainge des 
Schalls wird aus der Reflektor- 
stellung bei Ausbildung einer 
stehenden Welle bestimmt, was 
als Impedanzminimum mit 

Fig. 2. Aufbau der gesamten Anlage. dem Anodenstrominstrument 

festgestellt werden kann. Hier- 

bei wird durch Riickwirkung des Quarzes auf den Generator der Anoden- 

strom verandert. Nach Kompensation des Ruhestromes mit einer Hilfs- 

batterie kann die Empfindlichkeit des Instrumentes so gesteigert werden, 
daB die Schwankungen groB genug sind. 


Die Messung der Schallgeschwindigkeit. 


Der Abstand Reflektor—Quarz betragt 15 bis 30mm. Nur in der 
Umgebung des kritischen Punktes miissen wegen der starken Absorption 
die Messungen mit einem Reflektorabstand von 2 bis 6 mm durchgefiihrt 
werden. Die Wellenlange wird bei verschiedenem Reflektorabstand ge- 
messen, so daB mit Ausnahme des kritischen Punktes der mittlere Fehler 
kleiner als + 0,2% ist. Die Schallgeschwindigkeit ist dann aus Wellen- 
lange und Frequenz bis auf einen Fehler von +0,5°% bestimmt. 

Das erzielte MeBergebnis zeigt Fig. 3. Es ist die Schallgeschwindigkeit 
in Abhangigkeit vom Druck bei gleichbleibender Temperatur aufge- 
tragen. 


Die Schallgeschwindigkeit V laBt sich auch nach der Beziehung 


vie 0 (se)? (1) 


q 
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aus einem gegebenen fv T-Diagramm bestimmen. y ist das Verhiltnis 
der spezifischen Warmen. Da keine Zustandsgleichung die Verhiiltnisse 


am eee 
Te0 atm 


Fig. 3. Die Schallgeschwindigkeit als Funktion des Druckes auf Isothermen. 


in der Nahe des kritischen Punktes (T =31,04°, 6=72,80 Atm, v= 
2,18 cm*/g) mit der erforderlichen Genauigkeit angibt, wird das vorhin 
erwahnte sehr genaue pv7-Diagramm verwendet [9], [10], [11]. Eine 
Zusammenstellung der von 
den verschiedenen Auto- 
ren bestimmten Schallge- 
schwindigkeiten «bei der 
_kmtischen Temperatur zu- 
sammen mit den aus dem 
pvT-Diagramm  ermittel- 
ten Werten zeigt Fig. 4. 
Das Minimum aller direkt 
gemessenen Schallgeschwin- 
digkeiten liegt nicht, wie 
erwartet, im_ kritischen : Tea Th 
Punkt, sondern ist bei allen 


: Fig. 4. Die Schallgeschwindigkeit in CO, als Funktion des 
direkten Messungen um Druckes auf der kritischen Isotherme nach Untersuchungen 


etwa 0,5 Atm nach hoéheren _ verschiedener Autoren. — - — - — Micuers-pr Groot (0 Hz); 
ee OA Te ee ae 5 same Parsrook (0,5 bis 2MHz); —--—--— ANDERSON- 
Drucken hin verschoben, Detsasso (0,572 MHz); — --- — «-» — Noury (0,96 MHz); 


was vermutlich auf Verun- ——— HeErGET(0,27 MHz); - Verfasser (0,41 MHz). 


reinigung der zur Verfiigung 

stehenden Kohlensdure zuriickzufiihren ist. Beim Vergleich der Schall- 
geschwindigkeitsmessungen untereinander ist festzustellen, da die 
Messungen von HERGET mit unseren tibereinstimmen. Selbst die Ab- 
weichungen in der Nahe des kritischen Punktes liegen innerhalb der 
MeBgenauigkeit der Druckmessung, wenn man auBerdem noch beachtet, 
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daB schon geringste Zusaitze von Fremdgasen Abweichungen bedingen. 
Solche Verunreinigungen diirften auch die Ursache der Verschiebung der — 
Werte von ANDERSON und DeELAsso nach zu hohen Drucken sein. Bei 
niedrigen Drucken stimmen auch die Messungen von NouRY, ANDERSON 
und DELAsso mit denen von HERGET und uns iiberein. Alle tbrigen 
MeBwerte weichen aus nicht geklarten Griinden erheblich davon ab. 

Wenn man die direkt gemessenen Schallgeschwindigkeiten, etwa die 
von HERGET und uns mit denen aus dem pv 7-Diagramm ermittelten 
vergleichen will, hatte man zunachst die Werte um den kritischen Punkt 
herum wegen der Verunreinigung zu korrigieren. Ein Vergleich der 
Werte zeigt dann, daB die aus dem pvT-Diagramm um etwa 8% zu 
klein ausfallen. Dies liegt an der zu ungenauen Methode, nach der zu 
komplizierte Rechenoperationen graphisch nicht mehr genau genug 
durchgefiihrt werden kénnen. 


Zur Dispersion in dem untersuchten Frequenzband. 


Das vorliegende Beobachtungsmaterial ist fiir ein abschlieBendes 
Urteil noch nicht ausreichend. Man kénnte wie Noury [/4) vermuten, 
daB Dispersion vorliege. Jedoch kénnen die Abweichungen auf keinen 
Fall damit erklart werden. Bei 1 Atm besitzt CO, ein Dispersionsgebiet 
von 16 bis 100 kHz. Nach den theoretischen Uberlegungen von KNE- 
SER [6] ist dieses durch Relaxationsvorgange bei der Anregung von 
Schwingungsfreiheitsgraden verursacht. Wenn die Verschiebung nach 
hdheren Frequenzen dem Druck proportional ist, wiirde das Dispersions- 
gebiet bei 40 Atm zwischen 640 und 6000 kHz liegen. Das Gebiet wird 
sich aber noch weiter nach héheren Frequenzen verschieben, da die 
Relaxationszeit wegen der Koppelung der Molekiile durch VAN DER 
Waatssche Krafte im realen Gas noch kleiner ist, als KNESER im idealen 
Gas annimmt. Nach dem bisher Gesagten wiirden sich die ersten Merk- 
male einer einsetzenden Dispersion auf dem linken Teil der Fig. 4, also 
bei kleinen Drucken zuerst bemerkbar machen, wofiir aber keine An- 
zeichen vorhanden sind. Es ist zu vermuten, da8 wir uns bei allen in 
Betracht kommenden Untersuchungen frequenzmaBig noch mindestens 
eine GréBenordnung unterhalb eines zu erwartenden Dispersionsgebietes 
befinden. 

Das soeben Gesagte gilt fiir Relaxationsvorginge, die sich im ge- 
samten untersuchten Temperatur- und Druckbereich bemerkbar ma- 
chen. Relaxationserscheinungen durch Schwarmbildung, die eine Dis- 
persion verursachen kénnten, waren nur in einem sehr kleinen Bereich 
in unmittelbarer Nahe des kritischen Punktes zu erwarten. Eine solche 
Dispersion kénnte wegen ihrer Kleinheit nur durch Anderung der Fre- 
quenz bei ein- und derselben Apparatur unter den gleichen Versuchs- 
bedingungen gefunden werden und nicht durch Vergleich der MeBwerte 
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verschiedener Autoren. Es wiirde ahnlich wie in Xenon [3| auch in 


CO, die Schallgeschwindigkeit mit wachsender Frequenz im kritischen 
Gebiet zunehmen. 


Die speztfische Warme. 

Wenn Dispersion in dem Frequenzbereich von 0 bis 5 MHz nicht 
-auftritt, so ist die Schallgeschwindigkeit als eine leicht meBbare GréBe 
geeignet, zur Bestimmung der spezifischen Warme C, herangezogen zu 
werden. Grundsatzlich lassen sich zwar die spezifischen Warmen aus 
der thermodynamischen Beziehung 

aC,\ *~ T.(at 

ae | (2) 


| OryT eT? 


bestimmen. Fiir reale Gase jedoch kann keine Zustandsgleichung auf- 
gestellt werden, die die erforderliche Genauigkeit besitzt. Man ist des- 
halb auf graphische und numerische Differentiations- und Integrations- 
operationen an der durch MeBpunkte im pv 7-Raum festgelegten Flache 
angewilesen. 

Damit die Differentialquotienten zweiter Ordnung die erforderliche 
Genauigkeit besitzen, mu das graphische Verfahren mit sehr groBer 
Sorgfalt bei wiederholtem Fehlerausgleich durchgefiihrt werden. Diesen 
Weg haben A. MicHets, C. MICHELS, BLAISE und DE Groot [9], [10], 
{11} beschritten. Es laBt sich jedoch nach diesem Verfahren nicht ver- 
meiden, daB Extrema abgeschwacht werden. Auch fiihren geringe 
Fehler bei der Integration zur Parallelverschiebung der ganzen Kurve. 
Bei Verwendung der meBbaren Schallgeschwindigkeit jedoch sind die 
spezifischen Warmen auch ohne die Bildung des zweiten Differential- 
quotienten bestimmbar. Die Schallgeschwindigkeit V lat sich durch 
thermodynamische GréBen ausdriicken 


y2= — (22) (3) 


Der erforderliche Differentialquotient ¢f/év in Richtung konstanter 
Entropie ist schwer zu bilden. Es ist deshalb notwendig, diesen Aus- 
druck noch umzuformen. Aus der Identitat 


(se)s= (ae)e* (ae), (ee)s \ 
und der thermodynamischen Beziehung 
ce menial ree 5) 


folgt ap\ (ap (& Vek 6) 
(4) =().7 aaa v- 
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Aus (2) und (6) ergibt sich die Beziehung zwischen Schallgeschwindigkeit 
und spezifischer Warme: 


) = & (arh— (ee) 7) 


Nach dieser Gleichung sind bei Benutzung der Schallgeschwindigkeit 
zur Bestimmung der spezifischen Warme nur die Ausdriicke (@/é 7), 
und (@p/@v)7, also nur die ersten Differentialquotienten dem pv T-Dia- 
gramm zu entnehmen, wodurch das Endergebnis genauer als bei Durch- 
fiihrung von zweimaligen Differentiationen wird. Die mit Hilfe von 


cal/grad mol 
8 
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Fig. 5. Die spezifische Warme Cy von CO, als Funktion des spezifischen Volumens auf Isothermen. 


Gl. (7) aus unseren Messungen bestimmten spezifischen Warmen C, 
sind in Fig. 5 als Funktion vom spezifischen Volumen und der Tempe- 
ratur aufgetragen. 

Die Abhangigkeit der spezifischen Warmen C, von der Temperatur 
wird durch zwei entgegengesetzte Effekte bedingt. Beim ersten Effekt 
werden die Schwingungsfreiheitsgrade des CO,-Molekiils bei héherer 
Temperatur stairker angeregt, was bei gréBerer Energieaufnahme zu 
emer Zunahme der spezifischen Warmen C, mit wachsender Tempe- 
ratur fiihrt. Dieser Vorgang ist auch fiir den Verlauf der spezifischen 
Warmen bei normalen Drucken maBgebend. Wie die Darstellung zeigt, 
kehrt sich bei kleinerem spezifischen Volumen die Reihenfolge der Iso- 
thermen um, was ein zweiter Effekt bewirkt. Zu seiner Erklarung geniigt 
es nicht, allein Wechselwirkungskrafte in der einfachen Form zu be- 
ricksichtigen, wie es in der VAN DER WAAtsschen Zustandsgleichung ge- 
schieht. Letztere fordert namlich 


(He) =T (FS),=0 (8) 


| 
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d.h., C, soll auf Isothermen unabhangig vom spezifischen Volumen sein. 
Die VAN DER Waatssche Gleichung gibt also das tatsiichliche Verhalten 
nicht einmal qualitativ wieder. Der experimentelle Befund kann nur mit 
Assoziation der Molekiile erklart werden. Die damit verbundene Nah- 


_ordnung ist im kritischen Gebiet besonders temperaturabhingig und 


fiihrt so zu dem beobachteten Maximum fiir C,, das mit wachsender 


_ Temperatur kleiner wird. Bei einem spezifischen Volumen von etwa 


10,8 cm’/g heben sich beide Effekte gegenseitig auf. 

Fig. 6 zeigt noch einmal die spezifische Warme bei der kritischen 
Temperatur. Zum Vergleich ist die von MicHELs und DE GRoorT be- 
stimmte spezifische Warme mit 


: ; ’ “See 
eingezeichnet. Obwohl die Akwei- mi A 
chungen nur klein sind, besitzt aus $y 


den schon angefiihrten Griinden x 
die mit der Schallgeschwindigkeit 
bestimmte spezifische Warme eine 
groBere Genauigkeit als die aus y 
dem fvT-Diagramm allein be-- ¢ 
stimmte. Es ist zu bemerken, daB jo Aieew alias 

wohl vor allem das wiederholte Pf th ftstor? ta eat aut 
Ausgleichen die Héhe des Maxi- Fig. 6. Die spezifische Warme Cy als Funktion des 
mums mehr verkleinert als die Pe edie chee ico, Dae  ariiates 
geringe im gleichen Sinne wirkende (410 kHz). 

Dispersion. 

Es sind hier zwei Methoden zur Bestimmung der spezifischen Warme 
miteinander verglichen. Die Methode, die spezifische Warme aus der 
Schallgeschwindigkeit zu bestimmen, ist hier noch nicht mit den er- 
reichbar genauesten Werten durchgefiihrt worden. Vor allem lieBe sich 
noch die Druckmessung verfeinern. Es konnte aber schon gezeigt 
werden, daB die Methode, die das pv7-Diagramm allein verwendet, 
die Genauigkeit der ersteren nicht erreicht, obwohl das Hoéchsterreich- 
bare hier von MICHELs und DE GROOT erzielt wurde. 

Die Untersuchungen wurden mit Unterstiitzung der Leunawerke 


durchgefiihct. 


| 
_ 
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Herrn Professor Dr. MessERSCHMIDT danken wir fiir sein stets for- 
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Den Herren Direktor Dr. WirtH, Dipl.-Ing. ADoLPHI, Obering. WoL- 
FROM, Dr. Braunut und Obering. RicuTeR sind wir fiir die uns zuteil 
gewordene Unterstiitzung zu groBem Dank verpflichtet. 

Der Staatlichen Plankommission und dem Staatssekretariat fiir Hoch- 
schulwesen danken wir fiir die Bereitstellung von Mitteln, die vor allem zur 
Beschaffung und Herstellung einzelner Zusatzgerate verwendet wurden. 
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Modellversuch zur kontinuierlichen 
Isotopentrennung. 
Von 
J. HENGEVoss und R. FLEISCHMANN, 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Etngegangen am 16. Dezember 1953.) 


In der vorliegenden Arbeit wurde ein zylindrisches Trennrohr mit Luft als Ver- 
suchsgas kontinuierlich betrieben. Es wurde die N,-Konzentration am oberen Ende 
in Abhangigkeit vom Durchsatz gemessen. Fig. 3 und 4 zeigen, daB die Abhangig- 
keit durchaus der theoretischen Erwartung entspricht, solange der Durchsatz 
kleiner als 1/;, der Zirkulation ist. Aus den MeBergebnissen (insbesondere Fig. 3) 
wurden die Apparatekonstanten tT, und L des Trennrohrs, die nur ungenau vor- 
ausberechnet werden kénnen, mit einer Sicherheit von + 3% experimentell erhalten. 


Zur Trennung von Isotopen haben CLusius und DickeEt das Trenn- 
rohrverfahren angegeben. Ein Trennrohr besteht aus einem vertikal 
aufgestellten auBen gekiihlten Rohr, in dem sich zentriert ein geheizter 
Draht befindet. Dieses wird mit dem zu trennenden Gasgemisch gefiillt. 
Wahrend des Betriebes findet eine Entmischung statt. Mit wachsender 
Betriebsdauer stellt sich asymptotisch an den Enden eine Grenzkonzen- 
tration ein. Wird an den Enden Gas entnommen, so sinkt die Konzen- 
tration ab, und zwar um so starker, je gr6Ber die Entnahme ist. Um dies 
zu verhindern war es anfanglich Grundsatz, die mdglichst vollstandige 
Endeinstellung abzuwarten und recht wenig Gas zu entnehmen. Da die 
aufgewendete Energie proportional zur Betriebsdauer ist, wird das Ver- 
haltnis zwischen getrennter Substanzmenge zu aufgewendeter Energie 
mit wachsender Annaherung an die erreichbare Grenzkonzentration 
immer ungiinstiger. Von R. FLEISCHMANN! wurde 1944 rechnerisch 
gefunden, daB man mit einem optimalen Energieaufwand auskommt, 
wenn das Trennrohr mit laufender Entnahme (,,kontinuierlich") be- 
trieben und dabei die Entnahme so bemessen wird, da8 der diffe- 
rentielle Trennfaktor auf die Hdlfte des Wertes absinkt, der sich ohne 
Entnahme im Endzustand ergeben wiirde. Zur Kompensation der in- 
folge laufender Entnahme abgesunkenen Konzentration sind die Rohr- 
langen zu verdoppeln. Zu der gleichen Folgerung kamen FURRY und 
JoneEs?. Soweit bekannt, sind Versuche tiber die Abhangigkeit des Ab- 
sinkens der Konzentration von der laufenden Entnahme im kontinuier- 
lichen Betrieb bisher nicht durchgefiihrt worden. Im folgenden wird mit 


1 FLEISCHMANN, R.: Forschungsbericht unveréffentlicht. 
2 Jones, R.C., u. W. H. Furry: Rev. Mod. Phys. 18, 151 (1946). 
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einem Modelltrennrohr dieser Zusammenhang experimentell untersucht 
und es gelingt die Trennrohrkonstanten L, t), Ro, die man nur fiir 
nicht realisierbare Idealfialle berechnen kann, fiir den ausgefiihrten Fall 
experimentell zu bestimmen. 

In der vorliegenden Arbeit wurden die Verhaltnisse an einem kurzen 
zylindrischen Trennrohr mit Luft als Versuchsgas studiert. Dabei 
wurde die Stickstoffkonzentration am oberen Ende des Rohres in Ab- 
hangigkeit vom Durchsatz (das ist herausgezogenes Gasvolumen pro 
Zeit) gemessen. In dem praktisch wichtigen Fall groBer Radienver- 
haltnisse und groBer Temperaturdifferenzen muB bei der Theorie die 
Temperaturabhangigkeit der Koeffizienten der Zahigkeit 7, der Warme- 
leitung A, der Diffusion D, sowie des Thermodiffusionsfaktors « beriick- 
sichtigt werden. Furry und Jones haben ihre Rechnungen fiir ein 
MaxweELtsches Gas (linearer Anstieg von 7 und A mit 7) und konstantes « 
fiir groBe Temperaturdifferenzen unter anderem auch fiir das Draht- 
trennrohr durchgefiihrt. DAvip! hat die Formeln durch Einfiihrung 
einer anderen effektiven Mitteltemperatur in eine handlichere Form 
gebracht, bei deren Auswertung Interpolationen in Tabellen mit nur 
geringem Gang ausgefiihrt werden miissen. 

Der Temperaturverlauf der Konstanten der Gase weicht von dem 
angenommenen in Wirklichkeit wesentlich ab. Daher ist nicht zu er- 
warten, daB die Ergebnisse bei groBen Temperaturdifferenzen und be- 
sonders im Fall der Zyilndersymmetrie zuverlassig sind. Hinzu kommt, 
daB gewisse Voraussetzungen der Theorie sich experimentell nicht voll- 
standig realisieren lassen, insbesondere ist es wegen der erforderlichen 
Zentrierhalterungen nicht méglich, langs des ganzen Drahtes konstante 
Temperatur herzustellen. Aus diesen Griinden kann man die Abmes- 
sungen einer Trennanlage nicht mit der erforderlichen Sicherheit voraus- 
berechnen. Nun hat aber Davin! gezeigt, daB fiir Anlagen mit gleichem 
R;/Rq und gleichem 7; und T,, aber verschiedenen Abmessungen (,,ahn- 
liche‘‘ Anlagen), Ahnlichkeitstransformationen gelten. Andererseits ist 
es moglich, mit einer kleinen Trennrohranlage (Modelltrennrohr) die 
charakteristischen GréBen L und t» empirisch zu ermitteln, so daB 
die zuverlaissige Vorausberechnung einer ,,ihnlichen“ groBen Anlage 
moglich wird. Der in der Theorie auftretende charakteristische Ra- 
dius Ro ist eine dritte, unabhingige BestimmungsgréBe, die in der vor- 
liegenden Arbeit aber nicht untersucht wurde. Man kénnte sie erhalten, 
indem man die hier durchgefiihrten Messungen mit verdindertem Druck 
wiederholen wiirde. 

In Bezeichnungsweise und Formeln beziehen wir uns auf die er- 
wahnte Arbeit von Davip, Folgende Begriffe sollen hier noch einmal 
prazisiert werden: 


1 Davin, E.: Z. Physik 134, 377 (1953). 
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Zirkulation S,;.: Zirkulierendes Gasvolumen durch Zeit (aufsteigend 
am heiBen Draht, absteigend an der kalten Wand). 


Eigentransport t: Differenzbetrag zwischen auf- und abwiirtsstré- 
mendem Partialvolumen an leichtem Isotop dividiert durch Zeit. Man 
beachte, da8 das Partialvolumen wegen des Konzentrationsgradienten 
sich mit der Hohe z andert. Daher ist auch t eine Funktion von z. 

Durchsatz S: Gasvolumen, das infolge laufender Entnahme durch 
das Trennrohr strémt, durch Zeit. 


S,;: Durchsatz im oberen Teil der Anlage (Anreicherungsteil). 

S,: Durchsatz im unteren Tei! -(Abreicherungsteil). 

Es gilt S=S,+ S,. 

Fremdtransport S, 9+ c(z): Partialvolumen durch Zeit an leichtem 
Isotop, das durch den Durchsatz S, bzw. S, mitgefithrt wird. 


Gesamttransport: Summe aus Eigentransport + Fremdtransport. 
Die Theorie liefert fiir den Eigentransport folgende wichtige Grund- 
gleichung 


ei) sleet eo) —2 2} i 


Sie gilt unabhangig von speziellen Eigenschaften der Konstruktion, 
jedoch unter der Voraussetzung der Stationaritat, d.h. die Konzentra- 
tionsverteilung im Rohr darf sich zeitlich nicht oder nur sehr langsam 
andern. Diese Voraussetzung ist erfiillt: 

1. Wenn das Rohr an seinen Enden geniigend groBe VorratsgefaBe 
hat. Dann andert sich namlich die Konzentrationsverteilung hinreichend 
langsam. 

2. Wenn sich in einem abgeschlossenen Rohr der Endzustand ein- 
gestellt hat. 

3. Bei maBigem Durchsatz. 

Beim kontinuierlichen Betrieb wird in der Mitte des Rohres laufend 
der Durchsatz S = S, + S, an Ausgangsisotopengemisch mit der Konzen- 
tration cy an leichtem Isotop eingespeist. Am oberen Ende entnimmt 
man S, mit der Konzentration c,, am unteren Ende S, mit der Konzen- 
tration c,. S, und S, miissen so aufeinander abgestimmt sein, daB an 
der Einspeisungsstelle stets die Anfangskonzentration cg herrscht. MaB- 
gebend ist die Kontinuitatsgleichung, die besagt S + ¢y= S++ Sy° Cy. 
Zu einem vorgegebenen S, ist also ein bestimmtes cy erforderlich. Aus S, 
und c, kénnte man die dazu erforderliche Lange nur mit Hilfe der unten- 
stehenden Gl. (3) ausrechnen, also mit einer Formel, deren Richtigkeit 
erst durch das Experiment gepriift werden soll. Daher wurde in unserem 
Versuch der Abreicherungsteil gespiilt, d.h. S, wurde so grof gewahlt, 


daB im Abreicherungsteil keine Trennung mehr stattfand. 
18* 
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Neben dem Eigentransport t wird beim kontinuierlichen Betrieb 
infolge des Durchsatzes im oberen Teil in der Hohe z zusatzlich der 
Fremdtransport S, -c(z) an leichtem Isotop durch den Rohrquerschnitt 
nach oben beférdert. Die Summe aus beiden muB gleich dem Quotienten 
aus (Volumen an leichtem Isotop)/Zeit sein, das oben entnommen wird. 


Sty = Oy SO, (2) 


Durch Einsetzen von (1) und Integration ergibt sich [s. auch bei FLEISCH- 
MANN und JENSEN! dort Formel (32) | 


= 4 -L » 
: |< eg acai oS fo — wh cag 
Zz 1 1 - 2 oe (3) 
— = n i. — a = a ee 
1s a Gi —- 4 4 +- 
|-,— aad —T @———4r 


gate) "y= = und re jeer) cy 
(Z = Lange des Anreicherungsteiles). Diese Gleichung gibt eine Be- 
ziehung zwischen der Endkonzentration c, und dem Durchsatz im An- 
reicherungsteil S,. Dabei treten die Konstanten t, und L als Parameter 
auf. Analoges gilt fiir den Abreicherungsteil. 

Dieser Zusammenhang wurde experimentell gepriift. 


Versuchsanordnung (Fig. 1). 


Das Trennrohr bestand aus einem Glasrohr von 3,50 m Lange, das 
von einem Kiihlmantel umgeben war. Die Einspeisungsstelle (7) befand 
sich in der Mitte, die Abzapfstellen (2) an den Enden. Der Heizdraht (3) 
aus Platin hatte einen Radius R;=0,2 mm. Er wurde durch ein kleines 
Messinggewicht (4) leicht gespannt, das mit einem Eisenstift (5) in ein 
Quecksilberbad (6) eintauchte. Dadurch wurde einmal der elektrische 
Kontakt hergestellt, zum anderen wurde eine Verminderung des Spann- 
gewichtes bei hGheren Drahttemperaturen erreicht. Zur Zentrierung des 
Heizdrahtes dienten statt der allgemein tiblichen Scheibchen kleine Drei- 
beine aus Silberdraht (7), die in Abstanden von 25 cm an den Heiz- 
draht gelétet waren. 

Einige Schwierigkeiten bereitete die Konstruktion eines geeigneten 
Pumpmechanismus zum Herausziehen des Gases am oberen Ende des 
Rohres. Man mu8 namlich von ihm verlangen, daB er nur sehr kleine 
Mengen beférdert — zwischen 0 und 500 cm*/Std — und dabei gleich- 
maBig und stoBfrei arbeitet. DruckstéBe im Trennrohr miissen vermieden 
werden. Die einfachste Lésung bestand darin, das VorratsgefaB, in 
welches das getrennte Gas hineingepumpt werden sollte, mit Wasser 


} FLEISCHMANN, R., u. H. JENSEN: Erg. exakt. Naturw. 20, 121—182 (1942). 
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zu fiillen, und durch AusflieBen des Wassers das Gas aus dem Trennrohr 
herauszusaugen. Eine Tropfkapillare regulierte die AusfluBgeschwindig- 
keit (Fig. 2). Durch Verandern der hydrostatischen Hdhe war es még- 
lich, die Tropfgeschwindigkeit sehr fein zu 
regulieren, Grobe Veranderungen konnten 
vorgenommen werden durch Auswechseln der 
Kapillare gegen solche mit anderer Weite 
und Lange. Die Tropfen fielen dann in eine 


Vorrarsgefoh sl H 
amt Wasser 


Trennrohr: 
Troptkopillare 


( 


zulour 


zur Wasser- 
Strohpumpe § 


Fig. 1. Fig. 2. 
Fig. 1. Trennrohr. 1 Einspeisungsstelle, 2 Abzapfstellen, 3 Heizdraht aus Pt, 4 Messinggewicht zum Spannen 
des Heizdrahtes, 5 Eisenstift taucht in 6 Hg-Bad, 7 kleine Dreibeine aus Silberdraht 


(Zentrierung des Heizdrahtes). 
Fig. 2. Versuchsanordnung. Das VorratsgefaB8 ist mit Wasser gefiillt, welches gema8 dem eingestellten 
Durchsatz durch die Tropfkapillare ausflieft. Dadurch entsteht in der Flasche F/ ein Unterdruck, der ein 
Aufblahen des Ballons B/ und damit eine kontinuierliche Gasentnahme aus dem Trennrohr bewirkt. Flasche 
mit Ballon ist bei den Schliffen Schl, und Schl, abnehmbar. Vorher wird der Hahn H geschlossen und 
vermittels der beiden Dreiweghahne Dr, und Dr, direkte Verbindung vom Trennrohr zum VorratsgefaB 
hergestellt. Kp Kapillare Verbindungsrohre, Mn Manometer, C Kohlendioxydabsorber, L Lufttrockner, 
Str Stromungsmesser, Tr Fiilltrichter. 
MeBbiirette. Mit ihr konnte die AusfluBgeschwindigkeit gemessen 
werden. Durch Zahlen der pro Minute fallenden Tropfen konnte wahrend 
des Betriebes der Durchsatz kontrolliert werden. Da sich beim Aus- 
flieBen des Wassers die hydrostatische Hohe # andert, wurde das Vor- 
ratsgefaB flach gebaut (eine Rohre von 8cm Durchmesser, gegeniiber 
einem h von 2 bis 3m). Die pro Minute ausflieBende Menge und damit 
der Durchsatz im Trennrohr andert sich dadurch im Laufe eines Ver- 


suches nur um 2 bis 3%. 
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Der Abreicherungsteil wurde mit Hilfe einer Wasserstrahlpumpe ge- 
spilt (3,3 Liter/Std). Die Bestimmung der Konzentration erfolgte mit 
Hilfe einer Gaswaage! der Firma FueB. 

Um wihrend des Betriebes Proben entnehmen zu kénnen, ohne groBe 
Stérungen zu verursachen, wurde in die Leitung von der oberen Ent- 
nahmestelle zum VorratsgefaB eine Gummiblase Bi geschaltet, die sich 
in einer Flasche befand. Die Wirkungsweise ist aus Fig. 2 ersichtlich: 

Durch das AusflieBen des Wassers aus dem Vorratsgefa8 strémt Luft 
aus der Flasche ab und bewirkt ein kontinuierliches Nachstrémen aus 
dem Trennrohr in die Gummiblase. Nach geniigender Fiillung kann der 
Ballon mit der Flasche bei den Schliffen Schl, und Schl, abgenommen 
werden, nachdem zuvor der Hahn H geschlossen und durch die beiden 
Dreiweghahne Dy, und Dr, eine direkte Verbindung vom Trennrohr 
zum VorratsgefaB hergestellt worden ist. 

Die Zuleitungsrohre waren kapillar gehalten, einmal, um totes 
Volumen zu vermeiden, zum anderen, um bei direkter Verbindung vom 
Trennrohr zum VorratsgefaB dié Diffusion von Wasserdampf in das 
Trennrohr zu verhindern. Als Ballon diente eine FuBballblase, die sich 
vor Beginn der Entnahme durch Zusammenfalten geniigend luftleer 
machen lieB. Fiir Messungen mit kleinen Durchsatzen S,< 30 cm*/Std 
(hohe Anreicherung; lange Betriebsdauer bis zur Fiillung des Ballons) 
wurde die Flasche mit Stickstoff gefiillt, um den EinfluB der Diffusion 
durch die Wandung in die GréBenordnung des MeBfehlers herabzu- 
driicken. 


Im Anschlu8 an die Beschreibung der Versuchsanordnung sollen der Uber- 
sichtlichkeit halber noch einmal die Konstruktionsdaten zusammengestellt werden : 


Rohrradius R, = 0,575 cm 
Drahtradius R; = 0,020 cm 
Kiihlwassertemperatur qT, = 17°C = 290° K 
Heizdrahttemperatur T; = 600° C = $70° K 


Rohrlinge von der Einspeisungsstelle | 
bis zur oberen Entnahmestelle | 2 = 175 cm 

Spiilung im unteren Teil S, =.3,3 Liter/Std 

Heizleistung = 250 W. 


Messung. 

Zunichst sollte in einem Vorversuch die Einstelldauer des abge- 
schlossenen Rohres ohne Durchsatz bestimmt werden. Dazu wurde 
nach jeweils verschieden langer Betriebszeit am oberen Ende eine Probe 
entnommen und deren Konzentration bestimmt. Nach etwa 3 Std hatte 
das Rohr seine Endeinstellung erreicht (Halbwertzeit der Endeinstel- 
lung 20 min), 

Im Hauptversuch wurde das Trennrohr kontinuierlich betrieben und 
dabei die N,-Konzentration am oberen Ende bei neun verschiedenen 


* Stock, A., H. RAMSER u. G, Eyier: Z. phys. Chem. A 163, 82 (1933). 
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Durchsatzen bestimmt. An Hand des Vorversuches war die Anlaufzeit! 
fiir MeBpunkt 1 auf 90 min bemessen worden. Die Konzentration wurde 
bis auf einen absoluten Fehler von Ac=-+0,0025 bestimmt. Dem 
entspricht eine Genauigkeit der Druckmessung (etwa 120 Torr) bei 
der Gaswaage auf 1/,, Torr. 

Uber den Einflu8 der Diffusion durch die Gummiblase wurden 
Kontrollmessungen ausgefiihrt. Bei MeBpunkt 1 und 2 war die Flasche 
mit N, gefiillt. Es ergab sich, daB durch Herausdiffundieren des O, 
aus der Blase eine Korrek- = 6——_x 
tion des MeBpunktes 1 um (oon 
Ac=—0,002 erforderlich \ a 
war. Bei MeBpunkt 2 und = ¢#+——+ 
allen folgenden war die Ent- t 
nahmezeit so klein, daB der FA 
EinfluB8 der Diffusion unter 2 
der MeBgenauigkeit lag. : | 
Fiir die MeBpunkte 3 bis 9 | 
konnte auf die N,-Fillung 9 w 2 #0 W 50 60% 8 90 100 


s 3 
verzichtet werden. o— cmi/h 
Fig. 3. Bestimmung von t), und Z aus den MeBwerten. Die 
ms Kurven ergeben sich, wenn man in Formel (3) die gemessenen 
Aus ertung. S, und ¢, einsetzt und Z/L und Tt, als Variable ansieht. Da statt 


Ausden Me Bergebnissen dermittleren c, die Extremwerte der Streubereiche (4c= 0,005) 

eingesetzt wurden, ergaben sich Kurvenstreifen. Der Mittel- 
konnten To und L abgelei- punkt ihres gemeinsamen Schnittgebietes gilt als der wahr- 
tet werden. Setzt man in scheinlichste Wert von Z/L und 7). 
(3) die gemessenen Werte fiir c, und S, ein und betrachtet ty und 
L als Variable, so erhalt man fiir das Wertepaar (c,; S,) jedes MeB- 
punktes eine Kurve L =/(r,). Im Idealfall miiBten sich alle diese Kurven 
in einem Punkt schneiden. Da die MeBwerte etwas streuten, wurden in 
Fig. 3 fiir c, die Extremwerte der Streubereiche eingesetzt. Es ergaben 
sich Kurvenstreifen. Die Kurvenstreifen 1 bis 6 haben ein gemeinsames 
Schnittgebiet, hingegen schneiden die Streifen 7, 8, 9 dies Gebiet nicht. 
Sie fallen systematisch mit wachsender Ordnungsnummer starker nach 
links heraus (s. weiter unten). Sie wurden der Ubersichtlichkeit halber 
nicht mitgezeichnet. Die Koordinaten des Mittelpunktes des Schnitt- 
gebietes gelten als die wahrscheinlichsten Werte von t, und Z/L. Mit 
Z =175 cm folgt 

t, = 67,5 cr /pid ; L =66,5 cm. 


ani 


mit einer Genauigkeit von +3%. In Fig. 4 sind die MeBergebnisse fir 
die erreichte Konzentration in Abhangigkeit vom Durchsatz graphisch 
dargestellt. Die ausgezogene Kurve wurde nach (3) mit den soeben er- 
mittelten t, und L berechnet. 


1 Diejenige Zeitdauer, die erforderlich ist, bis ohne Durchsatz die im konti- 
nuierlichen Betrieb angestrebte Konzentration erreicht ist. 
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Diskussion der Ergebnisse. 


Fig. 4 zeigt, daB sich die aus Formel (3) mit den gemessenen T) und L 
berechnete Kurve den experimentellen Ergebnissen innerhalb der MeB- 
genauigkeit gut anpaBt. Lediglich fiir Punkt 8 (und eventuell 7) liegen 
die experimentellen Werte zu tief. Bei S;= 1640 cm*/Std konnte keine 
Anreicherung mehr gemessen werden, es war namlich c, = 0,792 + 0,0025, 
was genau cy entspricht. Demgegeniiber ergibt die theoretische Kurve 
dort ein c, 0,800. Dieser schnelle Abfall rithrt daher, daB S, nicht mehr 
hinreichend klein ist gegeniiber der Zirkulationsstr6mung, die etwa 
3600 cm?/Std betragt. 

In Formel (3) ist vorausgesetzt, daB die Eigentransportgleichung (1), 
die fiir den Fall des Betriebes ohne Durchsatz hergeleitet worden ist, 


0 200 400 600 &00 1000 
Durchsatz S, 

Fig. 4. Konzentration in Abhangigkeit vom Durchsatz. Die ausgezogene Kurve wurde nach Formel (3) 

mit den in Fig. 3 ermittelten tr, und L berechnet. 


7200 eme/h 


auch im kontinuierlichen Betrieb mit Durchsatz allgemein unverandert 
gilt. Die Begriindung dafiir wird in der nachfolgenden Arbeit von 
Davip! gegeben. 

Die sich aus den Messungen ergebenden tT, und L sind zu vergleichen 
mit den Werten, die aus der Theorie berechnet werden kénnen. Benutzt 
man die bei DAvip angegebenen Formeln (3), (4), (35), (37), (38) und 
(39), so ergibt sich 


T) = 38,2 cm®/Std; L = 63,5.cm. 


Die Ubereinstimmung der berechneten Werte von t, mit den ex- 
perimentellen Ergebnissen ist schlecht. Das zeigt, daB eine geniigend 
sichere Vorausberechnung nicht méglich ist. Man kénnte vermuten, daB 
die Ursache dazu in der gestérten Temperaturverteilung im Heizdraht 
liegt die durch die Warmeableitung der Zentrierungsdreibeine hervor- 
gerufen wird, Den Berechnungen wurde eine Drahttemperatur von 600° C 
zugrunde gelegt, die aus Messung der elektrischen Leitfahigkeit des Platin- 
drahtes bestimmt worden war. Man kann versuchen, die Welligkeit des 
Temperaturverlaufs durch Wahl einer geeigneten mittleren Temperatur 


1 Davin, E.: Z. Physik 137, 274 (1954). 
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zu ersetzen. Durch versuchsweise Annahme von verinderten Draht- 
temperaturen in der Rechnung 1aBt sich die Ubereinstimmung von 
(To; L)tneor Mit (T); L).xp nicht verbessern, da mit einer Verbesserung 
von T, eine Verschlechterung von L gekoppelt ist. Daher scheint die 
Warmeableitung nicht fiir die schlechte Ubereinstimmung von Theorie 
und Experiment verantwortlich zu sein. Auch durch Variation des 
Thermodiffusionsfaktors a, dessen Wert (0,022) unsicher ist, l4Bt 
sich kein besseres (T9; L)tneor berechnen. Der Hauptgrund fiir die schlechte 
Ubereinstimmung diirfte darin liegen, das die Theorie — wie eingangs er- 
wahnt — den komplizierten Fall der zylindergeometrischen Anordnung 
mit groBen Temperaturdifferenzen nur naherungsweise erfassen kann. 

Andererseits wird durch unser experimentelles MeBverfahren fiir L 
und t, die zuverlassige Vorausberechnung einer ,,ahnlichen‘’: groBen 
Trennanlage erméglicht. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut und Erlangen, Physikalisches 
Institut der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 274—279 (1954). 


EinfluR eines Durcisatzes auf den Trenneffekt 
bei Clusius-Dickel-Trennrohren. 


Von 


ERWIN DAVID. 


Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 1. Januar 1954.) 


Fiir kontinuierlich arbeitende Trennrohranlagen ist es von wesentlicher Bedeutung, 

in welchem AusmaB die Gleichstro6mung des Durchsatzes die Trennwirkung be- 

eintrachtigt. Fiir ein ,,ideales‘‘ Trennrohr ergibt sich theoretisch keine Beein- 

trachtigung. Die im Gegensatz dazu in der vorangehenden Arbeit? experimentell 

gefundene erklart sich zwanglos aus den von den Drahtzentrierungen herriihrenden 
Stérungen im ,,realen’’ Trennrohr. 


Unsere theoretische Betrachtung schlieBt sich in den Grundziigen 
an die von JENSEN? wiedergegebene an. Abweichend benutzen wir 
Formeln, die allgemein auch bei hoher Temperaturdifferenz und be- 
liebiger Temperaturabhangigkeit der Gaseigenschaften fiir zylinder- 
symmetrische® Anordnungen gelten. Zusatzlich fiihren wir die der Zir- 
kulationsstr6mung (Index Z) tiberlagerte Durchsatzstr6mung ein (In- 
dex D). Im laminaren Fall tiberlagern sich beide Strémungen additiv, 
v=Uz+ Up, da sich auch Scherspannungen und Geschwindigkeits- 
gradienten addieren. Die Strémung vz ist in der Umgebung des heiBen 
Drahtes nach oben, in der Nahe der kalten Wand nach unten gerichtet, 
und transportiert nach Definition genau ebensoviel Gas nach oben wie 
nach unten. Die Geschwindigkeit vp der Durchsatzstrémung hat da- 
gegen einheitliches Vorzeichen, 

Als Strom bezeichnen wir das in z-Richtung durchtretende Gas- 
volumen pro Zeit, und zwar auf Volumen unter Normalbedingungen 
bo =1Atm, 7) = 273° reduziert. Also ergibt sich aus v der Strom durch 
Multiplikation mit der Fliche senkrecht zu z und mit # 7y/f)T. Mit 
u dr werde der vertikale Strom in einem Zylindermantel vom Radius r 
und der Dicke dr bezeichnet: 


(uz + Up) dr =(vz4 Up) 2ardrpT/poT. (1) 


* HENGEVoss, J., u. R. FLetscHMANN: Z. Physik 137, 265 (1954). 
* FLEISCHMANN, R., u. H. JENSEN: Ergebn. exakt. Naturwiss. 20, 121 (1942). 


* Fir konische Trennrohre gilt das hier Bewiesene uneingeschrankt auch, nur 
die Formeln werden komplizierter. 
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Ein Beispiel von Funktionen uw, und up zeigen die Kurven (4) und (2) 
in Fig. 1}, ; 
Der radiale (Diffusions-) Strom an z.B. leichtem Isotop integriert 
liber eine Zylinderflache mit Radius y und Hohe dz betriigt bekanntlich 
als Funktion des Temperatur- und Konzentrationsgradienten: 
4 a 
J,dz= 20D {c(t —c) a spar. (2) 
Es sind « und J Stromdichten in dem zweidimensionalen Koordi- 
natensystem 7, z. Die vertikalen (Bewegungs-) Stromdichten w enthalten 
als Stromdichte des leichten Isotops den Anteil cw. Hinzu kommt als 
Folge des vertikalen Konzentrationsgradienten eine Riickdiffusions- 
stromdichte J,. Stationar verschwindet die Divergenz der Gesamt- 
str6mung (d.h. Bewegungs- plus Diffusionsstr6mung) des leichten Isotops. 
OL iat Odeon Ie ; 
ar hee sec lee Sit )=0. (3) 
Der zweite Summand, die Divergenz des Riickdiffusionsstromes, kann 
im Fall mit Durchsatz als klein gegeniiber den anderen Summanden 
ebenso vernachlassigt werden, wie im Fall ohne Durchsatz. Dann erhilt 
man durch Integration von (3) nach 7 den radialen Strom an leichtem 
Isotop zu 


r 
. 


I(r) = — | (uz + Up) ar. (4) 
Ri 


Der Gesamttransport an leichtem Isotop nach oben betragt: 
Ra 
J c(uz + up) dr — Riickdiffusionsstrom = t+ cS. (5) 
Ri 
Das Integral zerfallt in die beiden in I bereits benutzten Bestandteile. 
Da f up dr ja den Durchsatz S darstellt und up einheitliches Vorzeichen 
hat, kénnen wir in diesem Teil einen Mittelwert des sowieso von Rk; bis R, 
wenig variierenden c vor das Integral ziehen. 
Ra Re 
feupdr=—cfupdr=csS. (6) 
Ri Ri 
Die iiblicherweise in t hineingenommene Riickdiffusion hangt nur von 
éc/éz ab. Durch den Durchsatz wird sie nicht beeinfluBt ; wir brauchen 
uns also deshalb nicht mit ihr zu befassen. Es bleibt: 


Ra 
f cuzdr — Riickdiff. = t. (7) 
Ri 
1 Ubernommen aus E. Davin, Z. Physik 134, 377 (1953). Da im folgenden 
mehrfach auf diese Arbeit Bezug genommen, abkiirzend als I angefiihrt. Auch 
wegen der genauen Definitionen der gemeinsam benutzten Bezeichnungen wird 


auf diese Arbeit verwiesen. 
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Partiell integrieren und @c/ér nach (2) einsetzen ergibt: 


Ra o r 
r+ Riickdiff. 0 —f ( fuzdr)ar 
R Ri Ri 2 j r (8) 
i OlT . is . 
li {- eet — sar DTT uz dr) dr. 


Die gestellte Frage lautet : Hangt der Transport t (in I Thermodiffusions- 
transport, in der vorangehenden Arbeit Eigentransport genannt) vom 
Durchsatz ab? Mit anderen Worten: Andert sich das Integral (8) durch 
das Hinzukommen von up? 

Die einzige vom Durchsatz beeinfluBte GréBe in (8) ist J,. Ohne 
Durchsatz zieht man in (4) einfach éc/@z als nahezu unabhangig von 7 
vor das Integral und setzt J, in dieser Form in (8) ein. Nach Ausfiihrung 
der Quadraturen entsteht daraus die lineare Gleichung zwischen t und 
dc/dz, die in I als Gl. (3) zugrunde gelegt wurde. 

Beim Vorliegen von Durchsatz diirfen wir @c/éz nicht als unabhangig 
von ¥ ansetzen, denn wir verletzen dann die Kontinuitatsgleichung. 
Anders herum gibt uns ihre Erfiillung Auskunft tiber die radiale Variation 
von @c/0z. Zu dem Zweck werde Gl. (4) unter Einfiihrung eines erst 
spiter festzulegenden Mittelwertes @c/@z formal umgeschrieben 


r r r 


n= fintr + fE—%)utr— fuer 0 
Ri Ri ; Ri 
- en ym 


Unter Kontinuitaét verstehen wir hier die Bedingung, da8 durch die 
Oberflachen von Heizdraht und Rohrwand kein Diffusionsstrom J, hin- 
durch geht. Nach dem Ansatz von (9) verschwindet J,(R,). Der dem 
Fall ohne Durchsatz entsprechende Teil J‘ verschwindet nach Defini- 
tion der Zirkulation uz auch fiir R,. Dagegen J{*(R,) ist bei nach oben 
gerichtetem Durchsatz negativ, da beide Faktoren des Integranden ein- 
heitlich positiv sind. Also mu8 J(R,) den gleichen positiven Wert an- 
nehmen, damit die Summe /J,(X,) verschwindet. Diese Bedingung laBt 
sich tibrigens unschwer in die Kontinuitatsgleichung (2) aus I umformen. 

Es kann J, (R,) den erforderlichen positiven Wert nur bekommen, 
wenn 0c/éz radial variiert. Diese Variation muB sich recht gleichmaBig 
iiber 7 verteilen, denn @*c/@z @r muB klein sein. Sonst wiirde Integration 
iiber etwas langere Strecken z mindestens in irgendwelchen Teilgebieten 
des Trennrohrs zu unméglich groBen @c/@r fiithren. In den am Trenn- 
vorgang kaum beteiligten Gebieten in unmittelbarer Nahe des Heiz- 
drahtes und der Wand wird @%c/@z @r gegen 0 tendieren. Aus diesen 
Bedingungen folgt bereits ein Verlauf von @c/@z, der sich von dem in 
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Fig. 1, Kurve (3) dargestellten nicht qualitativ unterscheiden kann!, jeden- 
fallssolange wir nicht in die unmittelbare Nahe der Trennrohrenden gehen. 

In Fig. 1 sind fiir ein Beispiel mit recht extrem unsymmetrischem 
Verlauf von wz und wp die weiteren Schritte der Rechnung graphisch 


dargestellt. In der Praxis werden meistens 
bei Radienverhaltnissen unter 55 und Tem- 
peraturverhaltnissen unter 5 symmetrischere 
wu vorliegen, bei denen sich die gezogenen Fol- 
gerungen noch sicherer ergeben. 

Was ist unter dem Mittelwert @c/éz zu ver- 
stehen? Es ist die GréBe, die wir in I als dc/dz 
schlechthin bezeichnet haben. Uber eine Trenn- 
rohrlange integriert, soll sie die Konzentrations- 
differenz zwischen Einspeisung und Entnahme 
ergeben. Da nun aber die Trennrohrenden stets 
durch die Umkehr der Zirkulation gestért 
sind, bleibt es im Experiment fast prinzipiell 
undefiniert, ob die Einspeisung, bzw. Ent- 
nahme mehr an die aufwartsgehende Zirkula- 
tion mit héherer, oder an die abwartsgehende 
mit niedrigerer Konzentration anschlieBen. 
Das fiir die wirkliche Anreicherung wirksam 
werdende éc/@z kann deshalb irgendwo zwischen 
dem niedrigsten ¢c/éz in der Nahe des Heiz- 
drahtes und dem héchsten in der Nahe der 
kalten Wand liegen. Wir geben @c/éz diesen 
als grundsatzliche, aber meistens belanglos 
kleine Ungenauigkeit zu betrachtenden Spiel- 
Traum. 

So erhalten wir fiir @c/@z — @c/@z die Grenz- 
kurven (3) und (4). Eingesetzt ergeben sie fiir 
den Integranden von J”) nach (9) die in (5) und 
(6) dargestellten extremen Méglichkeiten. Neh- 
men wir den Integranden von J)* (Kurve (7)) 
hinzu und integrieren, so entstehen in den bei- 
den Grenzfallen die in (8) und (9) gezeigten 


He/zdraht 


R re We 


Paite Wand 


Fig.1. Verlauf der Funktionen. 
@) Zirkulationsstromung uz; 2 
Durchsatzstrémung “yp; (), (4) ra- 
diale Variation des longitudinalen 
Konzentrationsgradienten éc¢/6z— 
8c/éz; 6), © Integrand von J!?'; 
(@cjéz—@c/dz) uz; (7) Integrand 
von J}3): dc/Az- up; 8, @ Sum- 
me der Integrale J/?)+ Ji); 
40 Faktor T,/22rDT: fug dr fiir 
Integral (8). Oberer, 
—eme unterer Grenzwert. 


Summen J?) + //%, die einheitlich positiv bzw. negativ sind. Im Inte- 
gral (8) werden sie mit dem einheitlich positiven Faktor Kurve (10) 


multipliziert. 


Also haben wir gefunden: Wenn wir die Extremwerte fiir 0c/dz 
einsetzen, so wird der vom Durchsatz herriihrende Zuschlag zum Trans- 


1 Tatsdchlich bestatigt ein etwas kompliziertes, qualitativ durchgefiihrtes 
Iterationslésungsverfahren des gesamten Gleichungssystems einen solchen Verlauf. 
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port t nach (8) einmal positiv, einmal negativ. Dazwischen kénnen wir 
stets ein mittleres Oc/6z wahlen, bei dem der Zuschlag gerade verschwin- 
det. Mit anderen Worten: 

Im Rahmen der experimentell grundsdtzlich gegebenen Ungenauigkett 
gilt die ohne Durchsatz abgeleitete Gleichung zwischen Transport t und 
Konzentrationsgradient @c/éz [Gl. (3) in I] genau ebenso mit Durchsatz. 


Wenn wir noch einmal zuriickverfolgen, so ist evident, daB fiir 
unsere Uberlegung nur die beiden stets trivialerweise erfiillten Voraus- 
setzungen von Bedeutung waren: 


4. Der Schwerpunkt der Durchsatzstroémung liegt zwischen denen 
der aufwarts und der abwarts gerichteten Zirkulationsstromung. 

2. @c/@z zeigt als Funktion von 7 einen glatten Verlauf. 

Nachzutragen ist eine Abschatzung der GroBenordnung der grund- 
satzlichen Ungenauigkeit. Es ist die Konzentrationszunahme auf einer 
Trennrohrlange unsicher etwa um die radiale Konzentrationsdifferenz 
zwischen Aufwarts- und Abwartszirkulation. Die Temperaturdifferenz 
dazwischen liegt bei etwa 447. Die Gleichgewichtskonzentrations- 
differenz, die sich als deren Folge einstellen kénnte, wird durch das bei 
normalen Betriebszustainden erforderliche J, auf etwa die Halfte herab- 
gedriickt. So ergibt sich die Unsicherheit der Konzentrationszunahme zu: 


dc %0,2ac(1—c)AT/T. (10) 


Da im normalen Betrieb in Gl. (3) in I der zweite Summand der ge- 
schweiften Klammer etwa die Halfte des ersten betragt, entspricht dem 
dc von (10) eine Undefiniertheit der Trennrohrlange von 


dz S04aLl(& + 2E°) ATT, (11) 


die meistens nur wenige Zentimeter ausmacht. 

Die Undefiniertheit in c erreicht die maximal mégliche Anreicherung, 
wie man aus den Gln. (2), (3) und (41) von I entnehmen kann, wenn der 
Durchsatz etwa die Zirkulation erreicht. Bei Durchsitzen von dieser 
GréBe gehen also von selbst alle Aussagen in der Ungenauigkeit unter. 

Andererseits stellt die in I auf S. 394 angegebene Grenze Durch- 
satz = 1);) Zirkulation eine reichlich vorsichtige Abschatzung dar. 

Experimentell ist in der vorangehenden Arbeit bei Durchsatz etwa 
gleich !/, Zirkulation eine Verminderung der Trennwirkung auf die Halfte 
gemessen, und oberhalb ein vélliges Aussetzen der Trennung gefunden. 
Die Abweichung iibersteigt um einen Faktor 2 die Summe von Undefi- 
niertheit und MeBfehlern, Ist darin ein Widerspruch zur Theorie zu 
erblicken ? 

Nein, denn das reale Trennrohr hatte ja in je 25 cm Abstand die in 
der Theorie nicht vorgesehenen Dreibeine zur Drahtzentrierung. An 
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diesen Stellen wird durch die Warmeableitung die Zirkulation weit- 
gehend unterbrochen. Nehmen wir probeweise an, der Transport t 
muBte durch Diffusion diese Stellen iiberwinden! Bei dem geringen 
éc/éz bei MeBpunkt 8 (Fig. 4 auf S. 272) betrigt im gréBeren Teil des 
Rohres t fast ty¢(1—c). Die erreichte Anreicherung wird 0,8% zu klein 
gefunden. Aus dieser Konzentrationsdifferenz und dem rt errechnet man 
_ bei etwa 1 cm? Rohrquerschnitt einen Gesamtdiffusionsweg von 7 mm, 
d.h. gut 1mm pro Halterung. Das ist sehr wenig. Sicherlich hilft eine 
schwache durchgreifende Zirkulation der Diffusion nach. 

Dort, wo der gesamte Trenneffekt theoretisch nur noch 0,8% er- 
reichen sollte, muB die Trennung ganz aussetzen, in Ubereinstimmung 
mit dem Experiment. 

Aus allem mu8 man den SchluB ziehen, daB im Gegensatz zu Trenn- 
rohren ohne Durchsatz bei solchen mit Durchsatz die Zentrierungen des 
Heizdrahtes st6ren; um so mehr, je starker sie die Zirkulation unter- 
brechen. Zentrierungsscheiben werden deshalb ungiinstiger als Kreuze 
oder Dreibeine sein. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 280—294 (1954). 


Starkeffekt-Verbreiterung der Balmer-Linien 
bei grofen Elektronendichten. 


Von 
H. GRIEM*. 


Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 20. Dezember 1953.) 


Die Profile der von einem wasserstabilisierten Bogen mit groBer Elektronendichte 
emittierten BALMER-Linien wurden bei verschiedenen Stromstarken gemessen. Zur 
Deutung wird der EinfluB der Felder der Ionen und Elektronen theoretisch unter- 
sucht. Danach lassen sich theoretische Profile angeben, mit denen die gemessenen 
Linienprofile gut iibereinstimmen. Aus der Rechnung folgen Elektronendichten, 
die zwar kleiner, aber von derselben GréSenordnung sind wie die nach der HoLts- 
mARKschen Theorie berechneten. Die Asymmetrie der Hg-Linie und die Verschie- 
bung von H,, wurden gemessen und ebenfalls theoretisch gedeutet. 


A. Einleitung. 

Der von H. MAECKER?! beschriebene wasserstabilisierte Lichtbogen 
gestattet Messungen der Profile der BALMER-Linien bei groBen Dichten 
der Ladungstrager. Wegen der Homogenitat des Plasmas in der Nahe 
der Bogenachse lassen sich bei end on Beobachtung die gemessenen 
Profile direkt mit den berechneten vergleichen, falls die emittierende 
Schicht fiir diese Linien optisch diinn ist. G. JURGENS® hat kiirzlich 
Messungen von Linienprofilen und Intensitaten bei festgehaltener 
Stromstarke durchgefiihrt, um daraus Elektronendichte und Tem- 
peratur in der Entladung zu bestimmen und so das thermische Gleich- 
gewicht zu priifen. Im Gegensatz zu G. JURGENS soll hier tiber die 
Messung von Profilen der BALMER-Linien berichtet werden, wie sie bei 
moglichst groBer Variation der Stromstirke gewonnen wurden. Dabei 
sind auch die wohl von W. FINKELNBURG® zuerst gefundene Asymmetrie 
von H, sowie etwaige Linienverschiebungen in Abhangigkeit von der 
Stromstirke untersucht worden. 

Bei dem Versuch, die MeBergebnisse theoretisch zu interpretieren, 
stellt sich heraus, daB wegen der groBen Elektronendichten die Verhalt- 
nisse so kompliziert sind, daB eine exakte Theorie der Verbreiterung 
nicht gegeben werden kann. Hingegen laBt sich eine Abschatzung der 
zu erwartenden Effekte durchfiihren, die die experimentellen Resultate 


* Dissertation Kiel 1953. 

? MAECKER, H.: Z. Physik 129, 108 (1951). 

* JurcEns, G.: Z. Physik 134, 21 (1952). 

3 FINKELNBURG, W.: Z. Physik 70, 375 (1931). 
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verstandlich erscheinen laBt. Als eines der wichtigsten Resultate wird 
sich ergeben, daB die Berechnung der Elektronendichten aus den Linien- 
profilen nach dem bisher iiblichen Verfahren (HOLTSMARK) bei den 
groBen Elektronendichten, wie sie im Hochstrombogen vorliegen, nicht 
zu zuverlassigen Werten fiihrt. 


B. Experimenteller Teil. 
1. Versuchsanordnung. 


Als Lichtquelle diente ein wasserstabilisierter Rohrbogen mit einem 
Rohr von 1 cm lichter Weite und 6 cm Lange. Die Elektroden waren 
13 bis 14 mm starke Graphitstabe, durch deren 5,2 mm weite zentrische 
Durchbohrungen die Strahlung austreten konnte. Der Bogen brannte 
mit Stromstaérken von 15 bis 160 Amp. Die bendédtigten Maschinen- 
spannungen betrugen bei den kleinen Stromstarken bis zu 800 V, ver- 
haltnismaBig groBe Vorwiderstande gewahrleisteten ein stabiles Brennen 
des Bogens. * Zur Ziindung des Bogens wurde dann ein Teil des Vor- 
widerstandes voriibergehend kurzgeschlossen. Bei den mittleren Strom- 
starken reichte die Steuerung des Bogens durch Fernregelung der Ma- 
schinenspannung aus. Zur Erreichung der groBen Stromstarken wurde 
dem Ziindvorwiderstand ein wesentlich kleinerer Widerstand parallel 
geschaltet, nachdem die Ziindung erfolgt war. Der Elektrodenabbrand, 
besonders der Anode, war bei Stromstarken von 150 Amp schon ‘so 
stark, daB dadurch die Brenndauer auf 30 sec begrenzt wurde, was bei 
der Kiirze der Belichtungszeiten aber wenig storte. 

Als Strahlungsnormal diente die vom Anodenkrater eines zwischen 
reinen Graphitelektroden! brennenden Gleichstrombogens ausgehende 
Strahlung. Ein Eisenbogen erzeugte die Wellenlangenvergleichs- 
spektren. Die Anordnung der drei Bégen auf einer optischen Bank war 
so getroffen, daB der Kohlebogen auf den wasserstabilisierten Bogen, 
dieser auf den Eisenbogen und dieser auf den Spalt des Spektrographen 
abgebildet wurde. Dadurch wurde erreicht, da8 wahrend der Messung 
die Justierung erhalten blieb. Der Eisenbogen stérte den Strahlengang 
nicht, vor der Aufnahme des Kohlebogens brauchten nur die Elektroden 
des wasserstabilisierten Bogens entfernt zu werden. 

Zuerst wurde die H,-Linie mit einem RowWLAND-Plangitter? in Auto- 
kollimation (Linse { = 200 cm) in der zweiten Ordnung aufgenommen, 
dann H,, H, und H, mit einem Dreiprismenglasspektrographen*. Die 
Apparatefunktionen dieser Spektrographen hatten kcinen EinfluB auf 
die Linienprofile. 

“4 Das Elektrodenmaterial lieferte die Firma Ringsdorff, Mehlem a. Rh. 


2 Gesamtstrichzahl 56800, Gitterkonstante 568 mm™. 
3 Fiir die Bereitstellung des Spektrographen dankt Verfasser der Deutschen 


Forschungsgemeinschaft. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 19 
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2. Aufnahmetechntk. 


Nach einigen Vorversuchen erwiesen sich die Hauff-Analo-Flavin- 
16/10-Feinkornplatten als gut geeignet. Sie wurden in Ultrafin-SF- 
Feinkornentwickler entwickelt. Die erzielte Feinkérnigkeit war bei der 
groBen linearen Dispersion und den groBen Linienbreiten vollkommen 
ausreichend. Schwarzungsmarken wurden mit Hilfe eines vor den 
Spektrographenspalt gesetzten Platinstufenfilters hergestellt. Danach 
wurde zur Priifung der GleichmaBigkeit der Ausleuchtung des Spaltes 
das Spektrum des Kohlebogens ohne das Platinstufenfilter aufgenom- 
men. Da es bei diesen Aufnahmen nicht auf die Ausnutzung des Auf- 
losungsvermégens ankommt, wurde der Spalt hierbei so erweitert, daB 
die Belichtungszeiten denen fiir das Spektrum des wasserstabilisierten 
Bogens glichen. Dann folgte die Aufnmahme des wasserstabilisierten 
Bogens end on. Im allgemeinen geniigten fiir eine Linie jeweils zwei 
Aufnahmen mit verschiedenen Belichtungszeiten, um den in Frage 
kommenden Intensitatsbereich zu erfassen. Die Intensitatsverhaltnisse 
waren so, daB die gréBere Belichtungszeit der einen Linie als kleinere 
Belichtungszeit fiir die nachst héhere Linie geeignet war, so daB fiir eine 
Messung der drei Linien H,, H,, und H, also vier Belichtungen ausreichten. 


3. Messung der Linienprofile. 


In Abhangigkeit von der Bogenstromstarke wurden die Profile, d.h. 
der Verlauf der auf das Wellenlangenintervall bezogenen Intensitat mit 
der Wellenlange, der end on emittierten Linien H;, H, und H, vermessen, 
wobei die Schwarzungen der photographischen Platte in iiblicher Weise 
auf Intensitaten umgerechnet wurden!. Die genannten Linien kommen 
im Gegensatz zu H, nach G. JURGENs (l.c.) aus optisch diinner 
Schicht. Die Profile haben qualitativ den bekannten Verlauf: H, zeigt 
deutlich die bekannte Intensitaétsabnahme in der Linienmitte, ii, be- 
sitzt hier ein Maximum und ebenso Hg, allerdings ist dieses sehr wenig 
ausgepragt. 

Bei H, ist das aus optisch diinner und homogener Schicht emittierte 
Profil dem Experiment leider nicht zuganglich, jedenfalls nicht bei den 
hier vorliegenden Temperaturen von etwa 12000° K und Elektronen- 
dichten von 10!® bis 10!? Elektronen im Kubikzentimeter. Die optische 
Schichtdicke darf namlich nicht durch bloBe Verkleinerung der Bogen- 
lange herabgesetzt werden, da hierdurch das als homogen anzusehende 
Gebiet zu sehr beschrinkt werden wiirde. Eventuell kénnte man wie 
G. JURGENs (1. c.) side on Aufnahmen machen und die Querverteilung 
beriicksichtigen. Da jedoch das beobachtbare Profil von der Art der 


* Das fiir das Registrierphotometer bendtigte Spezialregistrierpapier lieferte 
in dankenswerter Weise die photochemische Fabrik Roland Risse in Flérsheim a.M. 
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Querverteilung stark abhangt, lassen sich Vergleiche mit der Theorie 
nur mit geringerer Genauigkeit ziehen, so daB von Messungen der Linie 
H,, abgesehen wurde. 


4. Messung der Asymmetrie von H B 

Als Ma8 fiir die Asymmetrie wurde die Differenz der auf die Wellen- 
langeneinheit bezogenen Maximalintensitaiten beider Linienfliigel, divi- 
diert durch das Mittel dieser Maximalintensititen, gewahlt. Diese GréBe 
wurde in Abhangigkeit von der Halbwertsbreite gemessen. Dabei war 
es erforderlich, alle wellenlangenabhingigen GréBen bei der Messung 
relativer Intensitéten besonders sorgfaltig zu beriicksichtigen. Da 
Schwarzungsmarken fiir alle Wellenlangen vorhanden waren, konnten 
die Schwarzungskurven fiir 4 bis 5 Wellenlangen im Bereich der H g-Linie 
ermittelt werden, wobei auch die Variation der Intensitat des Normal- 
strahlers mit der Wellenlange und als kleine Korrektur schlieBlich auch 
die Wellenlangenabhangigkeit der Durchlassigkeiten der einzelnen 
Stufen des Platinstufenfilters selbst im Bereich einer Linie in Betracht 
gezogen werden muSten. Der Abstand der Maxima lag in der GréBen- 
ordnung von 10 A. Es ergab sich, daB die Asymmetrie etwa linear mit 
der Halbwertsbreite anwachst. Bei einer Halbwertsbreite von 50 A war 
die Intensitat des Maximums des blauen Fliigels ungefahr um 5 % gréBer 
als die des Maximums des roten Linienfliigels. 

Eine Messung der Asymmetrie der iibrigen Linien erschien wenig 
aussichtsreich. Diese Linien besitzen keine so ausgezeichneten symme- 
trisch zur Linienmitte gelegenen Stellen wie die Maxima von Hg, bei 
denen ein kleiner Fehler in der Messung der Wellenlange praktisch keinen 
Fehler in der Intensitat hervorruft. 


5. Messung der Verschiebung von H,. 


Unter der Verschiebung von H, wurde die Differenz der Wellen- 
langen des experimentell festgestellten Intensitatsmaximums der ver- 
breiterten Linie und der ungestérten Linie verstanden. Die Lage des 
Maximums wurde mit dem Schnellphotometer II von Zeiss? durch 
Interpolation zwischen benachbarten Eisenlinien ermittelt. Da das Ma- 
ximum wenig ausgepragt ist, sind diese Messungen verhaltnismaBig un- 
genau. Erst bei gréBeren Stromstarken ergab sich eine meBbare Rot- 
verschiebung, bei 75 Amp z.B. 0,5 bis 1,2 A. 

Eine etwaige Verschiebung des Linienschwerpunktes lieB sich wegen 
der groBen Linienbreite weder bei H, noch bei den héheren BALMER- 
Linien sicherstellen, ebensowenig eine Verschiebung des Intensitats- 
maximums von H, oder des mittleren Minimums von H,. 


1 Auch fiir die Uberlassung des Schnellphotometers sei der Deutschen For- 
schungsgemeinschaft besonderer Dank ausgesprochen. 
19* 
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C. Theoretischer Teil. 
1. Linienprofile. 

In drei Arbeiten hat L. Spitzer! die Theorie der unter dem EinfluB 
von Ionen und Elektronen emittierten Wasserstofflinienprofile in voller 
Allgemeinheit entwickelt, so daB statistische Theorie (HOLTSMARK) und 
StoBdampfungstheorie (LORENZ-WEIsSKOPF) in ihr enthalten sind. Er 
beriicksichtigt die nichtadiabatisch verlaufenden Stérungen und in der 
dritten Arbeit auch den Rotationseffekt. Wirklich durchgerechnet hat 
er die Theorie jedoch nur fiir den einfachsten Fall, die LyMAN-«-Linie®. 
AuBerdem setzt er unter Anpassung an astrophysikalische Verhaltnisse 
voraus, daB nur binare St6Be wesentlich sind, was jedoch fiir die Hoch- 
leistungslichtbégen nicht mehr zutrifft. 

Fiir eine Abschatzung ist es erlaubt, die Linienverbreiterung, die 
allein durch die Elektronen (Anzahl pro cm* /V =.) bewirkt wiirde, 
nach der alten adiabatisch und nur mit einem Stérteilchen zur Zeit 
rechnenden und den Rotationseffekt vernachlassigenden Theorie zu be- 
rechnen, Denn einmal sind nur die St6Be wesentlich, deren StoBpara- 
meter nicht viel gréBer sind als der LoRENTZ-WEISSKOPFsche Radius, 
der, wie spater gezeigt wird, hier immer kleiner ist als der mittlere Ab- 
stand der Elektronen, solange getrennte Linien vorhanden sind. Zum 
anderen kompensieren nach L. Spitzer (1. c. 58) Nichtadiabasie und 
Rotationseffekt einander weitgehend. So erhalt A. UNsOLD® nach 
E. LINDHOLM fiir eine Linie, die durch das Feld F um Av=A-A,-F 
verschoben wird (My im Frequenzma8), ein Dispersionsprofil mit der 
Halbwertsbreite y, (im KreisfrequenzmaB) : 


2 \ 


(0,923 — Iny, + wt sped (1) 


Sab AtAze 


Ue 


n 


Darin ist A nach der SCHWARZSCHILD-EpsTEINschen Formel* A = 
3+h/8-a?-m-e oder A=5,75 - 108 [sec/CGS-Feldeinheit] mit h = 
} Spitzer, L.: Phys. Rev. 55, 699 (1939); 56, 39 (1939); 58, 348 (1940). 

* Das Resultat scheint allerdings falsch zu sein. Denn es wird (Phys, Rev. 58, 
356, Abschn. 4, 2. Abs) die Lésung der Gl. (46) aus Phys. Rev. 55 verwandt. Diese 
ware richtig, wenn die Gl. (39) der zuletzt zitierten Arbeit gelten wiirde. Hier 
mtBte aber y,-r(t) statt v,- R stehen. Die Zeitabhangigkeit ist also anders, man 
erhalt kein Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten. Damit ist 
auch das wenig plausible Ergebnis hinfallig, da8 der Betrag der Wahrscheinlich- 
keitsamplituden durch die StéBe gar nicht gedindert wird. Nicht einmal fiir die 
LYMAN-«-Linie konnte also das Problem wirklich gelést werden. Der Versuch, 
eine Lésung fiir die héheren Linien zu suchen, ist ziemlich aussichtslos, da die Zahl 
der beteiligten Eigenfunktionen mit dem Quadrat der Hauptquantenzahl wachst. 

* UNsOLD, A.: Vjschr. astron, Ges. 78, 348 (1940). (Dem dortigen C entspricht 
hier 4+ A, +e, dem »,, hier 7, .) 

* SoMMERFELD, A.: Atombau und Spektrallinien, S. 351. Bd. IT. Braunschweig 
1939. 
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6,626 - 10-7, m = 9,108 - 10-28 und e = 4,803 - 107 CGS-Einheiten. 
A,, ist der Aufspaltungsfaktor der Linie, e die Elementarladung, v, die 
saiitleth Geschwindigkeit der Elektronen und »,, die Phasenstérung, die 
durch ein im Abstand 9,, vorbeifliegendes Elektron hervorgerufen wird: 
7) a72 > 
Xn = ae , (2) 
Dadurch, daB man o,, gleich dem mittleren Abstand der Elektronen 
setzt, der von der GréBenordnung N~3 ist, und eroBere Abstande nicht 
mehr beriicksichtigt, wird der Abschirmung der Felder derjenigen Elek- 
tronen durch Ionen Rechnung getragen, die in gréBeren Abstanden am 
Atom vorbeifliegen. Die DEByE-Linge ist wegen der hohen Temperaturen 
zwar um mehr als eine Gréenordnung gréBer als o,,, aber die in so 
groBen Abstanden erfolgenden StéBe werden immer gleichzeitig mit 
naheren St6Ben stattfinden, die das Stérfeld praktisch allein bestimmen, 
so daB auch deswegen die auBerhalb o,, erfolgenden StéBe vernach- 
lassigt werden kénnen. Aus (2) wird so: 

2 . 
aA An ? ni. (3) 
Fur jede Linie wird etwas willkiirlich ein mittlerer Aufspaltungsfaktor 
angenommen: 


ni. = 
Tn U, 


A,=tn(n —1) (4) 


n soll die Hauptquantenzahl des oberen Niveaus dieser Linie sein, 
A,, ist also halb so groB wie der gréBte Aufspaltungsfaktor des oberen 
Niveaus der Linie. 

Nun gibt y, die Zahl der verbreiternden Elektronenst68e in der 
Sekunde, 1/y, ist also die mittlere Zeit zwischen zwei wirksamen Elek- 
tronenstoBen. Andererseits ist die Zeit fiir den Voriibergang eines Jons 
von der GréBenordnung o0,,/v;, wenn v; die mittlere Geschwindigkeit der 
Ionen und 9,, ihr mittlerer Abstand ist. Das Ionenfeld bleibt zwischen 
zwei wirksamen Elektronenst6Ben praktisch konstant, wenn die folgende 
Bedingung erfiillt ist: 


‘Ge: (5) 
e 


Fiir die Elektronendichten N,, bei denen gerade ein ElektronenstoB 
wahrend des Voriiberganges eines Ions stattfindet, in (5) also das Gleich- 
heitszeichen gilt, folgt mit 9,,—=N~* aus (1) und (4): 
pee Ne aoe Gee Gi ox, 
N= (Jes (n (n — 1) |/0,923 —Inn, + Att Neses . : (0) 
222? Ae 24 } 

Fiir v; ist hier die mittlere Geschwindigkeit der Protonen und fir v, 
die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen bei 12000° K zu setzen. 
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Da »,, nach (3) von der Elektronendichte abhangt, mitissen die N,, aus (6) 
durch sukzessive Approximation bestimmt werden. Die Elektronen- 
dichten N* , bei denen der mittlere Abstand der Elektronen gerade genau 
so groB ist wie der LorENTz-WeEIsskoprFsche Radius fiir die Elektronen- 
stoBe, erhalt man aus (3), indem man 7», gleich 1 setzt. Mit (1), (3) und 
(4) lassen sich die y,, berechnen. Dabei kann fiir N in (3) der in der Mitte 
des hier untersuchten Bereiches liegende Wert N =5 - 10'®cm™* an- 
genommen werden. Die y, werden auf den WellenlangenmaBstab um- 
gerechnet. AJ, soll die halbe ElektronenstoBhalbwertsbreite in A be- 
deuten. Die erhaltenen Werte sind in Tabelle 1 zusammengestellt. 


Tabelle 1. Charakteristische Elektronendichten, ElektronenstoB-Dampfungskonstanten 
und -Halbwertsbreiten der ersten sechs BALMER-Linien. 


| Nn (em-?) Np [cm-*] yn (sec) A dn [A] 
ey | 1,3, 10% 5,0- 1019 8,9-10-5-N 1,0°10-18-N 
Hg 16° 10" o2 30" 2,7° 10-4: N 1;7< 10" 
Hy 3,6° 103 1,500 6,0:10-4-N 3,0> 10-18» N 
Hs 11> 107 3,9° 1017 1,1-10-°-N 4,8- 10-16. N 
H, 3,8 + 10%? 15°70" £.7°10°%*N 7.1°10-%-N 
H; 4,6°10% 64-19 2,4-10-3-N 9.6°10-1%§-N 


Der EinfluB der Elektronen ist nach dieser Tabelle zu beriicksichtigen, wenn 
die Elektronenkonzentration N in der Lichtquelle N,, wesentlich tberschreitet; 
andererseits darf N nicht N* erreichen, da dann Mehrfachst6Be der Elektronen 
haufiger werden. Bei MehrfachelektronenstéB8en wird die Stérung relativ geringer, 
da die Phasenstérung, die von zwei Elektronen herriihrt, nur als eine zu zahlen ist. 


Wahrend man es in der Astrophysik, wo man sich wegen der groBen 
Schichtdicken nur fiir die Linienfliigel interessiert, mit kleineren Elek- 
tronendichten zu tun hat, werden die N, bei den hier herrschenden 
Elektronendichten wesentlich iiberschritten. Wahrend des Voriiber- 
ganges eines Ions erfolgen also mehrere ElektronenstéBe. In der stati- 
stischen Theorie bereitet die Beriicksichtigung mehrerer gleichzeitig 
wirkender Stérteilchen keine Schwierigkeit, aber fiir die schnellen Elek- 
tronen gilt diese Theorie nicht. Andererseits sieht man, daB die durch 
die Elektronen allein bewirkten Verbreiterungen hier durchaus nicht 
mehr vernachlassigt werden kénnen, was nach L. Spitzer (1. c. 56) im 
Giltigkeitsbereich seiner Theorie, also bei kleinen Elektronendichten, 
erlaubt ist. 

Unter dem EinfluB eines Stérfeldes, das eine sehr langsam und eine 
sehr schnell veranderliche Komponente enthalt, wiirde folgendes Profil 
entstehen: die Atome emittieren in jedem Augenblick Profile, deren 
Verbreiterung nur durch die schnell veranderliche Komponente bewirkt 
wird, die aber jeweils um einen dem augenblicklichen Wert der langsam 
veranderlichen Komponente entsprechenden Betrag verschoben sind. 


<< 
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Bei der Beobachtung liber langere Zeiten erhalt man das Integral iiber 
diese Profile mit den Wahrscheinlichkeiten fiir das Herrschen der ent- 


sprechenden Werte der langsam veranderlichen Feldkomponente als 
Gewichtsfunktion. 


Dieser Operation entspricht hier die Uberlagerung des die Wirkung 
der Ionen beriicksichtigenden statistischen Profils mit dem Elektronen- 


_stoBprofil. Deshalb wird fiir das beobachtbare Profil folgender Ansatz 
gemacht: 


J = AAn - Sno = ot 1S Ady 
_ xz (Aaj®+ (Ad)? ° ak 


Ji, ist die relative, auf das Wellenlangenintervall bezogene Intensitat 
im Abstand 4A von der ungestérten Linie, J, die relative Gesamtinten- 


sitat der Mittelkomponente und > es (ZF) das HoLTsMARKsche von 
0 0 


S. VERWEY! und P. SCHMALJOHANN®? berechnete statistische Profil, das 
nur die Seitenkomponenten beriicksichtigt. Die sog. Normalfeldstarke 
ist definiert durch: 


F, = 2,61 eNi (8) 


Aj,, schlieBlich ist die halbe Halbwertsbreite der ElektronenstoBprofile, 
fir die naherungsweise der oben berechnete Mittelwert angenommen 
werden soll. Der zweifellos vorhandenen Nichtadiabasie der Elektronen- 
_ st6Be wird dadurch Rechnung getragen, daB fiir alle Komponenten einer 
Linie, die im nichtadiabatischen Fall gar nicht voneinander zu unter- 
scheiden sind, dasselbe ElektronenstoBprofil verwendet wird, auch fiir 
die Mittelkomponente. Die Vernachlaéssigung von MehrfachstéBen der 
Elektronen ist erlaubt, solange die Elektronendichten wesentlich kleiner 
- sind als die N,*,, die so groB sind, daB bei solchen Elektronendichten die 
betreffenden Linien bereits miteinander verschmelzen. 

DaB die Anwendung des stark schematisierten Modells zur Herleitung 
der Gl. (7) hier sinnvoll ist, mége durch folgendes Gedankenexperiment 
gezeigt werden: Man mache eine Aufnahme des Spektrums mit einer 
auBerst kurzen Belichtungszeit, die von der Ordnung g@,,/v; ist. Dann 
ist nach der Unschirferelation eine Messung des Linienprofils méglich 
bis auf einen Fehler der GréBe von v,/0,, Kreisfrequenzeinheiten. Bei 
den hier vorliegenden Elektronendichten ist die Halbwertsbreite y, der 
ElektronenstoBprofile aber wesentlich gréBer als v,/0,,, wie eben gezeigt 
wurde. Die ElektronenstoBprofile sind also im Prinzip bei praktisch 


1 VERWEY, S.: Diss. Amsterdam 1936. 
2 SCHMALJOHANN, P.: Staatsexamensarbeit Kiel 1936, nicht verdffentlicht. 
(Siehe bei A. Unséip, Physik der Sternatmosphdren. Berlin 1938.) 
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festgehaltener Ionenfeldstarke meBbar, ihre Uberlagerung zum itiber 
langere Zeiten beobachtbaren Profil also erlaubt. 

Da die Berechnung der y, und damit auch der A 4, hier nur in theo- 
retisch sehr unbefriedigender Weise erfolgen kann, ist es angebracht, 
mit einem méglichen Fehler der Abschatzung zu rechnen, der dem durch 
diese A/, ausgedriickten Anteil der Elektronen zur Linienverbreiterung 
entspricht. 

Wenn man die Elektronendichten durch Vergleich mit den HoLts- 
MARK-Profilen bestimmt, ist zu erwarten, daB man bei groBen Elektronen- 
dichten, bei denen der Beitrag der Elektronen zur Linienverbreiterung 
wesentlich wird, aus den Profilen der héheren Linien gréfere Werte der 
Elektronendichte erhalt als aus den der niederen Linien. Denn die 
ElektronenstoBverbreiterung wachst mit steigender Elektronendichte 
starker an als die statistische Verbreiterung durch die Ionen und wird 
bei den hoheren Linien schon bei kleineren Elektronendichten wesentlich 
als bei den niederen. 

Dieser Effekt wird sicher merklich, wenn die ElektronenstoBhalb- 
wertsbreite y,, den Wert der Halbwertsbreite J}, des statistischen Profils 
erreicht, wenn also gilt: 


vn=T,. (9) 
Fir J’, kann abschatzungsweise gesetzt werden: 
I,,=42AA,f,. (10) 


Darin soll F, die Feldstarke sein, deren Auftreten halb so wahrscheinlich 
ist wie das der wahrscheinlichsten Feldstarke. Der Faktor 4 2 ist durch 
die Umrechnung auf den KreisfrequenzmaBstab bedingt. Die iibrigen 
Faktoren geben die Frequenzverstimmung, die die Linie im Mittel durch 
das Feld F, erleidet. Fir F, gilt nach P. SCHMALJOHANN (I. c.): 


F,=7,8¢ Ni}. (11) 


Fiir die Elektronendichte Ny, bei der (9) erfiillt ist, folgt aus (1), (4), 
(10) und (14): 


N; = | 7,8 Ue y (x(n — 1) (0,923 —Inn, + ~ mia 1 ee (12) 


mAe 


Die Werte, die sich mit (3) aus (12) ergeben, stehen in Tabelle 2. 


Tabelle 2. Elektronendichten, bei denen der EinfluB der Elektronen 
dem der Ionen gleichkommt. 


| | | 
Ny, [cm-8]: | 54-1018 | 67-4027 | 4,4- 4017 | 4,3- 1018 1,6°1018 | 66+ 1015 


— 
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Wahrscheinlich wird der erwahnte Effekt bereits bei etwas kleineren 
Elektronendichten merklich, bei denen die verbreiternde Wirkung der 
Ionen noch iiberwiegt, der EinfluB der Elektronen aber doch schon 
betrachtlich ist, jedoch sicher nicht unter astrophysikalischen Verhilt- 
nissen, wo die Elektronendichten kaum den Wert von N = 105 cm-3 
erreichen. 

2. Asymmetrie von Hz. 

Die Asymmetrie der H,-Linie kann nicht auf die Schwachung des 
roten Linienfliigels durch die friihere Praionisation der entsprechenden 
Anregungszustande zuriickgefiihrt werden, da diese sich bei H g erst bei 
Feldstarken iiber 1,4 MV/cm auswirkt, wie man aus STARK-Effektauf- 
nahmen von H. RaAuscuH v. TRAUBENBERG! und durch Extrapolation der 
von C. Lanczos? fiir H,, Hs, H, und H,., berechneten kritischen Feld- 
starken schlieBen kann. Damit wiirde dieser Effekt selbst bei Elektronen- 
dichten von NV = 10!7 cm~’ erst in den auBersten Linienfliigeln merklich, 
denen nach der statistischen Theorie die groBen Feldstarken entsprechen. 

Hier soll durch eine Fortfiihrung der statistischen Theorie eine Deu- 
tung der Asymmetrie von H, versucht werden. Die Zahl dZ der unter 
dem EinfluB8 eines Feldes zwischen F und fF + dF stehenden Atome ist 
bis auf einen Proportionalitatsfaktor: 


aZ=W(F)|F |. (13) 


Darin ist x w(z) die HottsMaArRKsche Feldstarkenverteilungsfunktion 


mit der Normalfeldstirke F,, die durch (8) eingefiihrt wurde. Die Zahl 
der im Wethen Mingentatery all AA bis 42+ d(AA) strahlenden Atome ist 


proportional san 24 2). Man erhalt also fiir die auf das Wellen- 


langenintervall bezogene relative Intensitat J;: 
Vp =)! W 1 
h= PE) BOW a) 


yy ist die Frequenz der ungestorten Linie, »,(f) die Frequenz der k-ten 
Komponente im Felde F. Der erste Faktor tragt also der Tatsache 
Rechnung, daB die Intensitat mit der vierten Potenz der Frequenz 
wachst. J,(F) ist das Dipolmomentquadrat der k-ten Komponente im 
Felde F. Die iibrigen Faktoren ergeben die Zahl der strahlenden Atome 
pro Wellenlangenintervall. Es ist iiber die zu einer Linie gehorenden 
Komponenten zu summieren. Die unterschiedlichen Anregungsenergien 
brauchen nicht beriicksichtigt zu werden, weil wahrend der Abklingzeit 


adF 


Uda) (14) 


1 Rauscu v. TRAUBENBERG, H.: Naturwiss. 18, 417 (1930). 
2 Lanczos, C.: Z. Physik 68, 204 (1931). 
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auch das Ionenfeld haufig wechselt. Nun werden folgende Naherungs- 
formeln benutzt: 


,@Q=hkh+hFt+-::: 
2 
»(F) =» +4,4F —-OBF?+---=— cAh , ¢(Ad) 


ee 


Die J} wurden aus den von T. Gustavson! berechneten und von N. RyDE? 
experimentell gepriiften Dipolmomentquadraten fiir Feldstarken von 
250 und 500 kV/cm bestimmt. Es ist zu beachten, daB die J,(F) der 
senkrecht polarisierten Komponenten mit doppeltem Gewicht zu nehmen 
sind, worauf zuerst S. VERWEY (I. c.) hingewiesen hat. Die Konstanten A 
und B sind aus der wellenmechanischen St6rungstheorie bekannt. A ist 
bereits im vorigen Abschnitt berechnet. Fiir B erhalten G. WENTZEL® 
und J. WALLER? B= /h5/(2 26m e6) = 1,4 (sec4/(CGS-Feldeinheit)?]. 
Dieselben Autoren geben den Aufspaltungsfaktor des quadratischen 
STARK-Effektes an. Dieser kann in ausreichender Naherung durch 
L] =17-n® ersetzt werden, wenn » die Hauptquantenzahl des oberen 
Zustandes ist, da der vom unteren Niveau der Linie herriihrende Anteil 
und die die parabolischen und magnetischen Quantenzahlen enthaltenden 
Glieder vernachlassigt werden kénnen. c ist die Lichtgeschwindigkeit, 
A, die Wellenlange der ungestérten Linie. Mit den obigen Naherungs- 
formeln folgt in konsequenter Naherung aus (14): 


te fais ata 
i= Fy Ste) + BR)” (15) 
S (=) ist das bekannte statistische Profil: 
0 
Ae ae ae ee 
Zi a ~ Li TaaR Wta,4aek)* (16) 


Fir v (4) ergibt sich: 


0 


v(44)=> cJe ( c , OBE )(42}har-( cAa ) 


FE | _ [4,| 42 [\ A, Aad * ARAB) A,pA BF 
—(. cle Pan. 420 Be (4) w/ cAd (17) 
Apa ye * dy a at 22) ; FE) esr ; 


Die Werte der Funktion W wurden von P. SCHMALJOHANN (l. c.) tiber- 
nommen, W’, die Ableitung nach ihrem Argument, graphisch ermittelt. 

Es zeigt sich, daB die Funktion V eine ungerade Funktion ist. Fiir 
die relative Asymmetrie zweier entsprechender Stellen, d.h. fiir die 


1 Gustavson, T.: Z. Physik 106, 709 (1937). 
* RyveE, N.: Z. Physik I11, 683 (1939). 

° WENTZEL, G.: Z. Physik 38, 518 (1927). 

* WaLteER, J.: Z. Physik 38, 635 (1927). 
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Differenz der relativen Intensitaten einer Stelle des blauen Linienfliigels 
und der entsprechenden Stelle des roten Fliigels 


A =2(h,(—4)— ,(4+ 4a) ((—44 + (+42) 


erhalt man also: (5 2) 
F, 
A=-2-F— RL, (18) 
(F) 


Fur die Maxima von Hy, also nach der statistischen Theorie fiir A A/F, = 
0,032 [A/CGS-Feldeinheit], ergibt die Rechnung: 
A =+41,7-10-*K. (18a) 
Fir die Halbwertsbreite/ (in A) der H,-Linie liefert die statistische 
Theorie, wie aus den von P. SCHMALJOHANN (1. c.) berechneten Profilen 
zu ersehen ist: 
L=0,15 F,. (19) 
Damit folgt aus (18a): 
A =1,1-407* 2. (18b) 


Drei Effekte bewirken eindeutig eine Schwachung des roten Linien- 
fliigels: Der quadratische STARK-Effekt verstarkt hier die bereits durch 
den linearen STARK-Effekt verursachte Verteilung der Intensitaét auf 
einen gréBeren Wellenlangenbereich, wahrend er auf dem blauen Fliigel 
dem linearen STARK-Effekt entgegengesetzt ist. Die Abhangigkeit der 
Intensitat von der vierten Potenz der Frequenz ergibt eine weitere 
Schwachung des roten, kleineren Frequenzen entsprechenden Linien- 
fliigels. SchlieBlich wirkt die Verzerrung des Profils durch die Trans- 
formation vom FrequenzmaBstab auf den WellenlangenmaBstab im selben 
Sinne. Die Dipolmomentquadrate sind dagegen teils fiir die roten, teils 
fiir die blauen Komponenten gréBer. Bei der Rechnung zeigt sich, daB 
alle vier Effekte von der gleichen GréBenordnung sind. 


3. Verschiebung von H,. 


Da der lineare STARK-Effekt nur eine zur urspriinglichen Linie sym- 
metrische Aufspaltung bewirkt, kann eine Verschiebung nur durch den 
quadratischen STARK-Effekt erfolgen, gegen den die fiir die Lage des 
Intensitatsmaximums wesentliche Mittelkomponente allein empfindlich 
ist. So erhalt A. UNSOLD (I. c.) nach E. LinpHowM fiir die Verschiebung 
des Maximums einer Linie durch den quadratischen STARK-Effekt in 
Kreisfrequenzeinheiten : 

B= 33,4BiDiciuiN. (20) 


Setzt man fiir B- (J) den im vorigen Abschnitt angegebenen Wert und 
fiir v den Betrag der mittleren Geschwindigkeit der Elektronen bei 
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12000° K in (20) ein und rechnet schlieBlich noch auf den Wellenlangen - 
maBstab um, so bekommt man fiir die voraussichtliche Verschiebung 4 As 
des Maximums von /, in A: 

Ad, = 2,5-10717-N. (21) 
Hier ist die adiabatische Rechnung besonders fragwiirdig und ebenso 
die Rechnung mit EinfachstéBen, da es bei der Verschiebung auf die 
entfernteren Stérteilchen ankommt, so daB (21) nur als Abschatzung 
aufgefaBt werden darf. 


D. Vergleich der Ergebnisse. 
1. Linienprofile. 

Die Linienprofile lassen sich im gesamten der Messung zuganglichen 
Bereich gut durch die im theoretischen Teil angegebenen Profile dar- 
stellen. Die Elektronendichte wurde jeweils so bestimmt, daB die ge- 
messenen und berechneten Profile der H,-Linie méglichst gut tiberein- 
stimmten. Dann wurden mit der so gewonnenen Elektronendichte die 
Profile von H, und H, berechnet und mit den gemessenen verglichen. 
Dabei waren trotz Variation der Elektronendichte von N = 10'* bis 
N =10!? [cm7~3] keine systematischen Abweichungen bean = In 
Fig. 1—3 sind z. B. die fiir eine Elektronendichte von N = 5,5 - 106 [cm~3} 
berechneten und die bei einer Stromstarke von 75 Ree gemessenen 
Profile von Hz, H, und H; wiedergegeben. G. JURGENs (I. c.) hat seine 
Messungen bei 50 Amp durchgefiihrt, wegen des von ihm verwendeten 
Quarzrohrs mit einer lichten Weite von 0,8 cm also bei fast derselben 
Stromdichte und damit unter vergleichbaren Verhaltnissen. Er erhielt 
durch Vergleich der side on gemessenen Profile der Linien H,, Hz und H, 
mit den HoLTsMARK-Profilen unter Beriicksichtigung der Querverteilung 
Elektronendichten von etwa N =8 - 10'® (cm7$}. 


2. Asymmetric von Hz. 

In Fig. 4 ist das Ergebnis der Messungen der Asymmetrie von H, 
zusammengestellt, d.h., die Differenz der Maximalintensitat des blauen 
Linienfliigels J, und der des roten Fliigels J,, bezogen auf das Mittel 
dieser beiden Intensitaten, also die GréBe 2 (J, — J,)/(J, + J,). Die Mek- 
werte dieser GréBe sind gegen die Halbwertsbreite der jeweiligen H,- 
Linie aufgetragen. Die ausgezogene Gerade entspricht den nach aa 
verfeinerten statistischen Theorie zu erwartenden Werten. In Anbe- 
tracht der Genauigkeit von Theorie und Experiment ist die Uberein- 
stimmung durchaus befriedigend. 


3. Verschiebung von H,,. 
Bei Elektronendichten von N=5,5 + 10'% cm~$ ergibt die Abschat- 
zungsformel (18) eine Verschiebung des Maximums von H, um 1,4 A, 
wihrend Rotverschiebungen von 0,5 bis 1,4 A gemessen ‘wurden bei 
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Fig. 1—3. Profile der Linien Hg, Hy und Hg. Ausgezogen: Berechnetes Profil; MeBpunkte: experimentelle 
Werte, (Bei Hy und Hg ist nur der rote Linienfliigel gezeichnet, der bei Hg bereits von Hy gestért wird.) 
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Fig. 4. Asymmetrie der Linie Hg in Abhangigkeit von der Halbwertsbreite. 


Stromstirken von 75 Amp, denen diese Elektronendichte entspricht. 
Hier sind von der theoretischen und experimentellen Seite nur Abschat- 
zungen der GréBenordnung méglich. 


E. SchluBbetrachtung. 
Trotz der guten Ubereinstimmung der experimentellen und theoreti- 
schen Ergebnisse darf nicht iibersehen werden, daB die aus den Linien- 
profilen ermittelten Elektronendichten wegen der Unsicherheit der 
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Theorie erheblich fehlerhafter sein kénnen, als es den MeBfehlern ent- 
spricht. Zwar passen nach G. JURGENs (I. c.) die durch Vergleich mit 
der statistischen Theorie berechneten Elektronendichten am besten zu 
denen, die man nach der SAHA-Gleichung aus den Anregungstempera- 
turen bekommt. In der statistischen Theorie werden aber nur die Jonen 
beriicksichtigt, die hier durchaus nicht mehr zu vernachlassigenden 
Elektronen bewirken jedoch auf jeden Fall eine zusatzliche Verbreite- 
rung. Bei gegebener Linienbreite erhalt man bei Beriicksichtigung der 
Elektronenfelder kleinere Elektronendichten, hier um 30% kleinere, als 
nach der statistischen Theorie zu erwarten waren. G. JURGENS (I. c.) 
hat bei der Anwendung der SAHA-Gleichung die Herabsetzung der 
Ionisierungsspannung durch benachbarte Ionen beriicksichtigt, indem 
er die Ionisierungsspannung erniedrigte um einen Betrag, der dem nach 
A. UnséLp! berechneten Termwert des letzten diskreten Zustandes ent- 
spricht, was eine Erhéhung der Elektronendichte um etwa 15% be- 
wirkte. Nun ist leicht einzusehen, daB diese zusatzlichen Elektronen 
und Ionen jedoch kaum verbreiternd wirken auf Linien, deren Ausgangs- 
niveaus von der Ionisierungsgrenze geniigend weit entfernt sind. Denn 
die Energie dieser Elektronen reicht wohl aus, um sie von ihrem hoch- 
angeregten Atomkern zum benachbarten Ion gelangen zu lassen, nicht 
aber, um sie ganz aus dem Bereich beider zu entfernen, was energetisch 
nur méglich ist, wenn ein weiteres Ion das Elektron an sich zieht. Dieser 
Komplex von Atomkern, Hiillenelektron und Ion wirkt also nach auBen 
wie ein einzelnes Ion und nicht etwa wie zwei Ionen und ein Elektron, 
wenn man von Dipolkraften absieht. Der durch ein weiteres Ion er- 
ganzte Komplex wiirde nach auBen nur die Wirkung von zwei Ionen 
haben und so fort. Man 1aBt also die Korrektur der Ionisierungsspannung 
besser weg, wenn man die Zahl der verbreiternd wirksamen Elektronen 
und Ionen berechnen will. Uberhaupt kann die Sana-Gleichung hier 
nur angendherte Giiltigkeit beanspruchen, da dann, wenn die Herab- 
setzung der Ionisierungsspannung merklich wird, die elektrostatische 
Wechselwirkungsenergie der Elektronen nicht mehr gegen die thermische 
Energie vernachlassigt werden kann [s. A. UNs6LD (I. c.)]. 

Damit ergibt die Beriicksichtigung der Elektronen nur noch um 20% 
zu kleine Elektronendichten im Vergleich zu denen, die man, thermisches 
Gleichgewicht voraussetzend, aus den Anregungstemperaturen erhilt. 


Der Verfasser dankt Herrn Professor Dr. W. Locute-HOLTGREVEN 
fiir die Anregung und stete Férderung der Arbeit. 
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2 Unsétp, A.: Z. Astrophys. 24, 355 (1948). 
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Uber die Starkeffekt-Verbreiterung 
héherer Balmer-Linien. 


Von 
WoLE-DIETER HENKEL. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 20. Dezember 1953.) 


Profile der Linien Hg bis H,, wie sie in Entladungen durch Wasserstoffgas im Druck- 
gebiet von 25 bis 75mm Hg und bei Stromstarken bis zu 200 Amp autftreten, 
werden vermessen. Die Berechnung der Mikrofelder aus der Linienkontur der 
BatMER-Linien nach der HortsmMarKschen Theorie fiihrt zu Werten der Feld- 
starke, welche von der Hauptquantenzahl der betrachteten Linie abhangen. Diese 
Abhangigkeit 148t sich auf die Felder der Elektronen zuriickfiihren, die bei hohen 
Elektronendichten neben den Ionenfeldern beriicksichtigt werden miissen. Ent- 
sprechend der wachsenden Srarxk-Effektempfindlichkeit der héheren BALMER- 
Linien wird der Einflu8 der Elektronen mit wachsender Seriennummer immer 
starker bemerkbar. Aus einer Reihe von Messungen lassen sich die Grenzfeldstarken 
ablesen, bei welchen der Einflu8 der Elektronen wesentlich wird. Die Ergebnisse 
stimmen mit einer von GrRIEM gegebenen Abschatzung gut iiberein, 


1. Einlettung. 


In einer Arbeit von G. JURGENS! wurde kiirzlich die durch Mikro- 
felder im Entladungsplasma hervorgerufene STARK-Effekt-Verbreiterung 
der Linien H, bis H, eingehend untersucht, wobei die Entladungsbedin- 
gungen jeweils sorgfaltig auf einen konstanten Wert einreguliert wurden, 
um einen Vergleich der aus STARK-Effekt-Verbreiterungen errechneten 
Temperaturen mit Temperaturwerten durchfiihren zu kénnen, die auf 
anderen MeBmethoden basieren. Erganzend hat H. GrieM? die STARK- 
Effekt-Verbreiterung der gleichen BALMER-Linien bei méglichst groBer 
Variationsbreite der Entladungsbedingungen untersucht. 

In der vorliegenden Arbeit sollen die Messungen von G. JURGENS 
und H. Griem auf hdhere Serienglieder der BALMER-Serie ausgedehnt 
werden. Die experimentelle Untersuchung der STARK-Effekt-Verbreite- 
rung dieser Linien ist dadurch erschwert, daB letztere im Spektrum 
bereits ziemlich eng benachbart sind. Wahlt man nimlich die Feldstarke 
so hoch, daB die Linien wesentlich iiber die durch die Apparatefunktion 
des Spektrographen erzeugte Kontur hinaus verbreitern, so tiberlappen 


1 Jurcens, G.: Z. Physik 134, 21 (1952). 
2 Griem, H.: Z. Physik 137, 280 (1954). 
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sich bereits die Fliigel aufeinanderfolgender Linien, so da8 man die 
Einzelkonturen nicht mehr isoliert vermessen kann. Der zulassige 
Variabilitatsbereich der Feldstarke schrumpft daher bei den héheren 
BALMER-Linien immer mehr zusammen. 

Aus demselben Grunde ist es auch nicht moglich, alle oder eine 
gréBere Anzahl héherer BALMER-Linien gleichzeitig bei derselben Feld- 
starke der Mikrofelder zu untersuchen. Damit hangt auch die Wahl 
der Lichtquelle von den benétigten Feldstarken ab; z.B. herrschen im 
wasserstabilisierten Lichtbogen von G. JURGENS?! Feldstarken von etwa 
250 CGS, welche eine viel zu starke Verbreiterung der Linien oberhalb H, 
bewirken, so daB diese Lichtquelle fiir den beabsichtigten Zweck nicht 
verwendet werden kann. 

Versuche mit den verschiedensten Entladungsrohren haben gezeigt, 
daB auBerdem noch folgende Tatsache zu beachten ist: Hat ein abge- 
schlossenes Rohr auBerhalb des eigentlichen Entladungskanals zu viel 
Volumen, so kénnen die Ladungstrager durch Diffusion entweichen, so 
daB die Mikrofelder und damit die Linienverbreiterungen sowie die 
Temperaturen trotz hoher aufgewandter elektrischer Energie gering 
bleiben. 


Um den aufgezeigten Uberlegungen Rechnung zu tragen, wurde das 
in Kap. 2 beschriebene Entladungsrohr konstruiert, in welchem sich 
Feldstarken der Mikrofelder von 10 bis 100 CGS erreichen lassen, die 
eine Messung der Profile von Hg bis H, erméglichen. Die anschlieBende 
Untersuchung beschrankt sich auf diese Linien. 


2. Das Entladungsrohr. 


Zwei axial durchbohrte Aluminiumelektroden (Fig. 1) sind durch ein 
Quarzrohr von 50 mm Lange und 3,5 mm lichter Weite verbunden, in 
welchem die Entladung brennt. Das Rohr setzt sich nach beiden Seiten 
hin mit einer Unterbrechung von 3 mm — welche der Entladung Zugang 
zu den Elektroden gewahrt — fort. Die Angriffspunkte der Entladung 
an den Elektroden liegen in der geringfiigigen Erweiterung auBerhalb 
der optischen Achse des Quarzrohres. Anodenseitig ist das Rohr durch 
ein Glas- oder Quarzfenster von 1mm Starke abgeschlossen, kathoden- 
seitig ragt es 20mm aus der Elektrode heraus und ist dort mit einem 
Hahn in Verbindung, welcher das Entladungsrohr von dem Wasserstoff- 
entwickler, dem Quecksilbermanometer und der Pumpe abschlieBt. 


Die Elektroden sind wassergekiihlt, die Kathode wird zusitzlich mit 
PreBluft angeblasen, Trotzdem erhitzen sich die Elektroden an den 
Stellen, an denen die Entladung angreift, so stark, daB es zu einem Ver- 


1 Jtroens, G.: lc. 
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dampfen des Aluminiums kommt. Dies zeigt sich daran, daB sich an 
dem Quarzrohr im Laufe der Zeit ein Metallspiegel ansetzt. Um ein 
Beschlagen des Glasfensters méglichst zu vermeiden, ist die Anode 
20 mm langer ausgefiihrt als die Kathode, ein Auswechseln des Fensters 
wird nach etwa je hundert Betriebsstunden erforderlich. 


3. Die optische 
und elektrische Anordnung. 


Das Rohr wird mit einer 
Stromstirke von 50 bis 
200 Ampimpulsweise durch 
wiederholte Entladung ei- 
ner Kondensatorkette be- 
trieben, da die Elektroden 


hs : H 
trotz der Kiihlung diese ie a 
Fig. 1. Schematische Darstellung des benutzten 


hohe Belastung nur ganz Entladungsrohres. 

kurzzeitig aushalten. Ein 

rotierender Sektor in der optischen Achse der Anordnung sorgt dafiir, 
daB nur derjenige Teil der Entladung von der photographischen Platte 
registriert wird, bei wel- ae 

chem die Stromstarke noch 
nicht auf 70% abgesunken 
it". 

Die Synchronisation der 
optischen und elektrischen An- 
ordnung wird folgendermaBen 
erreicht: Die Kondensatoren 
C,, C, und C, (Fig. 2) mit zu- 
sammen 122,4 uF werden durch 
einen Hochspannungstransfor- 
mator TJ, iiber einen Arbeits- a 
widerstand R, (6kQ) und ein 220 Ves 
Gleichrichterrohr G auf 5 kV Fig. 2. Prinzipschaltbild der benutzten Anordnung. 
aufgeladen. Die Spannung 
reicht jedoch nicht aus, um das Entladungsrohr zu ziinden. Sind beide Schleif- 
kontakte S, und S, geschlossen, so gibt der Kondensator C, (8 yF) auf einen Funken- 
induktor 7, einen Spannungssto8. S, wird durch eine langsam, jedoch mit regel- 
barer Tourenzahl laufende Nockenwelle betatigt, welche die Impulsfolge festlegt 
(etwa 10 bis 15 Imp/min). S, befindet sich auf der Achse des rotierenden Sektors, 
so daB C, nur dann entladen werden kann, wenn die Sektorblende eine ganz genau 
definierte Stellung hat. In dem Funkeninduktor T, wird sekundarseitig eine Span- 
nung von etwa 50 kV induziert. Wird die Funkenstrecke ABC so dimensioniert, 


SITS) 


N 
N 


N 
SEALY 


2 


1 Die Genauigkeit, mit welcher sich die Feldstarke nach der Hortsmarxschen 
Theorie (vgl. Kap. 5) aus der Kontur der Batmer-Linien berechnen laBt, betragt 
+5%. Abschatzungen haben gezeigt, daB dieser Fehler bei einem Abfall der 
Stromstarke auf 70% nicht iiberschritten wird. 
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daB die Summe der Widerstande der Strecken A B und DE kleiner ist als der Wider- 
stand von BC, so gleicht sich die Spannung iiber AB und DE aus. In diesem 
Augenblick ist jedoch fiir den Hauptkreis nur noch der Widerstand der Strecke BC 
maBgebend. Wird dieser klein genug gehalten, so entladen sich C,+C,+C, mit 
einer Stromstarke, welche sich durch geeignete Wahl des Widerstandes R, (20 bis 
100Q) variieren laBt. Die Abstande AB und BC liegen in der GréBenordnung 
0,5 bis. 2 man. 

Die Zahl der fiir eine Aufnahme erforderlichen Impulse bewegt sich 
zwischen 25 und 250, die Lange der einzelnen Impulse betragt 1 - 107° 
bis: 5-40 see. 

Die Mitte zwischen den beiden Elektroden des Entladungsrohres 
wird — end on — durch eine 32 cm-Linse auf den Spalt eines 3-Prismen- 
glasspektrographen! (Steinheil GH mit langer Brennweite) im Verhalt- 
nis 1:1 abgebildet. Bei Hz; und H, betragt die Spaltbreite */,9 mm, 
wahrend bei H;, H, und H; mit einer Spaltbreite von */199 bzw. °/;9 mm 
gearbeitet wird. Bei diesen Spaltbreiten ist die vom Spektrographen 
erzeugte Linienkontur gegeniiber der Eigenbreite der BALMER-Linien zu 
vernachlassigen. 


4. Die photographischen Aufnahmen. 


Fiir die vorliegende Aufnahmeserie wurden anfangs Platten ,, Modula“ 
(18/10 °DIN) und spater ,,Analo-Flavin“ (16/10 “DIN) der Firma Hauff 
benutzt. Als Entwickler diente Hauff-,,Orthonal“. 

» Modula“ zeichnet sich durch eine groBe Empfindlichkeit aus, was fiir die licht- 
schwachen héheren BALMER-Linien von Vorteil ist. Da diese stark verbreitert sind, 
kann das ziemlich grobe Plattenkorn in Kauf genommen werden. Fiir die Auf- 
nahme von Hg und H,, ist dagegen ,,Analo-Flavin'' vorzuziehen, weil diese Platte 
erstens feinkérniger ist und zweitens besonders bei H, eine sehr geringe Abhangig- 
keit von der Wellenlange aufweist. 

Als Strahlungsnormal zur Feststellung der Plattenempfindlichkeit 
und zur Berechnung der Absorptionsverluste im ultravioletten Bereich 
durch die benutzte Glasoptik dient das Licht einer Wolframbandlampe. 
Der sonst fiir diese Zwecke iibliche Kohlebogen ist wegen der starken 
Cyanbanden bei Hs und H,; ungeeignet. Desgleichen erhalt jede Platte 
Schwarzungsmarken, um die vom Photometer gemessenen Schwarzungs- 
unterschiede in Intensitatsunterschiede umrechnen zu kénnen. 

Diese Marken werden dadurch erzeugt, da®B ungebiindeltes Licht, bevor es auf 
die Platte trifft, durch einen Stufensektor in bekannten VerhAltnissen abgeschwacht 
wird. Als Lichtquelle dienen verschiedene Quecksilberlinien sowie die Cyanbanden 
der Flamme eines Kohlebogens® in der Nahe der betrachteten Wasserstofflinien. Die 


' Verfasser dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die Uberlassung 
des Spektrographen. 


* Die benétigten Kohlen lieferte in dankenswerter Weise die Firma Ringsdorff, 
Mehlem a. Rh. 
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st6renden Nachbarlinien werden durch Scuorrsche Filter ausgeschaltet. Um 
gleiche Belichtungszeiten zu erhalten, werden zusitzlich Graufilter verwandt. 
Die Fliigel und das Zentrum der sehr intensiven Linien H, und H,, 
lassen sich nicht gleichzeitig von der photographischen Platte im emp- 
findlichen Schwarzungsbereich erfassen. Unter gleichen Voraussetzungen 
miissen daher stets mehrere 
verschieden stark belichtete Mg sass 
Aufnahmen auf ein und die- . 
selbe Platte gemacht werden 
Die mit den Einzelaufnahmen 
erhaltenen Linienkonturen 2 es 
; ‘ : ae ORF 
sind dann zu einem Gesamt- 
profil zusammenzusetzen. Die 


: — AL 39 
Abschwachung erfolgt durch Aiea! 


—— Al 3967 


Lochblenden, welche direkt at 
auf die abbildende Linse ge- Hg 398y 
setzt werden. 

Da sich jede Aufnahme 
d.h. eine Gruppe von Belich- —— Hg 407 
tungen unter den gleichen — Hg 4078 
Entladungsbedingungen — ib 
stets liber mehrere Stunden er- — i, v159/60 
streckt, wird die Konstanz der f 
Versuchsbedingungen durch 
zwischengeschaltete Kontroll- 
aufnahmen wuberpriift. 

Fig. 3 zeigt zwei Aufnah- 
men fiir den Bereich von H, 
bis H, bei verschiedenen Feld- 
starken. Neben dem _  Viel- aw v7 
linienspektrum, welches _be- J 4358 
sonders beiniedrigen Feldstar- 
ken zu beobachten ist, treten 1 b 
IS J secieaie pain Pay a cropenentmr ite a ures 
silber-, Aluminium-, Magnesi- a5 es SECS. UAstadhine > ik Hecpall ao lange 
um- und Siliziumlinien auf. belichtet wie Aufnahme a 


5. Bestimmung der Normalfeldstdérke aus den gemessenen Profilen. 


Durch die Mikrofelder der Ionen und gegebenenfalls auch der 
Elektronen werden die Terme der angeregten Wasserstoffatome 


aufgespalten. Da die Stérungen durch die Teilchen jedoch statistischer 
Natur sind, wird statt einer Aufspaltung der emittierten Spektrallinien 
in einzelne Komponenten eine Verbreiterung beobachtet. 
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Nach einer von J. HottsMARK! entwickelten quasistatistischen — 


Theorie haben S. VERWEY23, P. SCHMALJOHANN4, A. PANNEKOEK®?)®, 
sowie C. DE JAGER® die Intensitatsverteilung in den BALMER-Linien H,, 
H,, H, und Hs in Abhangigkeit von der Elektronendichte NV, welche 
wegen der Quasineutralitat beim Wasserstoff gleich der Ionendichte ist, 
berechnet. Es zeigt sich, daB fiir jede Linie eine charakteristische Kontur 
J (AA/F,) existiert, wenn 4/ den Abstand von der Linienmitte bedeutet 
und die ,,Normalfeldstaérke’ F, (HoLTSMARK*) durch die Beziehung 


Fy = 2,61 - ey: Ni (€9 = 4,8 - 10-# CGS) (1) 


definiert ist. Dabei ist J(4A/F,) so normiert, daB 


[ (=)-4(Q)=1 (2) 


ist. 

Fiir den nahe der Linienmitte gelegenen Teil einer BALMER-Linie 
berechnet sich J(4A/Fj)) durch Summation tiber die einzelnen STARK- 
Effekt-Komponenten (mit Ausnahme der unverschobenen Mittelkompo- 


nente!) durch eine Wahrscheinlichkeitsfunktion Wy aa }: 
0° & 


k 
Ai) of LAs 
be Od (3) 


J, stellt eine relative GréBe dar, welche die Intensitat der &-ten Kom- 
ponente — verglichen mit den iibrigen — charakterisiert. c, bedeutet 
den Abstand der &-ten Komponente von der Linienmitte im Feld F, = 1. 
(Bei der Summation sind die o-Komponenten doppelt zu zahlen?.) 
Fiir die Linienfliigel ergibt sich unter Zuhilfenahme einer asympto- 


tischen Naherungsfunktion fiir Wi Zs }: 
Fy °C, 
(AA\ a (AA\-3 
Tas\ i) = K,, + ( F, - (4) 


wobei A,, eine nur von der Hauptquantenzahl » der betrachteten BALMER- 
Linie abhaingige Konstante ist. 


1 HOLTSMARK, J.: Ann. d. Phys. 58, 577 (1919). Phys. Z. 20, 162 (1919) 
® PANNEKOEK, A., u. S. VERWEY: Proc. Amsterd, Akad. 38, 2 (1935). 
3 VERWEY, S.: Publ. Astron. Inst. Amsterd. 5 (1936). a 
* SCHMALJOHANN, P.: Staatsexamensarbeit Kiel 1936, unverdédffentlicht, dar- 
gestellt bei A. UNSOLD, Physik der Sternatmospharen. Berlin: Springer 1938. S 182 
5 PANNEKOEK, A.: M. N. 98, 604 (1938). a 
8 JAGER, C. DE: Rech. Astron. Obs. Utrecht 13/1 (1952). 
7 Vel. VerweEy, S.: Diss. Amsterdam 1936, Anm. S. 16 bzw. P. SCHMALJO- 
HANN l.c, 
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Die J, und c, folgen aus Werten, die von E. SCHRODINGER! fiir re 
bis H; berechnet wurden. Fiir » > 6 macht A. PANNEKOEK® die An- 
; nahme, daB die betrachtete Linie unter dem EinfluB eines bestimmten 
Stérfeldes F =f - F) zu einem rechteckigen Band ausgezogen wird, dessen 
_halbe Breite gleich dem Abstand AA* der duBersten Aufspaltungs- 
. komponente ist. Fiir 44* findet PANNEKOEK 


Aa* = 0,00256 -(—,"_)*- {n(n —1) + 2}-F=s,-B-R. — (5) 


_ Ist die Gesamtintensitat der betrachteten Linie auf 1 normiert, so be- 
tragt die Intensitat /*(8) an jeder Stelle des Bandes 
1 

hd aol pape ea (6) 
Das Mikrofeld F = f -F, ist mit einer Wahrscheinlichkeit W(f) wirksam. 
Um die Intensitat in einer beliebigen Entfernung AA=s, - 8 -F) von 
der Linienmitte zu erhalten, die durch die Einwirkung des gesamten 
Ionenfeldes hervorgerufen wird, mu8 daher iiber alle J*($) unter Be- 
_ rucksichtigung des statistischen Gewichtes W(f) integriert werden. 
Wirksam fiir die Intensitat an der Stelle s,,-#-F) sind nur Feldstarken F, 
die eine Verbreiterung des Bandes erzeugen, welche tiber die betrachtete 
Entfernung s,-$-F, hinausgehen, d.h. die Summation ist von einer 
hierdurch festgelegten Stelle B=, bis Boe zu erstrecken: 


co 


He) sim fH 
By 


| Gl. (7) wurde fiir F,)=1 von E. vAN Dien? und C. DE JAGER tabuliert. 
Es zeigt sich, daB die Beziehung 


Je) a4 GR) (8) 
oder is: an 


besteht. Ein Vergleich mit Gl. (4) ergibt 
K,=A-s4. (10) 


Aus den Zahlenwerten4 von VAN DIEN folgt A =0,299. Es ist nicht zu 
erwarten, daB dieses sehr rohe Verfahren in den Linienmitten zu guten 


1 ScHRODINGER, E.: Ann. d. Phys. 80, 437 (1926). 
2 PaNNEKOEK, A.: l.c. 

8 Dien, E. van: Ap. J. 109, 452 (1949). , 

4 Der von DE JAGER angegebene Wert A =0,33 beruht offenbar auf einem 


_ Versehen. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 20b 
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Ergebnissen fiihren wird, zumal die unverschobenen Mittelkomponenten 
nicht beriicksichtigt werden. Die Abweichungen sind besonders bei den 
ersten BALMER-Linien groB. DE JAGER setzt daher fiir »< 6 empirische 
s,-Werte ein, um Ubereinstimmung mit den nach Gl. (3) berechneten 
Profilen zu erhalten. Die Abweichungen zwischen beiden s,-Werten 
verkleinern sich mit wachsender Hauptquantenzahl immer mehr, so daB 
die Anwendung der Gl. (10) fiir H,, H,,... offenbar erlaubt ist. 

Die Normalfeldstarke, welche eine gemessene Linienkontur erzeugt hat, erhalt 
man, indem man sich das beobachtete Profil im doppelt-logarithmischen MaBstab 
auftragt und wegen der Normierungsbedingung Gl. (2) solange langs der 45°-Geraden 
verschiebt, bis bestméglichste Ubereinstimmung mit der im gleichen MaBstab 
aufgetragenen Kurve fiir F,=1 erreicht ist. Die erforderliche Verschiebung in 
der Wellenlangenskala ergibt dann den Logarithmus der gesuchten Normalfeld- 
starke. 

Es ist zu beachten, daB sich die Fliigel der beobachteten Profile 
nicht tiberlappen diirfen, denn nur die auBersten Fliigel lassen den Betrag 
des ,,Untergrundes‘‘ erkennen, welcher durch das PASCHEN- und H-- 
Kontinuum gegeben ist. Dieser ist an jedem Punkt von der gemessenen 
Intensitat abzuziehen. 


Ist die Uberlagerung nicht groB, so 1aBt sich eine Entstérung nach folgendem 
Prinzip vornehmen: Im doppelt-logarithmischen Ma8stab erscheint Gl. (4) bei 


Tabelle 1. Aus der Linienkontur von Hg bis A; durch Vergleich mit der HOLTSMARK- 
schen Theorie [Gl. (4) ] errechnete Normalfeldstarke Fin elstat. CGS-Einheiten bei 
13 verschiedenen Versuchsbedingungen. 


Experimentelle Daten: » = Druck im kalten Entladungsrohr, R = Wider- 
stand. (Der Druckmessung darf wegen unkontrollierbarer Gasausbriiche aus den 
Elektroden usw. kein groBer Wert beigemessen werden.) 

Oberhalb etwa 30 CGS stimmen die aus H; und H, erhaltenen Feldstarken 
iiberein. Oberhalb etwa 60 CGS stimmen die aus H,, H, und H, erhaltenen Feld- 
starken iberein. Oberhalb etwa 120CGS stimmen die aus H;, H,, Hs und H 
erhaltenen Feldstarken iiberein. ie " 


Lfd,. > R 
Nr. | B y g $ . [mnt Hg] | (aq) 
1 22 ex EE gb 30 75 
2 24 38 — 42 20 30 
K! 31 39 25 25 
4 42 EDO oe 50 75 
5 44 SB en 89 40 30 
6 OE ae Sat eS? 50 75 
7 41 50 56° == 65 50 

8 43 51 55 70 be 
9 50 48 64 — 66 70 Pe 75 
10 74 — 9°96 9 1. 3 
11 56 68 76 — $1 70 | ae 
12 96 117 — 445 — 44a 70 25 
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_ vorgegebenem festen F, als eine Gerade mit dem Anstieg tga—— gegen die 
Wellenlangenachse. Tragt man die Kontur einer gemessenen Linie im gleichen 
MaBstab auf, so erscheinen die auBersten Fliigel a priori nicht als Gerade, sondern 
bilden eine auf- oder abwarts gekriimmte Kurve. Durch willkiirliche V. eranderung 
des angenommenen Wertes fiir den Untergrund — in plausiblen Grenzen — lat 
es sich stets erreichen, daB eine Gerade mit dem Anstiegswinkel « herauskommt. 
Dieses Verfahren erscheint berechtigt, da erstens die Theorie die Existenz eines 
(AA, F )~3.Gesetzes lehrt und zweitens fiir A im betrachteten Feldstarkenbereich 
die geforderte Gerade stets sofort herauskommt, ohne da eine Variation des Unter- 
grundes erforderlich ist. Bei H,, handelt es sich stets nur um ganz geringfiigige 
Verbesserungen. 

Bei den vorliegenden Aufnahmen mu8 H, bei hohen Feldstarken 
und H. immer entstért werden. Die so erhaltenen Linienkonturen lassen 
sich mit den Profilen der Hortsmarkschen Theorie [GI. (4)] vergleichen, 
die Resultate sind in Tabelle 1 zusammengestellt. Fiir die Auswertung 
werden stets die blauen Fliigel von H; und H, und die roten Fliigel von 
H;, H, und H. benutzt. 

Die Genauigkeit der Auswertungsmethode betragt wie angegeben 
+5%. Innerhalb dieser Grenze liegt auch die durch den exponentiellen 
Abfall der Stromstarke bedingte Schwankung (vgl. Kap. 3). Dagegen 
ist es unméglich, eine Aussage iiber Fehler zu machen, die durch plétz- 
liche Anderung der Verhaltnisse im Entladungsrohr im Laufe einer Auf- 
nahme entstehen, z.B. durch Gasausbriiche aus den Elektroden. 


6. Diskussion der Ergebnisse. 


Das Auffalligste an der Zahlenzusammenstellung der Tabelle 1 ist 
ohne Zweifel die Tatsache, daB die Bestimmung der Normalfeldstarke 
bei ein und derselben Aufnahme zu verschiedenen Ergebnissen fiihrt, 
je nachdem, welche Linie man fiir die Auswertung heranzieht, und zwar 
ergeben sich mit wachsender Hauptquantenzahl der gemessenen Linie 
jeweils gréBere Werte der Normalfeldstarke. Zum Beispiel liefert Auf- 
nahme 1 fiir H, und H- das gleiche Resultat, wahrend der H,-Wert 
darunter liegt. In Aufnahme 6 stimmen bereits die Werte fiir H;, H, 
und H, iiberein, wahrend sich bei der aquivalenten Aufnahme 7 aus H, 
und H, niedrigere Feldstarken ergeben. Bel Aufnahme 12 stimmen 
bereits H,, Hs, H, (und erst recht H,) tiberein, nur H, gibt noch einen 
kleineren Wert. Die Messungen von G. JURGENS, welche in Tabelle 1 
als lfd. Nr. 14 anzufiigen waren, zeigen Ubereinstimmung fiir H,, H, 
und H, bei Fy = 250 CGS. | 

Besonders deutlich wird diese Anderung, wenn man sich (Fig. 4) 
den Quotienten der Ergebnisse von H, zu den entsprechenden von Hy 
auftragt. Bei H,, H, und H, reichen die MeBpunkte fiir eine derartige 
Darstellung nicht aus, doch erkennt man bereits aus dem vorhandenen 
Material eine ahnlich wachsende Abweichung mit kleiner werdender 


Feldstarke. 
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Diese Abweichung von der Hottsmarkschen Theorie hangt offenbar 
damit zusammen, da in unserem Bogen die Dichte der geladenen Teil- 
chen sehr hoch ist. In Sternatmospharen dagegen sind einerseits die 
Elektronen- und Ionendichten viel geringer, andererseits interessiert der 
Absorptionskoeffizient in der Linienmitte weniger, da dort die Emission 
auf jeden Fall in optisch dicker Schicht erfolgt. Unter astrophysikali- 
schen Verhaltnissen diirften also 
der Anwendung der HOLTSMARK- 
schen Theorie keine Bedenken 
entgegenstehen. 


nisse bei héheren Drucken hat 
H.GriEM! versucht, die STARK- 
Effekt-Verbreiterung von H, bis 
H, unter gleichzeitiger Beriick- 
sichtigung von Ionen- und Elek- 


Fig.4. Systematische Abweichung der aus Hs bew. H, . : 
bei jeweils gleichen Versuchsbedingungen berechneten tronenst6Ben abzuschatzen 7a 


Normalfeldstarke F,. Die gestrichelte Kurve gibt 


dis Ap GaMaaY tn, dem er die durch Elektronen 


hervorgerufene St6rung mit dem 
langsam verdnderlichen Ionenfeld tiberlagert. Quantitativ besagt die 
Abschatzung, daB die nach Gln. (3) bzw. (4) errechnete Kontur mit 
einem Dispersionsprofil zu iiberlagern ist, welches sich durch die Ein- 
wirkung der Elektronen allein ergeben wiirde: 


> 


+o0 =" 
I; = 1 An 7 Jno A An | Sag)" (1 1) 
An Pm (42 — x)? + (42,)? © 


(442+ (44)% " BK. 
—oo 


Hierin ist ar -S (5) das statistische Profil entsprechend Gln. (3) 
0 0: 

bzw. (4) und J,,9 die Intensitat der unverschobenen Mittelkomponente 
bei H, und H,, welche bei den SCHMALJOHANNschen Rechnungen unbe- 
riicksichtigt bleibt. 4A, bedeutet die halbe ElektronenstoBhalbwerts- 
breite. Gl. (11) unterliegt wieder der Normierungsbedingung GI. (2). 
In Tabelle 2 sind die Konturen von H, bis H, fir Fy =50CGS und 
Fy =100 CGS angegeben. 

Es erhebt sich nun die Frage, von welcher Elektronendichte an die 
St6Be der Elektronen einen wesentlichen Einflu8 auf das Linienprofil 
haben. Mit Sicherheit wird dieser Effekt zu merken sein, wenn die 
ElektronenstoBhalbwertsbreite den Betrag der Halbwertsbreite des 
statistischen Profils erreicht. GrieM gibt Zahlenwerte fiir die Elektronen- 
dichten N¥ an, bei welchen Gleichheit zwischen beiden Halbwertsbreiten 
eintritt, berechnet fiir eine Temperatur von 12000° K im Entladungsrohr. 


1 Grirem, H.: l.c. 


Im Hinblick auf die Verhalt- — 
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Tabelle 2. Intensitét Ji n VON Hg, re und Hs in Abhdngigheit von AA fiir verschiedene 
Normalfeldstdrken Fy entsprechend Gl. (ey Gy 


Fy=50CGS 


Linie 


Fy=100 CGS 


Jin 


San 


0 6,2+° 1072 
0,5 6,55 0 3,2+ 1072 
1 6,8 1 | 3,2 
a 7.4 3 33 
Hp 3 6,6 5 3.2 
5 4,1 10 3.3 
7 2,4 20 0,61 
10 1,06 40 0,125 
20 0,21 
0 5,6+ 1072 
1 5,3 
BS 5,1 Oo 2,4: 107-2 
3 4,9 3 2,25 
3 4,4 5 21 
4 4,1 10 1,67 
H, 5 3,6 20 0,87 
6 3,2 40 0,205 
10 1,63 60 0,089 
15 0,74 80 0,046 
20 0,37 
30 0,143 
40 0,075 
(a) ey dels AO 
oc 3,6 (9) 1,56- 10~? 
5 3,05 5 halal 
10 1,89 10 1,34 
H; 15 1,04 20 0,92 
20 0,63 40 0,33 
30 0,24 50 0,22 
40 0,124 80 0,082 
60 0,050 120 0,033 
80 0,027 


Fiir eine Temperatur von etwa 8000° K, mit 
welcher bei den vorliegenden Verhaltnissen 
gerechnet werden muB, ergeben sich die in 
Tabelle 3 zusammengestellten Werte. 

Aus Tabelle 1 la4Bt sich leicht berechnen, 
daB die vorliegenden Untersuchungen bei 
Elektronendichten von etwa 5: 10'%cm™4 
durchgefiihrt wurden. Die Grremschen Uber- 
legungen miissen also diskutiert werden. 

Als wesentlicher Unterschied gegeniiber 
der Hottsmarkschen Theorie ergibt sich aus 
den GrieMschen Berechnungen, dab die 


Tabelle 3. Zur Abschatzung 
tibey den EinfluB dey Elek- 
tronen. Ungefihre Elektro- 
nendichten Ne, fiir welche 
die ElektronenstoBhalbwerts- 
breite gleich dey Breite des 
statistischen Profils ist fiir 
T = 8000° K nach GRIEM. 


Linie Nx 
‘i 3,3° 1015 
€ 8,0+ 105 
D) 2,1- 1018 
y 7,0+ 1018 
B 3, ge LO 


‘ ’ cs <n Ay “en wy oe eis J 
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Verbreiterung nicht mehr linear mit der Feldstarke anwachst. Bei 
der Betrachtung der fiir F) =50 und F, = 100 CGS gerechneten Profile 
ist die Wellenlangenskala (im doppelt-logarithmischen MaBstab!) bei 
Beriicksichtigung der Elektronens.68e nicht mehr wie bisher im Ver- 
haltnis 1:1, sondern im Verhdltnis 1 :1,25 gegentiber der Feldstarken- 
anderung zu verzerren. Sucht man 
ferner diejenigen HoLTsMARKschen 
Profile, die sich mit vorgegebenen 
Griemschen Konturen in den Linien- 
fliigeln bestméglichst decken, so 
findet man in den resultierenden 
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Fig. 5. Linienprofile von Hg bis Hg. Ausgezogen: Beobachtetes Profil, nach HortsmarxK auf F, = 100 CGS 

umgerechnet. Punktiert: Nach HoLtsMArK berechnetes Profil fiir F, = 100 CGS. Gestrichelt: Nach Grirm 

berechnetes Profil fiir Fj =50CGS. Strichpunktiert: Linienprofil auf Grund der Rechtecknaherung von 
PANNEKOECK [Gl], (7)}. 


ss 


Feldstarken gréBere Unterschiede und zwar zeigt sich, daB das GRIEM- 
sche Profil fiir & =50 CGS den HottsMArKschen Konturen fiir Fy = 
93 CGS (Hg) baw. Fy = 100CGS (H,) bzw. Fy = 109 CGS (H,) entspricht?. 


Fig. 5 zeigt die Mittelwerte aus allen gemessenen und nach Hotts- 
MARK auf y= 100 CGs umgerechneten Linienprofilen von H, bis H, 
(ausgezogene Kurven). Daneben enthalten die Figuren (punktiert) die 
nach der statistischen Theorie von HoLtsMaARK fiir FR, = 100 CGS be- 
rechneten Profile? und die nach Griem fiir Fy) =50 CGS berechneten 


' Die nach HoLtsMaRK ermittelten Feldstarken stiitzen sich in dieser Arbeit 
auf den Vergleich mit der asymptotischen Naherung Gl. (4) in den auersten Linien- 
fliigeln (50 bis 150 A von der Linienmitte!). Bei GrireM 1. c. sind die Linienprofile 
naher der Mitte zum Vergleich herangezogen. Die groSen Unterschiede in den 
erhaltenen Feldstarken sind auf diese unterschiedliche Auswertung zuriickzufiihren. 

2 Pir A und H~ nur die asymptotischen Naherungen. 
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Aus den Besprechungen der 1. Auflage: 


...Das vorliegende Werk ist in keiner Weise eine ,Erganzung” von etwas bereits 
Vorhandenem, es ist vielmehr innerhalb der mathematischen — und wohl der 
ganzen wissenschaftlichhen — Literatur eine vollig neuartige Erscheinung, zu der 
man ein nach Inhalt und Zweck dhnliches und darum mit ihm vergleichbares Buch 
kaum wird finden kénnen. Die Verfasser, der Einzigartigkeit ihres Unternehmens 
bewuBt, erértern in einem ausfiihrlichen Vorwort ihre Ziele — daf sie diese, 


SPRINGER-VERLAG / BERLIN: GOTTINGEN -: HEIDELBERG 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


- Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften Band X!X und XX: 
Polya und Szegé: Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis 


recht hochgesteckten, Ziele vollstandig erreicht und so mit ihrer Arbeit dem 
mathematischen Publikum ein wertvolles Geschenk gemacht zu haben scheinen, 
sei von vornherein freudigst betont. 

...DaB das Buch nicht nur dem Studenten, sondern auch dem Hochschullehrer 
beim Abhalten von Ubungen und Seminaren eine wertvolle und anregende Unter- 


stiitzung bieten wird, dariiber braucht wohl kein Wort gesagt zu werden. Aber 


auch ganz abgesehen von dem Gesichtspunkt des Unterrichts wird wohl jeder 
Mathematiker der Lektiire dieses Buches Férderung und Genuf verdanken konnen, 
sei es, daB er sich an dem Stoff, der hier in einer ganz gewaltigen Arbeit zusammen- 
getragen ist, tiber ein Spezialgebiet gut informieren will, sei es, daB er auf der 
Suche nach besonders feinen Leckerbissen ist, die ihm hier, mit ungewohnlichem 


Wess 


Geschmack ausgewahlt, serviert werden... Alle Kreise von Mathematikern haben » 


Veranlassung, das Erscheinen dieses Werkes auf das Freudigste zu begrufen. 
.Zeilschrift fiir angewandle Mathematik und Mechanik* 


...Diese zweibandige Aufgabensammlung, die im ganzen tiber 1600 Aufgaben 
enthdlt, mu8 den Verfassern eine ungewdhnliche Miihe gemacht haben; aber 
vielleicht auch eine ungewdhnliche Freude, wei] sie etwas durchaus Neues und 
Eigenes zu schaffen wuBten. Und diese Lust, mit der die Verfasser am Werke 
gewesen sein miissen, spiirt man durch das ganze Buch und muf jeden mil 
Begeisterung zur Sache erfiillen, der iberhaupt Sinn fiir mathematische Forschungs- 
und Gedankenarbeit hat... Der Stoff, der in den 1600 Aufgaben behandelt wird, 
ist ungeheuer reich. Die Funktionentheorie spielt zwar eine durchaus beherr- 
schende Rolle; doch kommt fast alles, was im weiteren Sinne mit ihr zusammen- 
hangt, zur Sprache... Das Wesentliche aber ist gar nicht diese Stoffiille und 
ihre Auswahl. Die besondere Eigenart und der hohe Wert der Sammlung liegt 
durchaus in der Art, wie dieser Stoff geboten wird... 
,Jahresberichlt der deutschen Mathematiker-Vereinigung’” 


... There are but few books which could be compared with this one as to the 
richness and charm of material, and amount of suggestions which an attentive 
reader is able to get out of it. The purpose of the book, and hence the material 
and its treatment, is quite different from those of numerous collections of 
problems already existing. The mere development of technique is of secondary 
importance with the authors: their main efforts are directed rather toward culti- 
vating good habits in the mathematical thinking of their readers. The reader 


is constantly urged to give his attention not only to what he is being questioned . 


about, but also to how and where he is questioned. Accordingly the most essen- 
tial feature of the book, and one to which the authors gave much care, is the 
relative order of the problems. Isolated problems and examples comprise but 
a small part of the book: usually the reader has to deal with sets of problems, 
each of which is devoted to an independent and more or less substantial notion 
or question... As sources, the authors use to a great extent recent memoirs. 
Many a problem has been communicated to them by different mathematicians 
as well as those personally found, and appears in print for the first time. There 


is no doubt, therefore, that the book may be of great value to specialists as well 


as to beginners, Bulletin of the American Mathematical Society” 
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und Produktbildungen. — Mehrfache Integrale. 

2.Kapitel: Ungleichungen, 

3. Kapitel: Einiges iber reelle Funktionen, 


Eigentliche Integrabilitat. —- Uneigentliche Integrale. — Stetige, differentiier- 
bare, konvexe Funktionen. — Singuldre Integrale, WeierstraBscher Satz. 


_~ 4.Kapitel: Verschiedene Arten der Gleichverteilung, 


Anzahlfunktion. Reguldare Folgen. — Kriterien der Gleichverteilung. — Die 
Multipla einer Irrationalzahl, — Verteilung der Ziffer in einer Logarithmen- 
tafel und Verwandtes. — Weitere Arten der Gleichverteilung. 


§.Kapitel: Funktionen grofer Zahlen, 
Die Methode von Laplace. — Modifikationen der Methode. — Asymptotische 


Auswertung einiger Maxima, 
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Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften Band XIX und XX: 
Polya und Szegé: Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis 


Dritter Abschnitt. 
Funktionen einer komplexen Veranderlichen 


Allgemeiner Teil 
1.Kapitel: Komplexe Zahlen und Zahlenfolgen. 


Gebiete und Kurven. Rechnen mit komplexen Zahlen. — Lage der Wurzeln 
algebraischer Gleichungen. — Fortsetzung: Gaufscher Satz. — Komplexe 
Zahlenfolgen, — Fortsetzung: Reihentransformationen. — Umordnung kom- 


plexer Reihen. 

2.Kapitel: Abbildungen und Vektorfelder. 
Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. — Spezielle elementare 
Abbildungen. — Vektorfelder, 

3.Kapitel: Geometrisches ttber den Funktionsverlauf. 
Das Bild der Kreislinie. Kriimmung und Stiitzfunktion. — Mittelwerte langs 
einer Kreislinie. — Das Bild der Kreisflache. Inhalt. — Die Betragflache. 
Prinzip des Maximums. 

4.Kapitel: Cauchyscher Integralsatz. Prinzip vom Argument. 


Cauchyscher Integralsatz. — Die Formeln von Poisson und Jensen, — Prinzip 
vom Argument. — Satz von Rouche. 

5. Kapitel: Folgen analytischer Funktionen. - 
Lagrangesche Reihe. Anwendungen. — Realteil einer Potenzreihe. — Pole am 
Konvergenzkreise. — Identisches Verschwinden von Potenzreihen. — Fort- 
pflanzung der Konvergenz. — Konvergenz in getrennten Gebieten, — GréBen- 


ordnung von Polynomfolgen. 

6.Kapitel: Das Prinzip vom Maximum. 
Fassung des Prinzips vom Maximum. — Das Lemma von Schwarz, — Der 
Hadamardsche Dreikreisesatz. — Harmonische Funktionen. — Die Methode 
von Phragmén und Lindeléf. 

Namenverzeichnis. 


Zweiter Band: E 
Funktionentheorie, Nullstellen, Polynome, 


Determinanten, Zahlentheorie 
Zweite, unveradnderte Auflage. X, 407 Seiten Gr.-8°. 1954. 
DM 28,40; Ganzleinen DM 32,— 


Vierter Absdhnitt. 
Funktionen einer komplexen Verdnderlichen 


Spezieller Teil 

1.Kapitel: Maximalglied und Zentralindex, Maximalbetrag 
und Nullstellenanzahl. 
Analogie zwischen f(r) und M(r), »(r) und N(r). — Weiteres iiber «(r) und (1). 
— Zusammenhang zwischen {(r), v(r), M(r), N(r). — u(r) und M(r) unter 
speziellen Regularitatsvoraussetzungen. 

2.Kapitel: Schlichte Abbildungen. 
Vorbereitendes. — Eindeutigkeitssétze. — Existenz der Abbildungsfunktion, — 
Der innere und der auBere Radius. Die normierte Abbildungsfunktion, — Be- 
ziehungen zwischen den Abbildungen verschiedener Gebiete, — Der Koebesche 
Verzerrungsatz und Verwandtes. 
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Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften Band X!X und XX: 
Polya und Szegé: Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis 


+3. Kapitel: Vermischte Aufgaben. 


Verschiedenes. an Eine SchluBweise von E, Landau. — Geradlinige Annaherung 
an eine wesentliche singuldre Stelle. — Konvergenzwerte ganzer Funktionen,.— 
Weitere Anwendungen der Phragmén-Lindeléfschen Methode. 


Funfter Abschnitt. 
Die Lage der Nullstellen 
1. Kapitel: Der Satz von Rolle und die Regel von Descartes. 


Nullstellen von Funktionen, Wechselstellen von Folgen. — Zeichenanderungen 
einer Funktion. — Erster Beweis der Descartesschen Regel. — Anwendungen der 
Descartesschen Regel. — Anwendungen des Rolleschen Satzes. — Laguerres 


Beweis der Descartesschen Regel. — Worauf beruht die Descartessche Regel? — 
Verallgemeinerungen des Rolleschen Satzes. 

2.Kapitel: Geometrisches tiber die Nullstellen von 
Polynomen. 
Schwerpunkt eines Punktsystems in bezug auf einen Punkt. — Schwerpunkt 
eines Polynoms in bezug auf einen Punkt. Ein Satz von Eaguerre. — Ableitung 
eines Polynoms in bezug auf einen Punkt. Ein Satz von Grace. 


_ 3.Kapitel: Vermischte Aufgaben. 


mre 


a 


PET ON OT I Or OY 213% 


— 


Annaherung der Nullstellen transzendenter Funktionen durch die Nullstellen 
rationaler. — Genaue Ermittlung der Nullstellenanzahl] mit Hilfe der Descartes- 
schen Regel. — Sonstiges tiber die Nullstellen von Polynomen. 
Sechsier Abschniit. 
Polynome und trigonometrische Polynome 


Tschebyscheffsche Polynome. — Allgemeines tiber trigonometrische Polynome. 

— Spezielle trigonometrische Polynome. — Einiges tiber Fouriersche Reihen, —- 

Nichtnegative trigonometrishe Polynome. — Nichtnegative Polynome. — 

Maximum-Minimumaufgaben itber trigonometrische Polynome,. — Maximum- 
- Minimumaufgaben iiber Polynome. — Die Lagrangesche Interpolationsformel. — 

Die Satze von S. Bernstein und A. Markoff. — Legendresche Polynome und Ver- 

wandtes. — Weitere Maximum-Minimumaufgaben tiber Polynome. 

Siebenter Abschnitt. 


Determinanten und quacratische Formen 
Berechnung von Determinanten. Aufl6sung linearer Gleichumgen. — Potenz- 
reihenentwicklung rationaler Funktionen. — Erzeugung positiver quadratischer 
Formen, — Vermischte Aufgaben. — Determinanten von Funktionensystemen. 
Achter Abschnitt. 
Zahlentheorie 


i. Kapitel: Zahlentheoretische Funktionen. 
Aufgaben tiber den ganzen Teil von Zahlen. — Abzahlung von Gitterpunkten. 
Ein Satz der formalen Logik und seine Anwendungen. — Teile und Teiler, —- 
Zahlentheoretische Funktionen. Potenzreihen und Dirichletsche Reihen, 
Multiplikative zahlentheoretische Funktionen. — Lambertsche Reihen und Ver- 
wandtes. — Weiteres ttbher Abzahlung von Gitterpunkten. 


} Kapitel: Ganzzahlige Polynome und ganzwertige 


Funktionen. ; 
Ganzzahligkeit und Ganzwertigkeit von Polynomen. — Ganzwertige Funktionen 


und ihre Primteiler. — Irreduzibilitat der Polynome. 
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[Polya und Szegé: Aufgaben und Lehrsdize der Analysis] 

3.Kapitel: Zahlentheoretisches iiber Potenzreihen. 
Vorbereitendes iiber Binomialkoeffizienten. — Zum Satz von Eisenstein. 
Zum Beweis des Satzes von Eisenstein. — Ganzzahlige Potenzreihen rationaler 
Funktionen. — Funktionentheoretisches tiber ganzzahlige Potenzreihen, — 
Potenzreihen, die im Hurwitzschen Sinne ganzzahlig sind, — Die Werte von 
Potenzreihen, die um z = ~ konvergieren, an ganzzahligen Stellen. — 

4,Kapitel: Einiges uber algebraische ganze Zahlen. 
Algebraische ganze Zahlen. Kérper. — GroBter gemeinsamer Teiler. — 
Kongruenzen, — Zahlentheoretisches tuber Potenzreihen. 


5.Kapitel: Vermischte Aufgaben. 
Das ebene quadratische Gitter. — Vermischte Aufgaben. 


Neunter Abschnitt. 
Anhang: Einige geometrische Aufgaben 


Namenverzeichnis zum Il. Band. 
Sachverzeichnis zu beiden Banden. 
Berichtigungen. 
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Integraltafel. Herausgegeben von Wolfgang Grébner, o. Professor an der Uni- 
' versitat Innsbruck, und Nikolaus Hofreiter, a. o. Professor an der Universitat 
Wien. In zwei Teilen. 


I. Teil: Unbestimmte Integrale. VIII, 166 Seiten 4°. 1949. Steif geheftet DM 22,70 
II. Teil: Bestimmte Integrale. VI, 204 Seiten 4°. 1950. Steif geheftet DM 24,— 


Aus den Besprechungen: r 
...Die vorliegende Integraltafel ist eine Uberarbeitung der als Notdruck 1944 
in Braunschweig erschienenen Tafel. Wie diese ist sie auch in Schreibschrift in 
sehr Ubersichtlicher Anordnung vervielfaltigt. Die Neubearbeitung hatte vor allem 
das Ziel, die Aufteilung dieses I. Teiles, der die unbestimmten Integrale énthalt 
der des II. Teiles, der den bestimmten gewidmet ist, anzugleichen. Beide bilden 
jetzt ein einheitliches Ganzes. Sie sind nicht nur ein Nachschlagewerk, sondern 
geben auch an einigen Stellen brauchbare Methoden zur Berechnung der Integrale 
an, die man zur Auswertung nicht aufgezeichneter, den angegebenen &ahnlicher 
Integrale anwenden kann... Das gesamte Werk wird sich sehr bald einfiihren 
und fiir jeden rechnerisch arbeitenden Wissenschaftler unentbehrlich sein 
~Zentralblatt fir Mathematik und ihre Grenzgebiete’ 


Moderne algebraische Geometrie. Die idealtheoretischen Grundlagen. 
Von Dr. Wolfgang Grébner, o. Professor der Mathematik an der Universitat 
Innsbruck. XII, 212 Seiten, 1949. Steif geheftet DM 23,90 


Einfihrung in die symbolische Logik mit besonderer Be- 
riicksichtigung ihrer Anwendungen. 
Von Rudolf Carnap, Professor der Philosophie an der Universitat Chicago. 
Mit etwa 5 Textabbildungen, Etwa 300 Seiten. 1953. 
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Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften’ 


Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften. 


_ Es liegen vor bzw. erscheinen in Kiirze: 


- Band II: 


‘Band IV: 


Band XXVII: 


Band XXXIII: 


Band XLVI: 


Band LIT: 


Band LIII: 


Band LV: 


Band LVI: 


Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. von br. 
Konrad Knopp, 0. Professor der Mathematik an der Universitat Tiibingen. 
Vierte Auflage. Mit 14 Textfiguren. XII, 583 Seiten Gr.-8°, 1947. DM389,60 


Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von pr. Erwin 
Madelung, o. Professor der theoretischen Physik an der Universitat Frankfurt a.M, 
Finfte, unveranderte Auflage. Mit 29 Textabbildungen. XX, 531 Seiten Gr.-8°, 
1954, Etwa DM 47,—; Ganzleinen etwa DM 49,70 


Grundziige der theoretischen Logik. =von D. Hilbert # und 
W. Ackermann, Liidenscheid. Dritte, verbesserte Auflage. VIII, 155 Seiten 
Gr.-8°. 1949. DM 16,50; Ganzleinen DM 19,80 


Moderne Algebra. Von Dr, B. L. van der Waerden, Professor der 
Mathematik an der Universitat Amsterdam. Unter Benutzung von Vorlesungen 
von £. Artin und E. Noether. Erster Teil. Dritte, verbesserte Auflage. VIII, 
292 Seitea Gr.-8°. 1950. DM 24,—; Ganzleinen DM 27,— 


Eindeutige analytische Funktionen. Von pr. Rolf Nevanlinna, 

Finnische Akademie, Honorarprofessor an der Universitaét Ztirichh. Zweite, 

verbesserte Auflage. Mit 24 Abbildungen. X, 379 Seiten Gr.-8°, 1953. 
DM 46,50; Ganzleinen DM 49,50 


Formeln und Satze fiir die speziellen Funktionen der 


mathematischen Physik Yon Dr. Wilhelm Magnus, Professor der 
Mathematik an der Universitat Gottingen, und Dr. Fritz Oberhettinger, Dozent 
fiir Mathematik an der Universitat Mainz. Zweite Auflage. VIII, 230 Seiten 
Gr.-8°. 1948. DM 24,60 


Rechenmethoden der Quantentheorie, dargestellt in Auf- 


gaben und Lésungen. 1. Teil: Elementare Quantenmechanik. Von Dr. 
Siegfried Fligge, o. Professor an der Universitat Marburg, unter Mitarbeit von 
Dr. Hans Marschall, Privatdozent an der Universitat Marburg. Zweite vollig 
neubearbeitete und vermehrte Auflage. Mit 30 Abbildungen. VIII, 272 Seiten 
Gr.-8°, 1952. DM 29,80; Ganzleinen DM 32,80 


Anwendung der elliptischen Funktionen in Physik und 


Technik. Von Dr. Fritz Oberhettinger, Dozent fiir Mathematik an der , 
Universitat Mainz, und Dr. Wilhelm Magnus, Professor der Mathematik an 
der Universitat Gottingen. Mit 54 Abbildungen. VII, 126 Seiten Gr.-8°. 1949, 

DM 15,60;- Ganzleinen DM 18,30 


Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung. Eine Einleitung 
in die Infinitesimalrechnung nach der genetischen Methode. Von Otto 
Toeplitz ?. 1. Band: Aus dem NachlaB herausgegeben von Dr. Gottfried 
K6the, Professor der Mathematik an der Universitat Mainz. Mit 148 Ab- 
bildungen. IX, 181 Seiten Gr,-8°. 1949, DM 19,60; Ganzleinen DM 22,60 
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Band LVII: 


Band LVIII: 


Band LIX: 


Band LX: 


Band LXI: 


Band LXII: 


Band LXIII: 


Band LXIV: 


Band LXV: 


Band LXVI: 


Band LXVII: 


Die Grundlehren der mathematischen Wissenschatten 


Theoretische Mechanik. Eine cinheitliche Einfihrung in die gesamte 
Mechanik. Von Dr. phil. Georg Hamel, o. Professor an der Technischen 
Universitat Berlin-Charlottenburg, 0. Mitglied der Deutschen Akademie der 
Wissenschaften. Mit 161 Abbildungen. XVI, 796 Seiten Gr.-8°. 1949. 

DM 63,—; Ganzleinen DM 66,— 


Einfuhrung in die Differentialgeometrie, Von Wilhelm Blaschke. 
Mit 57 Abbildungen. VII, 146 Seiten Gr.-8°. 1950. 
DM 16,—; Ganzleinen DM 18,60 


Vorlesungen iiber Zahlentheorie. Von Dr. Helmut Hasse, o. Professor 
an der Humboldt-Universitat Berlin. Mit 28 Abbildungen. XII, 474 Seiten Gr.-8°. 
1950. DM 42,—; Ganzleinen DM 45,— 


Numerische Behandlung von Differentialgleichungen. von 
Dr. Lothar Collatz, o. Professor an der Technischen Hochschule in Hannover, 
Mit 110 Abbildungen und 1 Portrat. XIII, 458 Seiten Gr.-8°. 1951. DM 45,— 


Fastperiodische Funktionen. von Dr. Wilhelm Maak, Professor an der 
Universitat Hamburg. VIII, 240 Seiten Gr.-8°. 1950. 
DM 21,60; Ganzleinen DM 24,60 


Anfangswertprobleme bei partiellen Differential- 


gleichungen, Von Dr. Robert Sauer, o, Professor fiir Mathematik und 
analytische Mechinik an der Technischen Hochschule Miinchen. Mit 63 Ab- 
bildungen. XIV, 229 Seiten Gr.-8°. 1952. DM 26,—; Ganzleinen DM 29,— 


Quadratische Formen und orthogonale Gruppen. VonDr.sc. 
nat. Martin Eichler, Professor an der Universitat Miinster i. Westf. XII, 
220 Seiten Gr.-8°, 1952. DM 24,60; Ganzleinen DM 27,60 


Uniformisierung. Von Dr Rolf Nevanlinna, Finnische Akademie, Honorar- 
professor an der Universitat Ziirich. Mit 22 Abbildungen. X, 391 Seiten Gr.-8°. 
1953. DM 46,50; Ganzleinen DM 49,50 


Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum. 


Von Dr. L. Fejes Téth, 0, Professor der Mathematik an der Universitat Veszprém. 
Mit 124 Abbildungen. X, 19? Seiten Gr.-8°. 1953. 


DM 24,—; Ganzleinen DM 27,— 


Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen. Auf funk- 
tionentheoretischer Grundlage dargestellt von Ludwig Bieberbach. IX, 338 


“Seiten Gr.-8°. 1953. DM 36,—; Ganzleinen DM 39,60 


Handbook of Elliptic Integrals for Engineers and Physicists. 
By Paul F, Byrd, Aeronautical Research Scientist, National Advisory Com- 
mittee for Aeronautics (USA), formerly Assistant Professor of Mathematics 
Fisk University, and Morris D, Friedman, Aeronautical Research Scientist, 
National Advisory Committee for Aeronautics (USA). Mit 22 Abbildungen. 
XII, 355 Seiten Gr.-8°, 1954. DM 36,—; Ganzleinen DM 39,60 
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Uber die Stark-Effekt-Verbreiterung héherer BaLMER-Linien. 307 


Konturen! (gestrichelt). Man erkennt, daB durch die Griemsche Ab- 
schatzung die beobachteten Profile gut wiedergegeben werden. Eine 
Ubereinstimmung mit den Konturen der statistischen Theorie in den 
Linienmitten ist nicht zu erwarten, da die HottsMARKsche Theorie, wie 
erwahnt, speziell fiir die Linienfliigel gedacht ist. 


Auf Grund der vorangehenden Betrachtungen soll jetzt versucht 
werden, die Ergebnisse der Tabelle 1 zu deuten: Bei H, und H, muB der 
Einflu8 der Elektronen auch bei den kleinsten im Untersuchungsbereich 
gelegenen Feldstarken beriicksichtigt werden. Hy befindet sich als weni- 
ger STARK-Effekt-empfindliche Linie im Bereich unterhalb etwa 60 CGS 
in einem Ubergangsgebiet zwischen reinen Ionen- und kombinierten 
Ionen- und ElektronenstéBen. Es ist zu erwarten, daB fiir Fy) <30 CGS 
die Abweichung zwischen den H,-Ergebnissen und den Werten fiir H, 
wieder kleiner wird, da dann auch H, nicht mehr in vollem MaBe durch 
die Elektronen beeinfluBt wird. Leider ist die benutzte Versuchsanord- 
nung fiir kleinere Feldstarken nicht geeignet. Fiir Fy > 60 CGS stimmen 
die Ergebnisse im Rahmen der gesetzten Fehlergrenze tiberein. Es hat 
den Anschein, als ob H, ab etwa 120 CGS ebenfalls durch die Elektronen 
voll beeinflu8t wird. Die Ergebnisse fiir H, liegen im ganzen Bereich 
zwischen den nach HOLTSMARK bzw. GRIEM zu erwartenden. 

Das bedeutet also folgendes: Sowohl bei ganz kleinen als auch bei 
sehr hohen Mikrofelder ergeben sich aus den Konturen aller BALMER- 
Linien jeweils dieselben Feldstarken. Bei wachsender Feldstairke wird 
zuerst die Linie mit hoher Hauptquantenzahl bei Rechnung nach HortTs- 
MARK eine zu hohe Feldstarke ergeben, 
bis bei sehr hohen Feldstarken aus allen Tabelle 4. Zur Abschdtzwng tiber 
Linien gleichmaBig dieselbe zu groBe Feld- ety be heal Raeteen 
starke folgt. Demnach waren fiirdas Uber-  fyyat EGS Einlsiten. besedines 
gangsgebiet Tabelle 1 die fiir H, ermittelten aus den Werten der Tabelle 3. 
Feldstarken als die richtigen anzusehen, es ee 


Linie | Fe ,Fe 

sofern man die GriEMsche Skala zugrunde 9 ———— 
legt. 4 | a 12 
Die Elektronendichten N¥* der Tabelle 3, e 85 | - 
welche natiirlich eine obere Grenze dar- : ps 150 
stellen, lassen sich (Tabelle 4) unter Be- B 1600 530 


riicksichtigung von Gl. (1) und der Be- 

ziehungen? von S. 306 auf die zugehérigen Normalfeldstarken FX um- 
rechnen. Reduziert man letztere — zunichst rein willkiirlich — auf 
den dritten Teil, so ergeben sich die Werte der letzten Spalte von 


Tabelle 4. 

1 Fir H, und H; liegen keine Grigemschen Konturen vor. 

2 Mit den Interpolationswerten fiir den Bereich zwischen [= 50 und 
F, = 100 CGS. 


308 W.-D. Henxev: Uber die StarK-Effekt-Verbreiterung héherer BALMER-Linien. 


Es ist auffallig, daB sich durch Wahl des konstanten Faktors 4 fiir 
alle untersuchten Linien etwa die Zahlen ergeben, die aus Tabelle 1 
als charakteristische Feldstarken abzulesen sind, bei denen der EinfluB 
der Elektronen beriicksichtigt werden muB!. Offensichtlich existiert fur 
jede Linie eine bestimmte Grenze, von welcher ab nicht mehr nach 
HoLTSMARK gerechnet werden darf, und es scheint, als ob diese in einem 
festen Verhaltnis zu den durch die GriEMschen Abschatzungen gegebenen 
Zahlen steht. 


Herrn Professor Dr. W. LocHTE-HOLTGREVEN méchte ich meinen 
ergebensten Dank aussprechen fiir die Anregung zu dieser Arbeit, fiir 
sein dauerndes Interesse und fiir die groBziigige Bereitstellung der fiir 
die Durchfithrung der Experimente erforderlichen Mittel. Herrn Dr. 
G, JURGENS verdanke ich wertvolle Hinweise. 


Kiel, Institut fiir Experimentalphysik der Universitat. 


1 Die Zahlen der Tabelle 3 sind zum Vergleich mit den vorliegenden Messungen 
auf eine Temperatur von 8000° K reduziert. Um einen Vergleich mit den JURGEN- 
schen Messungen durchfiihren zu kénnen, miissen die angegebenen Werte ungefahr 
mit dem Faktor 2 multipliziert werden. 
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Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 3090—-312 (1954). 


Die effektive Masse eines Kristallelektrons 
und das Ehrenfestsche Theorem. 


Von 
DIETER PFIRSCH und EBERHARD SPENKE, 


(Eingegangen am 25. Dezember 1953.) 


Die Abweichung der effektiven Masse eg eines Kristallelektrons von der gewohn- 
lichen Masse m beruht einfach darauf, daB in der Definitionsgleichung der effektiven 
Masse die vom Gitter auf das Elektron ausgeiibten Krafte unterschlagen werden. 
Diese Bemerkung von HINTENBERGER wird mittels des EHRENFESTschen Theorems 
m m CE 
Mest fh? Ok? 
nur den zeitlichen Mittelwert von »2/me darstellt, der in Wirklichkeit noch von 
schnellen Oszillationen tiberlagert ist. Diese klingen allerdings bei einem Wellen- 
paket sehr schnell ab. Die iibliche Beschrankung auf den konventionellen Wert 

m @E 

n° eR 


quantitativ ausgestaltet. Es zeigt sich, daB der konventionelle Wert 


ist bei Wellenpaketen und langsamem Krafteinsatz gerechtfertigt. 


Bei der Begriindung des Defektelektronenbegriffs spielt die Tatsache 
eine entscheidende Rolle, daB ein Kristallelektron am oberen Rande des 
Valenzbandes eine negative effektive Masse hat. Dies wird meistens als 
ein nur wellenmechanisch zu verstehender Effekt bezeichnet. Dem- 
gegeniiber wies uns Herr HINTENBERGER in einem Vortrag? darauf hin, 
daB die Abweichung der effektiven Masse m,,, ees Kristallelektrons 
von der gewohnlichen Masse m wahrscheinlich einfach darauf zuriick- 
zufiihren ist, daB in der Definitionsgleichung 


F = med (F = 4uBere Kraft) (1) 


die vom Gitter auf das Elektron ausgetibten Krafte ganzlich unter- 
schlagen bzw. in den m,4-Wert hineingesteckt worden sind. 

Bei dem Versuch, diese Bemerkung quantitativ auszugestalten, er- 
scheint das EHRENFESTsche Theorem 


m-5—— [y* OY dv (2) 


als geeigneter Ausgangspunkt, da es sich nicht nur auf im Unendlichen 
verschwindende y-Funktionen, sondern auch auf gitterperiodisch modu- 
lierte ebene Wellen anwenden laBt. Fiir die gesamte potentielle Energie V 
gilt unter Verwendung des iiblichen periodischen Gitterpotentials U 


Yee Ac = x, (3) 


1 Kolloquium des Forschungslaboratoriums II der Siemens-Werke. 1938. 


310 DreTER PFrIRSCH und EBERHARD SPENKE: 


so dab a . 
a aU = é * ov d 4 
mi—F +e [y* 5, ve Fit+Zfy ae v) (4) 
folgt und sich durch Vergleich mit (1) 
m _§,, € x OU : 
monte ff ‘ 


ergibt. Es liegt nun zunichst nahe, bei der Auswertung dieser Beziehung 
fiir y die bekannte Eigenfunktion w(x; k) e’** des periodischen Potential- 
feldes einzusetzen1, da sich auch beim Wirken einer nicht allzu starken 
auBeren Kraft F die Wellenfunktion des Elektrons in ausgezeichneter 
Naherung in dieser Form darstellen 14Bt, wobei allerdings die Wellen- 
zahl k zeitabhangig angesetzt werden muB: 


k(t) =k(0) + 5 Ft. (6) 


Da aber dieses p(x; k(t)) in jedem Augenblick ¢ mit einer stationaren 
Loésung identisch ist, verschwindet der so gebildete Mittelwert von 6U/éx 
und es wiirde m,.4—=m fiir alle Zeiten ¢ folgen. Auf dieses offensichtlich 
falsche Resultat wird man auch dann gefiihrt, wenn man statt einer 
einzelnen Welle u(x; k) e/** ein Wellenpaket benutzt, solange man dieses 
nur aus Zustanden eimes Bandes aufbaut; auch die Interferenzglieder 
heben sich némlich auf Grund eines bekannten Satzes iiber FouRIER- 
ahnliche Integrale gitter-periodischer Funktionen weg. Der Fehler liegt 
vielmehr darin, daB fiir die Giiltigkeit des EHRENFESTschen Theorems 
die exakte Erfillung der zeitabhangigen SCHRODINGER-Gleichung durch 
das bei der Mittelbildung verwendete y erforderlich ist, daB aber die 
unvollstandige Houston-Funktion 


u(x; R(t)) ef ** (7) 


nur eine Naherungslésung ist. An ihrer Stelle muB also eine vollstandige 
Houston-Funktion? 
t=? 
, 
a Ey (k(t)) dt 
pom, | 
DAn(t) ty (x; RO) Me“ rH0 


N 


(8) 


bei der Mittelwertbildung verwendet werden. N indiziert hierbei die 
Energiebander. 

Es zeigt sich dann, daf die mittlere Gitterkraft aus einem langsam 
verinderlichen Anteil besteht, dem schnelle Oszillationen uberlagert 
sind, Die langsamen Veranderlichkeiten rithren von der Zeitabhangigkeit 


* Hier und im folgenden wird nur der eindimensionale Fall betrachtet. 
* Houston, W. V.: Phys. Rev. 57, 184 (1940). 
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von & her [s. Gl. (6)]. Die Geschwindigkeit dieser Zeitabhangigkeit ist 
also durch die auBere Kraft F bestimmt, die im Rahmen einer Stérungs- 
rechnung als klein betrachtet wird!. Die schnellen Oszillationen dagegen 


erfolgen mit Frequenzen Fs (Ey — Ey) und sind also von der duBeren 


Kraft F unabhangig; dabei gehdéren die Energieeigenwerte E y und Ey 
zur selben Wellenzahl k(¢), Ey im Ausgangsband, Ey im N-Band 
(N + U). 

Fir den langsam veranderlichen Teil der mittleren Gitterkraft erhalt 
man mittels des fiir ein Kristallelektron geltenden Summensatzes? den 
Ausdruck 


m @E 
Fe er? 5th (9) 
so daB sich 
a2 
— = a om + schnelle Oszillationen (10) 
eff 
. . , L C2 
ergibt. Zu dem konventionellen Wert “ ca kommen also noch schnell 


oszillierende Glieder hinzu. 

Rechnet man zwar wieder mit einer plétzlich einsetzenden Kraft, 
aber statt mit einer einzigen Wellenzahlk mit einem Wellenpaket, so 
klingen die schnellen Oszillationen nach kurzer Zeit ¢t auf ihren Mittel- 
wert Null ab. Zwischen der in Gitterkonstanten a gemessenen raum- 
lichen Breite wa des Wellenpaketes und dieser Abklingzeit ¢ besteht in 
BritLournscher Naherung die Beziehung 


t>n 7 —n-107%sec fiir a=3-10-*%cm. (11) 


Bei einem iiber 20 Gitterzellen verschmierten Elektron ergibt sich also 
fiir die Dauer des Einschaltvorganges etwa 10714 sec. 

Ob diesen schnellen Oszillationen eine gréBere physikalische Bedeu- 
tung zuzuschreiben ist, erscheint zweifelhaft, da ja in Wirklichkeit ein 
vollig sprunghaftes Einsetzen der Kraft F nicht méglich ist. In mathe- 
matisch-formaler Beziehung erméglicht aber das Vorhandensein dieses 
Einschaltvorganges, daB im Zeitmoment t=O die effektive Masse 
Mey —=m sein kann, wie es nach dem EHRENFEsSTschen Theorem der Fall 
sein muB, wenn im Zeitmoment t= 0 das Wellenpaket nur aus Zustanden 
eines Bandes zusammengesetzt ist. 

Es mag verwundern, daB die auBerordentlich kleinen Amplituden 
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den oberen Bandern den Wert der 


1 Im vorliegenden Zusammenhang ist das natiirliche MaB fiir die Kraft die 
ZENER-Feldstarke (2 108V cm). Selbst so groBe Felder wie 104 V cm™ diirfen 
also bei solchen Betrachtungen noch als kleine GréBen behandelt werden. 

2 BeTHE, H.: In Ge1GER-SCHEEL, Handbuch der Physik, Bd. XXIV/2, S. 377.- 
Witson, A. H.: Proc. Roy. Soc. Lond. A 151, 274 (1935), namentlich S. 294. 
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effektiven Masse so entscheidend beeinflussen kénnen. Man bedenke 
dabei aber, daB bei der Berechnung der effektiven Masse die auf Grund 
der Ubergiinge in die oberen Bander auftretende Gitterkraft in der Gl. (5) 
nur im Verhaltnis zur auBeren Kraft F erscheint. Beide Krafte kénnen 
aber von gleicher GréBenordnung sein ; denn die Ubergange in die oberen 
Bander erfolgen ja gerade nach MaBgabe von F. — Weiter mag man 
erstaunt dariiber sein, daB man bei der iiblichen Ableitung Von Meg 
durch Berechnung von p zwar den konventionellen Wert erhalt, nicht 
aber die raschen Oszillationen, deren Amplituden bei reinen k-Wellen 
dauernd, bei Wellenpaketen zu Beginn des plétzlichen Krafteinsatzes 
durchaus von der gleichen GréBenordnung wie der konventionelle Wert 
sein kénnen. Dies liegt daran, daB man bei der iiblichen Ableitung den 
Mittelwert # nur mit einer einfachen Houston-Funktion (7) bildet. Ver- 
wendet man statt dessen korrekterweise die vollstandige Houston- 
Funktion (8), so entstehen zusatzliche Glieder mit Amplituden der Ord- 
nung F1, die also in dem Mittelwert # selbst neben dem schon von der 
unvollstandigen Houston-Funktion gelieferten Glied der GréBenord- 
nung F° zu vernachlassigen sind. Bei der Berechnung von p aber kommt 
der Umstand ins Spiel, daB das Glied der Ordnung F® langsam zeit- 
veradnderlich ist (im oben angegebenen Sinne) und infolgedessen durch 
die Zeitdifferentiation zu einem Glied der Ordnung F! wird. Dagegen 
sind die iiblicherweise in # vernachlassigten Glieder der Ordnung F 
schnell veranderlich und behalten deshalb bei der Zeitdifferentiation die 
GréBenordnung F? ihrer Amplitude bei. So sind dann in p das iblicher- 
weise allein beriicksichtigte langsam veranderliche Glied und die zu- 
sdtzlichen schnellen Oszillationen von derselben GréBenordnung F!. 

Das Rechnen mit der unvollstindigen Hovuston-Funktion gibt 
Resultate (ndmlich den konventionellen Wert von m/m,,), die auch nach 
unseren Uberlegungen zu allen Zeiten ¢ korrekt sind, wenn man gleich- 
zeitig die beiden Voraussetzungen 


, Wellenpaket’’ und _ ,,langsam einsetzende Kraft‘ 


macht. Bei schnellem Krafteinsatz oder beim Rechnen mit Einzelwellen 
erscheint jedoch die Vernachlassigung der Oszillationsglieder nicht von 
vornherein gerechtfertigt. 


Pretzfeld, Siemens-Schuckertwerke AG. 
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Anregungs- und lIonisierungsfunktionen 
beim Stof schneller Elektronen. 


Von 
D. REDE *. 


Mit 3 Figuren im Text. 


(Etngegangen am 1. Januar 1954.) 


Im AnschluB an friihere Messungen der Anregungs- und Ionisierungs- 
funktionen von Edelgasen beim StoB schneller Elektronen [7] wurden 
ahnliche Untersuchungen an Quecksilberdampf ausgefiihrt. Dabei 
konnten Messungen der 
Anregungsfunktionen von 
HANLE und SCHAFFER- 
NICHT [2] und THIEME [3], 
die bis zu Beschleuni- 
gungsspannungen von 
300 V gingen, bis 10000 V 
fortgesetzt werden. Die 
Ionisierungsfunktion wur- 

Fig.1. ElektronenstoBrohr. O Oxydkathode; P Anodenplatte; 


< [41 bj — 
de von SMITH [4] bis 7 50 \ C Plattenkondensator zur Messung der Ionisierung; A Auffanger; 
gemessen und im Verlauf JZ Elektrostatische Linse; B Batterie fiir Linsenspannung; 


eet Tes 000 ee ie ea 
erganzt. 

Die friiher beschriebene Versuchsanordnung [J] genitigte den hier 
gestellten Anforderungen nicht mehr. Der anregende Elektronenstrom 
und die Empfindlichkeit der Lichtmessung muBten vergréBert werden, 
um eine einwandfreie Messung der Anregungsfunktionen von mehreren 
einzelnen Spektrallinien zu erméglichen. Aus diesem Grunde wurden 
zwei neue ElektronenstoBrohre gebaut. Die Lichtintensitat wurde 
photographisch und mit dem Sekundarelektronenvervielfacher (SEV) 
gemessen. 

Das erste ElektronenstoBrohr ist der friiher beschriebenen Appara- 
tur [1] sehr ahnlich. Die zweite, wesentlich einfachere Anordnung ist in 
Fig. 1 dargestellt. Das Beschleunigungsfeld liegt zwischen der Oxyd- 
kathode O und der Anodenplatte P, die in der Mitte durchbohrt ist, 
um die Elektronen in den Beobachtungsraum eintreten zu lassen. Hier 
herrscht ein Quecksilberdampfdruck von etwa 10~* Torr. Im Beschleu- 
nigungsraum dagegen ist ein verhaltnismaBig gutes Vakuum erforderlich, 


* Zweiter Teil der GieBener Dissertation. 
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damit keine Gasentladungen auftreten. Dies wird durch eine Kiuhl- 
falle K gewahrleistet, die mit fliissiger Luft gekuhlt wird, so da8 der 
durch das Loch in P einstromende Quecksilberdampf sofort ausfriert. 
Auf diese Weise kénnen Beschleunigungsspannungen bis zu 20000 V 
angelegt werden. Eine elektrostatische Linse L faBt die Elektronen zu 
einem nahezu parallelen Biindel zusammen. Dieses wird durch zwei 
schwache Elektromagneten M so abgelenkt, daB es durch das Loch in 
der Anodenblende in den Beobachtungsraum gelangt. Die am Rand 
dieses Loches gestreuten Elektronen werden durch ein zweites Blech 
mit etwas weiterer Bohrung aufgefangen. Im Beobachtungsraum wird 
der Dampfdruck so niedrig gehalten, daB nur etwa 5% der Elektronen 
zum StoB gegen ein Quecksilberatom kommen und dabei eine Ablenkung 
erfahren. Der weitaus gréBere Teil der Elektronen gelangt ohne Ab- 
lenkung in den Auffanger A. Der Sattigungsstrom der erzeugten Ionen 
wird durch Anlegen einer kleinen Spannung an den Plattenkonden- 
sator C mit einem Mikroamperemeter gemessen. Das StoBleuchten 
wurde einerseits mit einem Dreiprismenspektrographen von Zeiss unter- 
sucht, andererseits mit Zeiss-Monochromatfiltern und einem SEV. Die 
spektrale Empfindlichkeitsverteilung des SEV wurde mit den gleichen 
Filtern und einem UV-Standardstrahler von der Firma Osram unter- 
sucht. Danach lieBen sich die Anregungsfunktionen und Intensitats- 
verhaltnisse ganzer Liniengruppen mit dem SEV messen, wahrend das 
Intensitaétsverhaltnis innerhalb einer Liniengruppe bei verschiedenen 
Beschleunigungsspannungen photographisch bestimmt wurde. So weit 
wie moglich wurden alle Messungen mit beiden Apparaturen nachein- 
ander ausgefiihrt, um eine Kontrolle iiber die Reproduzierbarkeit der 
Ergebnisse zu gewinnen. 

Eine wesentliche Schwierigkeit war bei den Messungen der Anre- 
gungsfunktionen der EinfluB der Sekundarelektronen. Es 1a8t sich 
grundsatzlich nicht vermeiden, daB bei Anregung durch schnelle Elek- 
tronen auch Sekundirelektronen auftreten, und zwar ist deren Zahl 
gréBer als die Zahl der emittierten Lichtquanten. Diese Sekundar- 
elektronen kénnen ebenfalls Atome zum Leuchten anregen und so die 
Messung der Anregungsfunktionen erheblich beeinflussen. Um das zu 
vermeiden, arbeitet man bei méglichst niedrigem Druck, damit nur 
wenige Sekundarelektronen zum Sto8B gegen ein Atom kommen. Natiir- 
lich kann man den Druck nicht beliebig klein waihlen, da sonst die Licht- 
intensitat zur genauen Messung nicht mehr ausreicht. Man muB also 
eine gewisse Verfalschung der Messung in Kauf nehmen. Sie blieb bei 
den Messungen an Edelgasen [7] vernachlassigbar klein, weil dort die 
Zahl der Sekundirelektronen kaum gréBer als die Zahl der emittierten 
Lichtquanten ist. Bei Quecksilber liegen die Verhaltnisse ungiinstiger, 
so daB eine Korrektur der Anregungsfunktionen erforderlich ist. 
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Fig. 2 zeigt eine Messung der Anregungsfunktion der gelben Linien- 
gruppe. Die Abszisse gibt die Beschleunigungsspannung an, die Ordinate 
die Lichtausbeute. Beide Koordinaten sind logarithmisch aufgetragen. 
Da die Lichtausbeute nur relativ gemessen wurde, ist die MaBeinheit der 
Ordinate willkiirlich. Die oberen Me8punkte ergeben die unkorrigierte 
Anregungsfunktion (gestrichelte Linie). Um eine Korrektur fiir die An- 
regung durch Sekundirelektronen zu erhalten, wurde unmittelbar nach 
der Messung der Anregungsfunktion das 
Leuchten neben dem Primarelektronenstrahl 
untersucht. Es mu8 im wesentlichen durch 
Sekundiranregung entstehen. Die untere 
Kurve ist die ,,Anregungsfunktion“ dieses 
Leuchtens. Sie wird als Korrektur von der ur- 
spriinglichen Anregungsfunktion abgezogen. 
Das Sekundarleuchten diirfte allerdings im 
Primarstrahl selbst noch starker sein als 
daneben. Man mu8 also die Korrektur noch 
mit einem gewissen Faktor multiplizieren, 
ehe man sie von der Anregungsfunktion ab- 
zieht. Eine Abschatzung ergibt fiir diesen 
Faktor die GréBe 1,5. So erhalt man als end- : 707 V 0* 
giltige Anregungsfunktion die ausgezogene Beschleuniguagsspanning 
Linie in Fig. 2. Diese Messung wurde mit  Fig-2. Zur Messung der Anregungs- 

- 3 funktion der gelben Liniengruppe. 
beiden Apparaturen insgesamt sechsmal -— —~ MeBkurve ohne Korrektur. 
wiederholt, wobei die Neigung der endgiiltigen rh beg Ne a aa 
Anregungsfunktion um etwa 10% streute. von der Beschleunigungsspannung. 

In ahnlicher Weise wurden die Anregungs- ” -tacreibeiretharfrt Ag 
funktionen der griinen Linie und der blauen 
Liniengruppe untersucht. Sie zeigten alle den gleichen Verlauf. Da- 
nach darf man annehmen, daB dies nicht nur fiir die Anregungsfunk- 
tionen der ganzen Liniengruppen gilt, sondern auch fiir die Anregungs- 
funktionen der Einzellinien. Das bedeutet, daB das Intensitatsverhaltnis 
der Spektrallinien bei Anregung durch schnelle Elektronen unabhangig 
von der Beschleunigungsspannung ist. 

Dieses Intensitatsverhaltnis wurde in zwei MeBreihen bei 2500 und 
4000 V Beschleunigungsspannung bestimmt. Da die Lichtintensitat 
sehr gering war, konnte keine hohe MeBgenauigkeit erzielt werden. Im 
wesentlichen stimmte das Ergebnis mit dem von HANLE und SCHAFFER- 
NicHT [2] und TureMeE [3] bei 60 V bestimmten Intensitatsverhaltnis 
iiberein. Im einzelnen kann man dies aus Fig. 3 entnehmen. 

Diese Figur zeigt die Ionisierungsfunktion und die Anregungs- 
funktionen einiger Spektrallinien von Quecksilberdampf. Die Abszisse 
ist die Beschleunigungsspannung in Volt, die Ordinate der Wirkungs- 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 21a 


Lichfausbeute 
8 


316 D. RIEDE: 


querschnitt in cm?. Beide Koordinaten sind in logarithmischem MabBstab 
aufgetragen. Die Ionisierungsfunktion wurde bereits von SMITH [4] bis 
750 V gemessen. Die eigenen Messungen begannen bei 500 V, so dab 
ein AnschluB an die von SMITH gemessenen Absolutwerte ohne weiteres 
moglich war. Die Messung der Anregungsfunktionen von THIEME [3] 
ging dagegen nur bis 300 V. Aber auch hier lieB sich ein AnschluB her- 
stellen (gestrichelte Verbin- 
dung). Nur bei dem Triplett 
(6°P,—7%S,) war ein solcher 
AnschluB nicht ohne weiteres 
mdglich. Deshalb wurden die 
eigenen Messungen an der 
griinen Linie (6 *P, — 7 3S,) bis 
herunter zu 60 V fortgesetzt. 
Das gelang nach einem gering- 
fiigigen Umbau der in Fig. 1 
dargestellten Apparatur. Ein 
giinstiger Umstand war dabei, 
daB man diese Linie mit einem 
Zeiss-Monochromatfilter hin- 
reichend sauber von allen an- 
deren Quecksilberlinien ab- 
trennen kann, so daB in 
diesem Falle die Messung der 
Anregungsfunktion einer Ein- 
zellinie relativ einfach mit dem 


Fig.3. lonisierungs- und Anregungsfunktionen von Queck- ~ , “ < . * 
silberdampf. Q Wirkungsquerschnitt; V Beschleunigungs- SEV moglich ist. Diese An- 


spannung. Die Spektralliniensind durch ihre Wellenlangen regungsfunktion zeigte einen 


in A gekennzeichnet. Die zugehérigen Ubergange sind: . 4 
wesentlich steileren Abfall als 


4358 (6 °P,—7 3S,), 4047 (6*P,»—7 #S,), ; ‘ 
5461 (6°P,—74S,), $769 (6"P,—64D,), bei THIEME [3]. So war bei 
4077 (6 °P,—7'Sp), 4347 (6°P,—7'D,), r : . 

$790 (6'P,—6'D,), 4330 (6B —72D,). 60 V auch hier ein Anschlu8B 


an die THTEMEschen Messungen 
mdglich (ausgezogene Kurve). Die TH1EMEsche Messung zwischen 60 und 
300 V ist punktiert eingezeichnet. Der Grund fiir ihren flachen Abfall 
nach héheren Spannungen ist vermutlich im Einflu8 der Sekundar- 
elektronen zu suchen. Dieser macht sich, wie Fig. 2 zeigt, um so starker 
bemerkbar, je gréBer die Energie der stoBenden Elektronen ist. Da die 
Sekundarelektronen ziemlich langsam sind, werden sie sich besonders 
bei der Anregung von solchen Spektrallinien bemerkbar machen, die 
leicht von langsamen Elektronen angeregt werden. Das ist gerade bei 
dem Triplett (6%P;—7%S,) der Fall, wie man aus Fig. 3 ersieht. 
Da die beiden anderen Linien des Tripletts vom gleichen angeregten 
Zustand ausgehen, gilt das eben Gesagte nicht nur fiir die griine Linie 
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5461 A (68P,—7%S,), sondern auch fiir die Linien 4047 A (6°P,—7°B) 
und 4358 A (63R—73S,). Deshalb wurde hier der Anschlu8 von den 
TureEMEschen Messungen bei 60 V bis zu den eigenen Messungen bei 
500 V analog der Anregungsfunktion der griinen Linie als ausgezogene 
Kurve eingezeichnet. 

In Fig. 3 zeigen alle Anregungsfunktionen von etwa 200 V an den 
gleichen Verlauf. Er entspricht dem schon frither nach Mott und 
Massey [95] zitierten Gesetz 


Const 4eV 
Ske os eee 

das auch durch die Messungen an Edelgasen [/] bestatigt wurde. 

Zusammenfassend kann man also sagen: Wahrend im Bereich nied- 
riger StoBenergieen die Ionisierungs- und Anregungsfunktionen der ver- 
schiedenen Gase und Spektrallinien recht verschiedenartig sind, haben 
sie von einigen 100 V an die gleiche Form und unterscheiden sich nur 
durch den Absolutwert der Wirkungsquerschnitte. Dieses Verhalten 
stimmt mit den Aussagen der Theorie iiberein. 


Herrn Professor Dr. HANLE danke ich ganz besonders fiir vielseitige 
Anregungen und die groBziigige Férderung meiner Arbeit, ebenso der 
Deutschen Forschungsgemeinschaft und der Firma Schunk und Ebe, 
GieBen-Heuchelheim, fiir freundliche Zuwendungen. 


Literatur. 
[7] Hane, W., u. D. Rreve: Z. Physik 133, 537 (1952). — [2] HanLe, W., 
u. W. SCHAFFERNICHT: Ann. d. Phys. 6, 906 (1930). — [3] TH1EME, O.: Z. Physik 
78, 412 (1932). — [4] Smit, J.: Phys. Rev. 36, 1293 (1930). — [5] Mott, N. F., and 
H.S.W. Massey: The Theory of Atomic Collisions, 2. Aufl. Oxford: At the 
Clarendon Press 1949. 


GieBen, Physikalisches Institut der Justus Liebig-Hochschule. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 318—332 (1954). 


Ultraoptische Eigenschaften von Metallen und 
mittlere freie Weglinge der Leitungselektronen®*. 


Von 
JOACHIM EULER. 


Mit 14 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 8. Junt 1953.) 


1. Einleitung. 

N. MurMANN [1] hat in einer eingehenden experimentellen Arbeit 
zeigen kénnen, daB an diinnen Metallschichten im Ultraroten (UR) 
zwischen den makroskopisch meBbaren optischen Gr6éBen Durchlassig- 
keit, Reflexionsvermégen und Absorption einerseits und dem Produkt 
aus Leitfahigkeit o und Dicke d andererseits ein enger und einfacher 
Zusammenhang besteht. Er erhielt z.B. fiir die Durchlassigkeit D bei 
senkrechter Inzidenz 


1 
doa 
26 & 


/D — 


&9 = 8,86 10-2 =| 


worin c= 3-108 (m/sec) die Lichtgeschwindigkeit und o die Gleich- 
stromleitfahigkeit (1 m4) des Materials bei der betreffenden Schicht- 
dicke d (m) ist. An Silberfilmen, die auf diinne Haute aus Zaponlack 
aufgedampft worden waren, konnte er den von ihm gefundenen Zu- 
sammenhang tiber 31/, Zehnerpotenzen von o-d messend verfolgen. 
Seine MeBpunkte fallen unter Beriicksichtigung der Umstande gut mit 
den theoretischen Kurven zusammen. In kleineren Intervallen von zwei 
bzw. einer Zehnerpotenz war die Formel auch fiir Bi und Sb giiltig. 
Einige Jahre spiter hat WoLTERSDORFF [3], fuBend auf Arbeiten von 
BARNES und CZERNY [2], die MURMANNschen Messungen nachgepriift 
und im Rahmen der MeBgenauigkeit bestatigt. Er konnte weiter Mes- 
sungen an Al und Au ausfiihren, die ebenfalls fiir das Bestehen des ge- 
schilderten Zusammenhanges sprechen. WOLTERSDORFF hat im Gegen- 
satz zu MURMANN versucht, wenigstens in einigen Fallen Abschatzungen 
der Schichtdicken aus der Verdampfungsrate durchzufiihren ; MURMANN 
hatte sich damit begniigt, das Produkt o-d, das durch Widerstands- 
messungen unmittelbar erhalten wird, anzugeben. Die von MURMANN, 
WOLTERSDORFF wu, a, benutzten Formeln sind inzwischen von einigen 
Autoren [4], [4] fiir beliebige Inzidenz verallgemeinert worden, 


* Im Auszug vorgetragen auf der Tagung der NWDPG. in Essen. Phys. Verh. 
3, H.2 (1952). 
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2. Abgrenzung, Zielsetzung. 

Wegen fehlender Dickenangaben ist eine Auswertung in Richtung 
auf die freie Weglange praktisch nicht méglich. Inzwischen hat Fucus [6] 
eine fiir diinne Schichten giiltige Formel fiir die Zunahme des elektri- 
schen Widerstandes infolge der Behinderung der freien Weglange an- 
gegeben. Diese Formel ist aber wegen der Verwendung des Integral- 
logarithmus fiir den praktischen Gebrauch unbequem. CHAMBERS [7] 
hat eine bequeme Naherungsformel angegeben: 

o 3 1 

Spe st 0,4228] + 0,4816 x2, 
worin oy die Leitfahigkeit des Massivmetalls ist und x= d/l das Ver- 
haltnis aus Schichtdicke d und mittlerer freier Weglange / der Elektronen 
im Massivmetall. Die Formel gilt fiir x < 0,2 mit besserer Genauigkeit als 
1%. Sie setzt vollig diffuse Streuung an den Schichtbegrenzungen voraus. 
CHAMBERS gibt auch Naherungsfor- o= , 
meln fiir den Fall an, daB8 ein gewisser 
Bruchteil der Elektronen an den 2 
Wanden regular gestreut wird. Aus 
der FucHsschen Arbeit ist bekannt, 
daB die Widerstandszunahme mit ab- 
nehmender Dicke um so mehr in Er- 
scheinung tritt, je weniger Elektronen 
regular reflektiert werden. 

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, 
gleichzeitig Messungen der Dicke und 
des Zusammenhanges zwischen D bzw. 
R und o-d zu geben. 1o-* 


g 
™ 
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ch 
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* Woltersdorr 
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3. Diskussion dlterer Arbetten. Fig.1. Produkt aus Schichtdicke und Leit- 
fahigkeit als Funktion der Dicke berechnet aus 


Benutzt man die Naherungsformel den Murmannschen Werten mit der Formel 
von CHAMBERS, so erhdlt man, aus- joicn Pune lien bel wesentich gréteren 
gehend von der bekannten Leit- Dicken. Das Diagramm bezieht sich auf Silber. 
fahigkeit des Massivmaterials, ohne 
weiteres die zu jeder Schichtdicke gehérige Leitfahigkeit o(d). Durch 
Multiplikation mit d kann man sofort auch das Produkt o - d als Funk- 
tion der Schichtdicke d angeben. Geht man mit dieser Funktion in die 
Murmannschen MeBergebnisse ein, so erhalt man den Zusammenhang 
zwischen Schichtdicke d und z.B. Durchlassigkeit D. Wenn auch im 
weiteren UR iiber die Durchlissigkeit D als Funktion der Schichtdicke 
nur sparliche Angaben vorliegen [8], so ist doch mit Sicherheit zu ent- 
nehmen, daB die nach der Formel von FucHs-CHAMBERS berechneten 
Schichtdicken wesentlich (etwa eine Zehnerpotenz) zu klein sind. Auch 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 21b 
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die von WoLTERSDORFF gemachten Dickenabschatzungen liegen wesent- 
lich héher. Fig. 1 zeigt die aus der FucHs-CHAMBERS-Formel und den 
Messungen von MuURMANN berechnete Ab- 
hangigkeit od(d). Von SENNET und 
Scott [10] ist die elektronenmikroskopi- 
sche Aufnahme einer aufgedampften Gold- 
schicht ver6dffentlicht worden, die den 
Aufbau diinner Schichten aus diskreten 
Metallteilen zeigt, die durch weite Zwi- 
schenraume getrennt sind. Leider haben 
die Autoren weder die Vergr6Berung noch 
die beobachtete Schichtdicke oder eine 
optische oder elektrische Eigenschaft an- 
gegeben. Ahnliche Aufnahmen sind auch 
rem 100A, D7 4 von Hass und Scott [//] an Al und Ag 

gewonnen worden. Der Gedanke an einen 
Aufbau aus diskreten Teilchen ist schon 
friiher von MAxWELL und GARNETT [72] 
und Davip (13) ausgesprochen worden. 
MAXWELL-GARNETT postulierten einen 


Fig. 4. 


Fig. 2—§. Elektronenmikroskopische Aufnahmen verschieden dicker Golds« hichten. Fig.2 etwa 20A 
20 A, 


Fig. 3 etwa 45 A; Fig. 4 etwa 120 A dick. Fig. § zeigt die abweichende Belegung mit Kristalliten an einer 
Stérung in der Oberflache des Tragers (Blase). 


Aufbau aus annihernd kugelférmigen Teilchen, wahrend DaAvi1p Ellip- 
soide annahm. Aus Messungen des diffus reflektierten Lichtanteils 
konnte DAvip auch eine Abschitzung von GréBe und Achsenverhaltnis 
der die Schicht aufbauenden Teilchen angeben. Weiter gelingt nach 
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SCHOPPER [14] eine befriedigende Berechnung der optischen Phasen- 
spriinge im sichtbaren Gebiet, wenn man Rotationsellipsoide mit 
Achsenverhaltnissen von etwa 1:5 bis 1:7 annimmt, wahrend Kugeln 
keine befriedigende Erklarung erlauben. Die Leitfahigkeitsmessungen 
von Mostovetcu und Vonar [17] legen es ebenfalls nahe, nicht glatte, 
sondern unregelmaBige Schichten zu vermuten. 

Fig. 2—5 zeigen eine Reihe von Aufnahmen, die an diinnen, aufge- 
dampften Goldschichten mit einem AEG-Zeiss-Elektronenmikroskop 
EM 8 gewonnen werden konnten}?, 

Die Aufnahmen konnten zum Teil als 
Stereoaufnahmen gemacht werden und liefer- 
ten so unmittelbar Aussagen tiber die Dicke 
der Kristallite. Die so gefundenen MeBpunkte 
sind in Fig. 8 eingetragen worden. Neben den 
Aufnahmen an Gold sind auch Aufnahmen 
an Goldlegierungen gewonnen worden. 


4. Berechnung der freien Wegldange 


in kleinen Rotationsellipsotden. Fig. 6. Schnitt durch einen als Rota- 
fe ; tionsellipsoid angenaherten 
Die von Fucus bzw. CHAMBERS abgelei- Kristalliten. 


teten Formeln fiir die freie Weglange gelten 
fiir glatte Schichten. Von Pipparp ist dieTheorie auf Drahte erweitert 
worden. Dagegen ist iiber die freie Weglange in kugeligen oder ellipti- 
schen Teilchen nichts bekannt geworden. In seiner vollen Allgemeinheit 
diirfte das Problem nur schwer zu lésen sein. Wir wollen im folgenden 
einige Betrachtungen anstellen, die zu der gewiinschten freien Weg- 
lange fiihren fiir den Fall vdllig diffuser Reflexion an den Oberflachen 
und fiir den Fall, daB die Partikelabmessungen klein gegeniiber der freien 
Weglange des Massivmaterials sind. 

Ist P, ein fester Aufpunkt auf der Oberflache eines Rotations- 
ellipsoids Fig. 6, dessen Rotationsachse mit z bezeichnet sei, so gilt fiir 
die mittlere Lange / aller durch Py gehenden Sehnen: 


docosa 
acre Came a ( 


worin A die Lange der Sehne, w der Winkel zwischen Oberflachen- 
normale und DurchstoBpunkt und do ein Oberflachenelement um den 
DurchstoBpunkt ist. Fiihrt man die Vektorgleichung der Flache 


1 Der Direktor des Institutes fiir Biochemie des Bodens in der Forschungs- 
anstalt fiir Landwirtschaft, Herr Prof. Dr. Fraic, erlaubte die Durchfiihrung der 
Untersuchungen an dem Elektronenmikroskop des Institutes. Ihm und Herrn 
Dr. BEUTELSPACHER méchte ich fiir die herzliche Aufnahme in ihrem Laboratorium 
und ihre groBe Hilfsbereitschaft danken. 
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t=r(u, v) ein, so gilt fiir die Normale n =r, Xt, und fiir das Oberflachen- 


element do=|n|dudv. Ist weiter | der Vektor der Sehne, so daB also 


Pe ; 
|{] =A, so wird {-n=A|n|cosw oder cosm—= 7. Damit er- 


halten wir fiir / 
1 pUss: ; 
l= = ff} Fi dudv. 


Das Integral laBt sich auswerten. Die umfangreiche Rechnung sei hier 
iibergangen. Man erhalt schlieBlich: 


20In are + (4+62) —a(1 — 62) — 22/4 


+ 2aIn—% — (1+ p%)—a(1 —f%) +22]. ¢ 2) 


1 
5 0 Gas 


b 
Darin sind Z= Jo? (1 — #?)+ 6, a=sinu, und p=~—- 
Wir haben damit die mittlere Sehnenlange fiir einen Punkt in Abhangig- 
keit von seiner Koordinate « =sin u, und in Abhangigkeit vom Achsen- 
verhaltnis B=b/a. Dabei ist b die halbe Rotationsachse. Fiir einen 


Punkt des Ellipsoidaquators, also «=0, erhalt man durch Einsetzen: 


l 1 , 11-— 8 


2b 2 "4942" 


Fiir den Pol, also «=1, erhalt man durch eine Sonderbetrachtung 


2b 1—p 

Fiir den Fall der Kugel, also P= 1, fiihren diese Formeln sémtlich auf 
1=b=r. Die mittlere Sehnenlange ist dann also gleich dem Kugel- 
radius. Da in der Kugel alle Punkte der Oberflache gleichwertig sind, 
ist damit fiir die Kugel das Problem bereits gelést. Fiir das Rotations- 
ellipsoid dagegen muB jetzt noch tiber alle vorkommenden Aufpunkte P 
gemittelt werden. Diese Mittelung ist in der Art vorzunehmen, daB eine 
gleichmaBig mit Aufpunkten besetzte Oberflache vorausgesetzt wird. 
Die Mittelung 1aBt sich rechnerisch nur noch schlecht durchfiihren. Wir 
haben daher fiir verschiedene Aufpunkte eines Quadranten des Haupt- 
schnittes (8) ausgerechnet und die Mittelung graphisch vorgenommen, 
Fig. 7 zeigt das Ergebnis. Hier sind eingetragen die = 
des reziproken Achsenverhaltnisses 1/8=a/b mit «sin u, als Para- 
meter. Unter der Voraussetzung einer gleichmaBigen Besetzung der 
Oberflache mit Aufpunkten erhalt man als mittlere Sehnenlainge / des 
gesamten Ellipsoids die stark ausgezogene Kurve AA’. 

Die hier berechneten mittleren Sehnenlingen kénnen wir mit den 
mittleren freien Weglingen der Leitungselektronen identifizieren. Dabei 
sind folgende Annahmen zu machen: 


als Funktion 
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1. Die Linearabmessungen der Ellipsoide sind klein gegentiber den 
mittleren freien Weglangen im festen Material. 

2. Die Elektronenbahnen zwischen zwei Kollisionen sind geradlinig. 

3. Die Reflexion an der Oberfliche erfolgt vdéllig diffus. 

Die Voraussetzungen 2. und 3. bedeuten gleichzeitig, daB die von 


uns vorgenommene Mittelbildung iiber die Ellipsoidoberfliche berech- 
tigt ist. 


x 30 a@=7 (Pol) 

& 08 
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Fig. 7. Kurven fiir die mittlere Sehnenlange. 


Dabei werden die mittleren freien Weglangen fiir das Ellipsoid stets 
grOBer sein als fiir eine Kugel gleicher kleiner Achse, oder, was sinnvoller 
erscheint, gleichen Metallvolumens. 


3. Schichtdicke. 


Wir gehen von der Annahme aus, daB die diinnsten aufgedampften 
Schichten aus Kugeln bestehen und setzen an, daB f = 1 fiir eine (optisch 
gemessene) Schichtdicke bis 20 A zutrifft. Weiter kénnen wir aus den 
Formeln von Fucus und den Messungen von R. SCHULZE [16] schlieBen, 
daB etwa oberhalb von 250A Schichtdicke die Dicken-Widerstands- 
abhangigkeit keine Anomalitat zeigt. Wir diirfen also annehmen, dab 
fiir 250 A die Schicht dicht und damit nicht mehr aus diskreten Teilchen 
aufgebaut ist. Wir haben damit fiir das Dickengebiet zwischen 20 und 
250 A einen Ubergang fiir 1/8 von 1 (kugelférmig) zu sehr hohen Werten 
entsprechend sehr flachen Ellipsoiden zu erwarten. Aus den Aufnahmen 
von Hass und Scorr [1/7] und aus den eigenen Elektronenmikroskop- 
aufnahmen kann man folgern, daB dann nur noch eine geringe Zer- 
kliiftung, offenbar durch thermische Spannungen hervorgerufen, vor- 
handen ist. Wir werden daher bei 250 A ein 1/6 von 20 ansetzen. Das 
entspricht einer Ausdehnung der einzelnen Partikel in Flachenrichtung 
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von rund 4p. Fiir das Ubergangsgebiet machen wir einen parabolischen 
Ansatz 


fp —0:88-4+3,1-40-8d* [din A) 
mit zwei Konstanten, so daB wir eine Abhangigkeit nach Fig. 8 erhalten. 
Dieses Wachstumsgesetz wird durch Stereo-Elektronenmikroskop- 
aufnahmen an aufgedampften Goldschichten bestatigt. Fiir die dicksten 
Schichten diirfen wir ohne weiteres die Rotationsachsenlange als optisch 
gemessenen Schichtdicke ansehen. Bei den diimneren Schichten ist nur 
schwer eine Aussage zu treffen. Wir wollen als Ersatzschichtdicke d* 
20 die Dicke bezeichnen, die sich ergibt 
wenn das Volumen aller Kristallite als 
glatter Film ausgebreitet wird. Diese 
Ersatzschichtdicke ist stets kleiner, als 
die Rotationsachsenlange. Die optische 
Dicke ist ebenfalls sicher kleiner als die 
Rotationsachse, weil die Welle in die 
Schicht eindringt. Sie liegt wahrschein- 
lich zwischen der Ersatzdicke und der 

: vi es he Pte zo doh mittleren Rotationsachsenlange. Da die 
Fig. 8. Achsenverhaltnis als Funktion der hier entwickelte Theorie jedoch nur eine 
eae ees eBpunkten =" — Naherung ist — die Teilchen sind keine 
Ellipsoide und die Kontaktbriicken sind 

vollig vernachlassigt — geniigt es, auch fiir diinne Schichten die drei 
Dicken zusammenfallen zu lassen und die Rotationsachse als Dicke 
anzusetzen. Die Rotationsachse steht immer senkrecht zur Unterlage. 
Damit hatten wir eine einheitliche Abhangigkeit der Leitfahigkeit 
von der Schichtdicke. Das Ergebnis ist in Fig. 9 niedergelegt, wobei 
als Dicke die Rotationsachse angegeben ist. Man erkennt, daB die Leit- 
fahigkeit nach der neuen Vorstellung wesentlich schneller abfallt als 
fiir die kompakte Schicht. Oberhalb von etwa 100 A sind die Abmes- 
sungen der Einzelkérper offenbar nicht mehr klein genug gegeniiber der 
massiv-freien Weglinge. Infolgedessen hat man — abgesehen von 
einem Ubergangsgebiet — etwa von 150A an aufwarts die normalen 
Formeln von Fucus zu benutzen. Diesem Verlauf passen sich auch die 
Messungen von SCHULZE gut an. Die Werte von WoLTERSDORFF streuen 
so stark, daB es nur wenig Sinn hat, sie zum Vergleich heranzuziehen. 
Uber die Werte von WILKINSON werden weiter unten noch einige Be- 
merkungen zu machen sein. Danach sind also die Vorstellungen von 
THOMSON [2/7] und SWANN [22] beide berechtigt. Im Gebiet von 20 bis 
400 A handelt es sich um Weglingeneffekte. Unterhalb etwa 100 A 
besteht die Schicht aus einzelnen Kristalliten, deren Form fiir die 
Leitung bestimmend ist. Unter 20 A iibernehmen wahrscheinlich die 


3 


Achsenverhélinis 1/8 
8 
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Briicken zwischen den Kristalliten den Hauptteil des elektrischen 
Widerstandes. 


Aus Fig. 9 folgt auch, da8 die MAxwert-Garnetrsche Annahme, 
die Schichten seien aus kugelférmigen Kristalliten aufgebaut, sich mit 
den Leitfahigkeitsmessungen nicht vereinen laBt. Allerdings ist der 
Unterschied zwischen dem hier benutzten Wachstumsgesetz und dem 
Aufbau aus Kugeln nicht sehr groB, jedenfalls wesentlich weniger aus- 
gepragt, als bei den optischen Konstanten im Sichtbaren. Tatséchlich 
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Fig. 9. Leitfahigkeit als Funktion der Dicke, berechnet nach den Uberlegungen in Abschnitt 4. Eingezeich- 

net sind die MeBwerte von ScHutze [J6] x, WoLTERSDORF [3] 9, Wirkinson [15] +, CoLomsBanr und 

Rance [23] =f und Evtrr o. Die Rechnung ist fiir Gold durchgefiihrt, benutzt wurde die freie Weglange im 
Massivmaterial 1= 440A fiir 0°C. 


wird die optische gemessene Dicke bei diinnen Schichten kleiner sein 
als die Partikelachse. Dadurch wird, bezogen auf die optische Dicke, 
die Leitfahigkeit gréBer. Die Me8punkte miBten also iiber der theo- 
retischen Kurve liegen. Aber die zwischen den Partikeln liegenden 
Kontaktwiderstande machen sich mit abnehmender PartikelgréBe mehr 
und mehr bemerkbar. Diese beiden Effekte sind gegeneinander gerichtet 
und kompensieren sich zum Teil. Dadurch wird verstandlich, da8 die 
MeBpunkte verhaltnismaBig gut mit den Kurven iibereinstimmen. Die 
genaue Kenntnis der PartikelgréBe kénnte die Méglichkeit ergeben, den 
Anteil der Zwischenraume am Gesamtwiderstand zu bestimmen. Damit 
waren wahrscheinlich Aussagen iiber den Leitungsmechanismus in diesem 
Gebiet zu erwarten. Aus Messungen des Temperaturkoeffizienten kann 
ein SchluB derart nicht gezogen werden, weil auch die Elektronenleitung 
in dem betrachteten Falle temperaturunabhingig wird. Die hier vor- 
gelegte Naherungstheorie erlaubt aber so weitgehende Folgerungen 
noch nicht. 
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6. Experimentelles. 

Die von uns untersuchten Schichten sind durch Hochvakuum- 
verdampfung von reinem Gold (99,99% Au) gewonnen worden. Nach 
einigen Versuchen wurden sie ebenso wie be1 MURMANN auf Zellophan 
bzw. Zaponfolien aufgebracht. Daher ist es erlaubt, die fiir freitragende 
Schichten giiltigen Formeln von MuRMANN und WOLTERSDORFF an- 
zuwenden. Das Anfangsvakuum beim Aufdampfen war besser als 
10-5 Torr und hielt sich waihrend des etwa 15 sec dauernden Aufdampfens 
unter 2- 10-5 Torr. Eine nennenswerte Getterung war nicht zu erkennen. 
Um die Schichtdickenmessung an den diinnsten Schichten noch nach 
einem Interferenzverfahren machen zu kénnen, wurde das Abstands- 


= | quadratgesetz herangezo- 
Mf Nt gen. Die eigentliche Probe 
;. oe . i * 
rk cH befand sich in etwa 30 bis 

heststrahiplatten Laake’ 
> SS me 40cm <Abstand von der 


barker Metallquelle. Eine zweite 
PSEA Fangerflache stand in etwa 
VATE TATE AVE TATETAT 8 bis 10cm Abstand, so 
ee be es ee daB die hier niedergeschla- 
Fig. 10. Reststrahlenapparatur. genen Dicken 9 bis 25mal 
groBer waren. Die Dicken- 
messung erfolgte ebenso wie die optischen und elektrischen Messungen 
auBerhalb des Vakuums. Der normale Aufdampfstand hatte eine Glas- 
glocke von etwa 50 Liter Inhalt und war an eine Leybold Q3-Ol- 
diffusionspumpe angeschlossen. Die Abdichtung der Glocke erfolgte fett- 
frei durch eine Gummimanschette. Um gegen Gasabgabe durch das 
Gummi gesichert zu sein, wurde innen ein Blechstreifen angebracht, 
der eng an Glocke und Teller anlag, so daB groBe Diffusionswege ent- 
standen. Das Vakuum wurde mit einem Philips-Vakuummeter iiber- 
wacht. Die Verwendung von Gold als Aufdampfsubstanz bietet in ge- 
wisser Weise die Méglichkeit, reproduzierbare Messungen auch bei etwas 
schlechterem Vakuum zu erhalten. Nach einer Arbeit von WILKINSON [15] 
scheint ein merklicher EinfluB jedenfalls auf den elektrischen Wider- 
stand nicht zu bestehen, selbst wenn Gasdriicke bis zu 107° Torr auf- 
treten sollten. 

Die Dickenmessung erfolgte bei diinnen Schichten stets an der Hilfs- 
platte mit Hilfe der Interferenzstreifenverschiebung. Auf der Hilfs- 
platte blieb ein Streifen unbedampft. In einem besonderen Arbeitsgang 
wurde wie tiblich zur Ausschaltung von unterschiedlichen Phasen- 
springen Silber aufgedampft. Die aufgelegte Platte war eine gut plane 
Teilungsplatte aus einem optischen Gerit, die teildurchlissig (etwa 10% 
Transparenz) mit Al bedampft war. Die Interferenzstreifen sind unter 
diesen Bedingungen sehr scharf und erlauben je nach Justierung ohne 
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weiteres eine Verschiebung von }/,, Streifenbreite zu ermitteln. Das be- 
deutet also eine Verschiebung von 4/160 der Schichtdicke oder bei der 
griinen Hg-Linie eine MeBgenauigkeit von 5460/160 = 34 A oder fiir die 
Dickenmessung auf der Probe selbst je nach Abstandsverhiiltnis 4 bis 
1,5 A. Wir ermitteln also stets die ,,Ersatzdicke d. Die optische Durch- 
lassigkeits- bzw. Reflexionsmessung im UR erfolgte mit einer Rest- 
strahlenapparatur. Als Reststrahlenkristalle wurden Kalkspat, Glas und 
Steinsalz verwendet. Die Apparatur zeigt Fig. 10. Als Lichtquelle 
dienten Auerbrenner, Nernstfaden oder Globarbrenner. Die Thermo- 
sdule arbeitete mit einem Ruhstrat- * 

Galvanometer ESG 8 zusammen, ‘| 
das mit einem Autokollimationsrohr? “4 
abgelesen wurde. Es hatte eine 70 
Aquivalentbrennweite von 140 cm. 
AuBer den Kalkspatplatten wurden 
alle Teile der Reststrahlenapparatur 
im Institut angefertigt. 


S 


burchlissigkelt 
SS 


Den angestellten Uberlegungen 
liegt fiir gleiches Metall und gleichen 
Trager ein einheitliches, nur wenig 
von der Verdampfungsgeschwindig- 


keit abhangiges Wachstumsgesetz 0 20 50 700+ ~200N 
zugrunde. Daher wurden die Ver- rei lecaeit's 

r . Fig. 11. Durchlassigkeit der Goldaufdampfschich- 
suche von MOSTOVETCH und VODAR ten fiir Gliihlicht als Funktion der Dicke. 


[17] in gewisser, etwas abgeanderter 

Form wiederholt und das Anwachsen der Leitfahigkeit mit der Schicht- 
dicke beobachtet. Aus eigenen friiheren Versuchen war der Zusammen- 
hang zwischen Dicke und optischer Durchlassigkeit fiir sichtbares Licht 
(Gliihlicht) bei unseren Schichten bekannt, s. Fig. 11. Sie stimmte 
verhaltnismaBig gut mit den von Goos [18] gefundenen Werten tberein, 
obwohl die Schichten von Goos kathodenzerstaéubt waren”. Da diese 
Abhangigkeit einigermaBen reproduzierbar ist, konnte sie benutzt 
werden, um wahrend des Aufdampfens kontinuierlich die Dicke zu be- 
obachten. Zu diesem Zwecke wurde an dem Hochvakuumstand ein 
Spiegel und oben ein Photozellenkasten angebracht. Diese Messung 
diente also lediglich zur Bestimmung der Dicke. Die Fangerflache wurde 
im Gegensatz zu den Versuchen von MostovetcH und Vopar nicht 
gekiihlt, so daB sich die Kristallisationsvorgénge wesentlich schneller 


1 Der Firma Voigtlander und besonders Herrn Dr. NAUMANN danke ich herzlich 
fiir die Leihgabe. 

2 Die gute Ubereinstimmung zwischen zerstaubten und aufgedampften Gold- 
schichten scheint iibrigens durch neuere Arbeiten von FLEISCHMANN und Scuop- 
PER [19] bestatigt zu werden. 


a 
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abspielen konnten. Da auBerdem die Heizleistung des Verdampfers 
periodisch herabgesetzt wurde und die Widerstandsmessungen stets am 
Ende einer solchen Periode mit kleinerer Heizleistung durchgefihrt 
wurde, ist anzunehmen, daB die Messungen mit den oben angefthrten 
Widerstandsmessungen vergleichbar sind. Fig. 12 gibt einen Uberblick 
iiber die Resultate. od und d sind als Funktionen der Zeit aufgetragen. 
Der gesamte Aufdampfvorgang dauerte etwa 1 Std. Im allgemeinen 
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Fig. 12a u. b. a Schichtdicke als Funktion der Zeit bei langsamem, ununterbrochenem Aufdampfen. 
b Das Produkt aus Dicke und Leitfahigkeit als Funktion der Zeit bei langsamem, ununterbrochenem 
Aufdampfen. 


sind solche langen Aufdampfzeiten der AnlaB von Stérungen, weil dabei 
die elektrischen Zufiihrungen durch Warmeleitung und die Glocke durch 
Strahlung warm werden und Gas abgeben. Bei der benutzten kleinen 
Glocke ist aber die Pumpleistung verhaltnismaBig hoch, und auBerdem 
scheint Gold nicht sehr empfindlich gegen Vakuumschwankungen zu 
sein. Das wesentliche Ergebnis dieser Versuche ist darin zu sehen, daB 
bei mehreren derartigen MeBreihen die Abhangigkeit zwischen d und o 
stets innerhalb der MeBgenauigkeit die gleiche war. 


7. Ergebnisse. 

Die erhaltenen Punkte der Abhangigkeit D bzw. R von ed sind in 
Fig. 13 eingetragen und zeigen eine gute Ubereinstimmung mit der theo- 
retischen Kurve. Die Messungen erstrecken sich iiber das Gebiet 
2°10°*<oad <0,15 [QO], also drei Zehnerpotenzen. Die zugehorigen 
Ersatzschichtdicken liegen zwischen etwa 10 und 250 A. Unterhalb von 
etwa 20 A oder rund od = 1073 Q" treten an einigen Schichten abnorm 
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hohe Widerstande auf. Schichtdicken unterhalb 10 A scheinen daher 
einer Betrachtung in der vorliegenden Form nicht zugangig zu sein. Die 
Abmessungen der Molekiile in den organischen Tragerfolien erreichen 
sicher die GréBenordnung von 10 A, so daB erhebliche Kontaktwider- 
stande zwischen den Teilchen plausibel werden. 

Die ermessene Abhingigkeit zwischen od und der Dicke d (s. auch 
S. 330) ist in Fig. 14 eingetragen. Die durchgezogene Kurve ist die 
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Fig. 13. Durchlassigkeit und Reflexionsvermégen im Ultraroten von Goldaufdampfschichten als. Funktion 
des Produktes aus Schichtdicke und Leitfahigkeit. Werte von WoLTERSDoRF [3] und von EuLEr (vorlie- 
gende Arbeit). Reflexionsvermégen von der Schichtseite gemessen; Reflexionsvermégen des Tragers 
abgezogen. 


nach den theoretischen Uberlegungen in Abschnitt 4 zu erwartende Ab- 
hangigkeit. Dabei ist fiir das Massivmaterial eine mittlere freie Weg- 
lange von 440 A angesetzt worden. Die gemessenen Werte fiir od liegen 
im Rahmen der zu erwartenden Genauigkeit durchweg gut auf den 
Kurven. Es hat den Anschein, als wenn die Leitfahigkeiten durchweg 
etwas zu niedrig legen. 

Die Leitfahigkeit sinkt nach Fig. 9 also mit abnehmender Schicht- 
dicke starker, als es die Fucussche Theorie angibt. Macht man den 
hier beschriebenen Mechanismus dafiir verantwortlich, so treten die 
Zwischenraume zwischen den Kristalliten praktisch nicht in Erschei- 
nung, sie haben nur einen geringen Widerstand. Da fiir den Ubergang 
der Elektronen zwischen den Kristalliten weder thermische, noch Photo- 
noch Feldemission ausreicht und auch der Tunnel-Effekt die nétigen 
Durchtrittswahrscheinlichkeiten nicht liefert, hat man sich nach einem 
anderen zunichst rein hypotetischen Mechanismus umzusehen. Es liegt 
nahe, eine Parallele zwischen der hohen Beweglichkeit des Metalles auf 
der Unterlage und der Leitfahigkeit in den Zwischenréumen zu vermuten. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 22 


330 JoacHImM EuLER: 


DaB diese Beweglichkeit vorhanden ist, geht aus den elektronenmikro- 
skopischen Aufnahmen klar hervor. Betrachtet man Aufnahmen an 
verschiedenen Schichtdicken, also Aufnahmen, die sich an einer Schicht 
zeitlich nacheinander ergeben, so findet man, daB die dickeren Schichten 
nicht nur gréBere Kristallite, sondern auch groéBere Zwischenraume auf- 
weisen. Es sind also nicht nur die Zwischenraume zwischen kleineren 
Kristalliten zugewachsen, sondern 
2" gleichzeitig die verbleibenden Zwi- 
schenraume aufgeklafft. Ob man 
hier thermische Krafte oder Ober- 
flachenspannung als Ursache anzu- 
nehmen hat, ist nicht zu entschei- 
den. Thermische Krafte miBten 
aber besonders beim Aufhéren des 
Bedampfens zur Wirkung kommen. 
Dann miiBten ganze Partien von 
der Unterlage abgerissen werden. 
Makroskopisch sind aber die 
Schichten relativ wischfest. Wahr- 
scheinlich darf man sich die Schicht 
aus einem sich dauernd bewegenden 
diinnen Film von ein bis einigen 
Atomlagen des Metalles vorstellen, 
der tiber den Trager kriecht. In 
wok diesem Film sitzen die wesentlich 
snipes _ dickeren Kristallite. 
nig. Dee Dro aus Seite nd Let~ De angestellte Berechnung ist 
Kurve nach Abschnitt + durchgezogen, also insofern nicht ganz zutreffend, 
als die freie Weglange tatsachlich 
weniger eingeengt ist, als in den freistehenden Ellipsoiden. Einmal 
bestehen zwischen den Kristalliten Verbindungen, durch die einzelne 
Elektronen wandern kénnen, andererseits sind die Kristallite unten 
abgestumpft, nicht spitz wie die angenommenen Ellipsoide. Damit 
sind dann die Zwischenriume zwischen den Kristalliten nicht mehr 
widerstandsfrei. Das gleichmaBige Ausfallen der einzelnen Proben deutet 
darauf hin, daB ein bestimmter, wahrscheinlich durch die Struktur der 
Unterlage und die Oberflachenspannung der Goldtrépfchen gegebener 
Zusammenhang zwischen PartikelgréBe und -form besteht. Deutlich 
zeigen das auch die in Fig. 12 dargestellten Versuche, die ergaben, 
da8 die Abhangigkeit zwischen d und od bei mehreren MeBreihen 
stets die gleiche war. 
Dagegen muB auf anderen Fangerflachen die gleiche GesetzmaBigkeit 
fiir das Teilchenwachstum nicht giiltig sein. Bestatigend wirkt z.B. 


Leitthighert » Schichtoicke od 
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die Fig. 5. Hier ist eine Stérung in der glatten Fliche des Tragers auf- 
genommen worden. Wahrscheinlich handelt es sich um eine aufgeplatzte 
kleine Blase. Wie man erkennt, ist die Belegung mit Metall sehr unter- 
schiedlich, die Rander der Blase sind praktisch vollig frei geblieben. Die 
elektronenmikroskopische Untersuchung st6Bt allerdings bei dickeren 
Tragern auf erhebliche Schwierigkeiten. Man kann aber aus Streu- 
_ messungen gewisse Schliisse ziehen (DAvip [73]) und so z.B. die anders- 
hegenden Werte von WILKINSON [15] zwanglos erkliren, ohne dabei 
freie Weglingen von 970 A (fiir 0° C) heranziehen zu miissen, wie das 
WILKINSON tun mu8. Man kommt dann zu der Annahme, daB die Par- 


tikel bei WILKINSON bis zu etwa 400 A annahernd kugelig gewesen sein 
miissen. 


Ebenso ist es méglich, fiir verschiedene Dampfgiiter einheitliches 
Teilchenwachstum anzugeben. Besonders bei einigen Au-Legierungen 
mit Pd und Mn scheinen sich bis herab zu verhiltnismaBig diinnen 
Dicken glatte, nicht aus einzelnen Partikeln aufgebaute Schichten zu 
bilden. Einige Bemerkungen finden sich bei SENNET und Scorr [10], 
sowie in dem Bericht tiber die Londoner Tagung fiir Elektronenmikro- 
skopie 1949 [20]. Diese Legierungen miBten einen o(d)-Verlauf auf- 
weisen, der erst bei wesentlich kleineren Schichtdicken von der Fucus- 
schen Theorie abweicht. Ebenso darf erwartet werden, daB Schichten 
aus reinem Au, die auf ,,vorbekeimte“ Trager, die also eine monoatomare 
Schicht Mn, Mo, W usw. tragen, aufgedampft werden, wesentlich glatter 
sind. Untersuchungen iiber diesen Gegenstand sind im Gange. 


8. Zusammenfassung. 


Die von MuRMANN und WoLTERSDORFF durchgefiihrten Messungen 
der ultrarot-optischen Eigenschaften werden.an 52 Goldschichten wieder- 
holt und durch Dickenmessungen erweitert. Fiir den Zusammenhang 
zwischen Leitfahigkeit bzw. optischen Eigenschaften einerseits und 
Schichtdicke andererseits liefert bei reinem Gold die Fucussche Theorie 
der behinderten freien Weglange keine hinreichende Erklarung. Dagegen 
kann eine befriedigende Deutung gegeben werden, wenn man die Schicht 
aus diskreten Teilchen aufgebaut annimmt. Fiir véllig diffuse Streuung 
der Leitungselektronen 14Bt sich fiir Rotationsellipsoide, deren Linear- 
abmessungen klein sind gegeniiber der mittleren freien Weglange im 
Massivmaterial, die mittlere freie Weglange und damit die Leitfahigkeit 
berechnen. Die Teilchen werden fiir diinnste Schichten kugelig ange- 
nommen, Mit wachsender Schichtdicke werden sie durch immer fla- 
chere Rotationsellipsoide angenahert, deren Rotationsachse senkrecht 
zur Flache steht. Die Kontaktwiderstande zwischen den Partikeln sind 
bis herab zu 20 A Ersatzschichtdicke offenbar klein gegen den Metall- 
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widerstand. Erst unter 20 A weicht die Leitfahigkeit stark zu kleineren 
Werten hin. 


Die vorstehende Arbeit ist im Physikalischen Institut der Technischen 
Hochschule Braunschweig entstanden. Dem Institutsdirektor, Herrn 
Prof. Carrio, danke ich fiir die Erlaubnis zur Durchfiihrung der Arbeit. 
Herrn Prof. KoHLER und Herrn Dr. Lupwic verdanke ich eine Reihe 
interessanter Diskussionen. Den Herren Dipl.-Phys. GRONEVELD und 
Dipl.-Math. Brinine danke ich fiir ihre Hilfe bei Messungen und Be- 
rechnungen, Frau Dr. CIRKLER fiir die liebenswiirdige Durchsicht des 
Manuskriptes und manchen Hinweis. 
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Die Thermodynamik irreversibler Prozesse 
und ihre Anwendung auf Transportphiinomene. I. 


Von 
HELMutT G. REIK. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 21. September 1953.) 


In §I werden die Ergebnisse der allgemeinen Theorie irreversibler Vorginge kurz 
zusammengestellt. 


Das Zeitaxiom und das Integrabilitatstheorem werden angegeben, ihre Konsequenzen 

besprochen und gezeigt, daB die ONsaGERsche phanomenologische Theorie irre- 

versibler Prozesse eine erste Naherung der an Zeitaxiom und Integrabilitatstheorem 
anschlieBenden Theorie ist. 


In §II werden, ausgehend von den aus dem Zeitaxiom hergeleiteten Gesetzen fiir 
Uberfiihrungsvorgange die allgemeinen Gesetze fiir Transportphanomene abgeleitet. 


In §III werden zunachst die Transportgleichungen und die Gesetze fiir die Uber- 
fiihrungsphanomene verglichen. Dabei zeigt sich ein enger Zusammenhang zwischen 
den beiden Phanomenen, sofern sie unter gleichen physikalischen Nebenbedingungen 
betrachtet werden. Eine und dieselbe Funktion G; bestimmt die Geschwindigkeit 
des i-ten Uberfiihrungsvorganges und des i-ten Transportphanomens. Die ONSAGER- 
sche ,,Kraft‘’ X; fiir das i-te Transportphanomen ist gleich dem raumlichen Gra- 
dienten, die ,,Kraft‘‘ X’; fiir den i-ten Uberfiihrungsvorgang ist gleich dem Sprung- 
gradienten einer und derselben GréBe r,. Die Koeffizienten der OnsaGERschen 
phanomenologischen Gleichungen fiir Transportphanomene L;,, L;;, Lz, usf. sind 
den Koeffizienten L’;,, L;;, L;, usf. direkt proportional. Alle diese Aussagen lassen 
sich nicht vermittels der ONSAGERschen Theorie gewinnen, sie sind nur aus der an 
das Zeitaxiom anschlieBenden Theorie irreversibler Prozesse ableitbar. Des weiteren 
wird, nunmehr unter Beschrankung auf Transportphanomene, erértert, welche 
Aussagen die OnsaGERsche Theorie selbst und welche Aussagen die Zeitaxiom- 
theorie iiber die Koeffizienten L;, usf. machen kann. Die einzige Aussage der 
OnsaceErschen Theorie ist die iiber die Symmetrie der Koeffizientenmatrix. Die 
Zeitaxiomstheorie kann dagegen die Koeffizienten als Funktionen der Zustands- 
koordinaten angeben, kann Formeln liefern iiber die Abhangigkeit der Koeffizienten 
von Druck und Temperatur. Dabei zeigt sich, daB sehr oft die Druckabhangigkeit 
und Temperaturabhangigkeit der einzelnen Koeffizienten eine sehr dhnliche ist. 
Das ist verstandlich, da das Integrabilitatstheorem uns die Aussage macht, daB 
samtliche ONsAGER-Koeffizienten die zweiten Ableitungen einer und derselben 


Funktion F nach den GréBen 7,,7;, 7%, %, sind. Auch diese Aussage, die das Er- 
fiilltsein der ONsAGERschen Symmetriebeziehungen zwischen den Koeffizienten 
garantiert, kann nur aus unserer allgemeineren Theorie gewonnen werden. 


In §IV wird gezeigt, daB eine in §II eingefiihrte Modellvorstellung unndtig ist, 
daB also auch die allgemeine Theorie allein, ohne diese zusatzliche Vorstellung die 
Ergebnisse der §§II, III zu liefern vermag. 
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§ I. Einleitung. 
Allgemeine Theorie irreversibler Vorgange. 

Wir haben in vorangehenden Arbeiten eine allgemeine thermo- 
dynamische Theorie irreversibler Vorgange entwickelt?,* und diese auf die 
speziellen Falle der chemischen Reaktionen? und der Uberfithrungs- 
vorgiinge® angewendet. In der vorliegenden Arbeit wollen wir Transport- 
phanomene mit ihrer Hilfe untersuchen. 


Zwischen den betrachteten und den zu untersuchenden Vorgangen 
bestehen charakteristische Unterschiede in der Behandlungsweise. Bei 
den chemischen Reaktionen hatten wir es mit Systemen zu tun, bei 
denen wahrend des gesamten Vorganges die Zustandskoordinaten an 
jedem Punkt des Systems denselben Wert hatten. Wir behandelten 
also Systeme die in bezug auf samtliche Zustandskoordinaten uniform 
waren. 


Bei den Uberfiihrungsphanomenen hatten wir ein System, innerhalb 
dessen sich die Zustandskoordinaten an einem Punkt des Systems 
sprunghaft anderten. Das System war also nicht uniform. Es lieB sich 
aber in zwei Teilsysteme, diesseits und jenseits der Unstetigkeit unter- 
teilen, die uniform waren. Damit hatte man die Behandlung wieder wie 
im Fall der chemischen Reaktionen auf die uniformen Systeme zuriick- 
gefthrt. 


Bei den Transportphanomenen, wie Diffusion, Warmeleitung usf., 
haben wir es mit Systemen zu tun, innerhalb deren sich die Zustands- 
koordinaten mit dem Ort stetig verandern. Es liegen also auch hier 
nicht uniforme Systeme vor, aber solche, die sich nicht durch irgend- 
welche Unterteilung willkiirfrei in uniforme Systeme aufspalten lassen. 
Hier hat man also der Behandlung das nicht uniforme System zugrunde 
zu legen. 


Ist das System lediglich nicht uniform in bezug auf eine Zustands- 
koordinate, z. B. in bezug auf die Temperatur oder die Zusammensetzung, 
so betrachten wir einen reinen Warmeleitungs- bzw. Diffusionsvorgang. 


Sind die Systeme aber nicht uniform in bezug auf zwei Zustands- 
koordinaten, z.B. gleichzeitig in bezug auf die Temperatur und die 
Zusammensetzung, so beeinflussen sich der Warmeleitungs- und der 


Diffusionsvorgang gegenseitig und man bekommt Thermodiffusions- 
bzw. Diffusionsthermoeffekte. 


Noch kompliziertere Beeinflussungen und Effekte sind méglich mit 
steigender Zahl der nicht uniformen Zustandskoordinaten. 


* Rex, H. G.: Ann. Physik (6) I1, 270 (1953), im folgenden M I zitiert. 

* Rerk, H. G.: Ann. Physik (6) 11, 407 (1953), im folgenden M II zitiert. Ann, 
Physik (6) 11, 420 (1953) im folgenden M IIT zitiert. 

* Reik, H. G.: Ann. Physik (6) 13, 73 (1954) im folgenden M IV zitiert. 
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Bevor wir nun dazu iibergehen, die Ergebnisse der allgemeinen 
thermodynamischen Theorie irreversibler Vorginge auf den Fall der 
Transportphénomene anzuwenden, werden wir nochmals das allgemeine 
Problem der Thermodynamik irreversibler Prozesse formulieren und die 
Ergebnisse der allgemeinen Theorie fiir die Anwendung zusammenstellen. 


a) Das Problem der Thermodynamik trreversibler Prozesse. 


Wir betrachten im folgenden stets adiabatisch abgeschlossene 
Gesamtsysteme. 

Dies bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit unserer Untersuchungen. 
Wenn wir einen Vorgang behandeln, bei dem von einem System mit seiner Um- 
gebung Warme ausgetauscht wird, so braucht man nur die Umgebung dieses Systems 
bei der Behandlung mit zu beriicksichtigen. System plus Umgebung ergibt uns 
dann wieder ein adiabatisches Gesamtsystem. 

Kennen wir die Zustandskoordinaten unseres adiabatischen Gesamt- 
systems zur Zeit {= 0, so ist die klassische Thermodynamik in der Lage, 
anzugeben, in welchem Zustande sich das System zur Zeit to be- 
finden wird. Diese Angabe ist méglich durch Benutzung eines Auswahl- 
prinzips (des zweiten Hauptsatzes). Statistisch interpretiert sagt dieses 
Auswahlprinzip, da8 von allen Makrozustanden des Systems die an sich 
(unter Beriicksichtigung des Gesetzes von der Erhaltung der Masse und 
der Energie) aus dem Zustand zur Zeit {= 0 hervorgegangen sein kénnen, 
derjenige zur Zeit {co beobachtet wird, der durch die gréBte Zahl 
der Mikrozustande realisierbar ist. Andere Makrozustande sind soviel 
unwahrscheinlicher, daB sie niemals beobachtet werden. 

Die klassische Thermodynamik ist also in der Lage, die Zustande 
zur Zeit t=O und zur Zeit t-+co miteinander in Beziehung zu setzen, 
sie ist aber nicht in der Lage, eine solche Beziehung z.B. zwischen der 
Zeit t=O und der Zeit t=4,, t,,..., 4, herzustellen, mit anderen Worten 
anzugeben, wie sich der Zustand zur Zeit ¢=0 im Laufe der Zeit ver- 
andert, nach welchem Zeitgesetz er in den Zustand zur Zeit t—>oo tiber- 
geht. 

Mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ist jedes Zeitgesetz 
vertraglich, sofern dem Gesetz von der Erhaltung der Masse und dem 
ersten Hauptsatz geniigt wird und die Entropie des adiabatischen Ge- 
samtsystems zu jedem Zeitpunkt gréBer ist wie zu allen vorhergehenden. 

Aus der Vielzahl der danach fiir jeden Vorgang denkbaren Zeit- 
gesetze wahlt die Natur fiir jeden Vorgang nur ein ganz bestimmtes 
aus. (Hypothese der makroskopischen Eingleisigkeit.) 

Das Problem der Thermodynamik irreversibler Vorgange besteht nun 
darin, das Auswahlprinzip der Natur ausfindig zu machen, ein Prinzip 
also, das uns fiir jeden speziellen Vorgang das beobachtete Zettgesetz liefert 
und die nicht beobachteten ausschlieft. 
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b) Ergebnisse der allgemeinen Theorve irreversibler Vor gdange. 


Bei der Untersuchung irreversibler Vorgange ergab sich folgendes: 

1. Jeder irreversible Vorgang verlauft so, daB ein definierter erster 
Zustand iiber einen instabilen Zwischenzustand in einen definierten 
zweiten Zustand iibergeht. 


Bei der Diffusion in festen Stoffen z.B. ist der erste Zustand die diffundierende 
Komponente A im Mischkristallgitter, das durch die Temperatur T, den Druck p 
und die den Molenbruch x4 charakterisiert ist, der zweite Zustand ist die diffun- 
dierende Komponente A im Mischkvistallgitter mit den Zustandskoordinaten 
Ds x4. Der instabile Zwischenzustand ist irgendein St6érzustand in dem die 
Komponente A vom ersten zum zweiten Zustand gelangt, indem sie das Misch- 
kristallgitter mit +4 verla8t und in das Mischkristallgitter mit x, eintritt. 


2. Sind in einem System insgesamt 2-Vorgange méglich, so gilt fiir 
deren Zeitgesetze: 


as \* as | és \* és 
. (sirlox— (Gish Caicloa (as 
— Se fae = + Mge _ = —Giy+ Gis 
as ye _ (0 (ae) (ee . (1.4) 
d einleia igh Bialos _ Nee I, 
7a = nan ‘: + Mgee - = — Gui t Gas 


Dies ist das gesuchte Auswahlprinzip der Thermodynamik irre- 
versibler Prozesse. Da es die Zeitkoordinate enthalt und nicht aus 
einem der bisher bekannten thermodynamischen Satze herleitbar ist, 
nennen wir es das Zeitaxiom. 


In Gl. (1.1) sind c; bzw. cg die durch den i-ten bzw. den &-ten Vorgang geainderten 
Zustandskoordinaten des Systems oder einfache Funktionen derselben. 

Andert sich durch den i-ten Vorgang die Temperatur T des Systems oder eines 
Teilsystems dann kann c;=T sein. Man kann aber auch c;—vu (innere Energie) 
setzen; man verfolgt dann die Anderung der inneren Energie die eine Funktion der 
Temperaturanderung ist. 

Die Funktionen G;, und G;, sind natiirlich verschieden fiir den Fall c; = T und 
fiir den Fall c;=«. 

Bei den Funktionen y,,, 4; ( “ ~: } | = )* ( i: \° bezieht sick 

r Mars Mia ed; :" eA; 2” @); 01 04; Joe = re 
der erste Index auf die Nummer des verlaufenden Vorgangs (den i-ten oder den 
k-ten) der letzte Index 1 auf den ,,Hinvorgang‘' (Ubergang vom ersten in den 
zweiten Zustand) der letzte Index 2 auf den ,,Riickvorgang’‘, Gesternte GréBen 
gehéren dem instabilen Zwischenzustand zu. 


Os \* és ‘ : : ; : : 
Gas - Ga! ist die Anderung der Entropie des adiabatischen 
Gesamtsystems, wenn bei der fiir den i-ten Vorgang geschwindigkeits- 
bestimmenden Veranderung des Gesamtsystems ein Mol des ersten Zu- 
standes verschwindet und in ein Mol Zwischenzustand iibergeht. Die 
Geschwindigkeit des i-ten Vorganges kann dabei sehr wohl durch eine 
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Veranderung des Systems bestimmt werden, die auf dem k-ten Vorgang 
beruht. Betrachten wir die erwahnten Uberfiihrungsvorgiinge bei Gasen 
und fassen wir die Materieiiberfiihrung ins Auge. Die Geschwindigkeit 
dieses Vorganges ist bestimmt durch die Anderung der Entropie, die 
eintritt, wenn ein Mol Gas von normaler Geschwindigkeitsverteilung 
in allen drei Raumkoordinaten iibergeht in ein Mol Gas, das in einer 
Raumkoordinaten (die dem instabilen Freiheitsgrade entspricht) sich 
nur noch in einer Richtung bewegt. (Dies ist die Raumkoordinate, die 
auf der Begrenzungsflache der beiden Teilsysteme senkrecht steht.) Die 
Geschwindigkeitsverteilung in den beiden anderen Raumkoordinaten 
bleibt unverandert. 

Da die Energieiiberfithrung auch durch die Gasmolekiile bewirkt wird, 
ist klar, daB fiir diesen Vorgang dieselbe EntropiegréBe geschwindigkeits- 
bestimmend ist wie fiir die Materieiiberfiihrung. 


( = i : (22° sind dem Zwischenzustand fiir Hin- bzw. Riickvor- 
GA; /01 \CA;/o2 

gang zugehdrende GroBen. Wir haben gesehen, daB der Zwischenzustand 
: ' < AEP : ae as \* Os \* 
in bezug auf einen Freiheitsgrad instabil ist. In & a bzw. mae 
werden aber nur die stabilen Freiheitsgrade erfaBt. Der instabile Frei- 
heitsgrad geht in die Funktionen y;,, “42 ein, die wir Ubergangs- 
funktionen nennen und die die Dimension einer reziproken Zeit haben. 
Vgl. MII, Gl. (1V.2, 3). 


Gs \* as ; na 
Da ( — } the = } nur von den Koordinaten der ersten Zustande 
\ GA; /01 \OAG/1 


Gs \* és : : 
abhangen, ebenso (< * = (=>, nur von denen der zweiten, so sieht 
GA i 

man, daB die Funktionen G;, bzw. G,, nur von den Zustandskoordinaten 
der ersten, G;, bzw. G,, nur von denen der zweiten Zustande abhangen, 


also 


Gj, = Gi (%],%4,---, V1); Gin = Gio (T2, V2, ---, Ve) | (1.2) 
Gay = Gas (TH, 4, ---)%)> Gigg = Gyo (Te, V2, --+) Vo) - 


3. Die Funktionen G;, und G,,, sowie G;. und G,, sind nicht von- 
einander unabhangig, d.h. die einzelnen Vorginge im System beein- 
flussen sich gegenseitig. Bevor wir dieser gegenseitigen Beeinflussung 
Rechnung tragen kénnen miissen wir Gl. (I.1) etwas umschreiben. 

Betrachten wir den i-ten Vorgang, so gilt, daB die Anderung der 
Entropie des Gesamtsystems bei dc; = 1 
(5) = (5:),+ (5), SH (Ts Ups ++ Va) +% 2 (To, Ye» +++ Ye), (1-3) 


ec; 6c; Oc; 


wobei — ($=) den Beitrag fiir die Entropieanderung angibt, der durch 
% 3 . . . 
das Verschwinden des ersten, (=), den Beitrag, der durch die Bildung 
Ci 
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des zweiten Zustandes hervorgerufen wird. Das erste Glied der rechten 
Seite von (I.3) hangt also nur von den Zustandskoordinaten des ersten, 
das zweite Glied nur von denen des zweiten Zustandes ab. 

Wir schreiben nun [vgl. M IV, Gl. (VIII.2, 3)] die GréBen G;, und Gy, 


als Funktionen von 744, «++; Via) --+» Ter» «+» Yn1 Hie GréBen Gi, und Gy,» 
als Funktionen von 719, ---) %jo1 «++» Yea» «++» %ng und erhalten so fiir das 
Zeitaxiom 
ac; 
ay a epee Bats ee Thies - ate) 
+ G.o(7 is sR OO 
' BNE Da , 2> >Re» :/9 
(I.1a) 
dcp 
=F oss ow Gh ins 3 Pans s<ne hp eee | 
Se CA) AP ek Pew eee mee mse 


Die einzelnen Vorgange beeinflussen sich nun so, daB stets gilt: 


(1.4) 


Diesen weiteren, das Zeitaxiom erganzenden Satz der Thermodynamik 
irreversibler Vorgénge nennen wir das Integrabilitdtstheorem. Da die 
Funktionen G Produkte aus den Ubergangsfunktionen mu mit der Expo- 
nentialfunktion der Entropiegr6Ben sind und letztere festliegen, werden 
durch das Integrabilitatstheorem die Funktionen uw bestimmt. 

Aus dem Integrabilitatstheorem ergibt sich fiir die Funktionen G 


und somit fiir (I.1a) 


de; __ = oF, 


cP, . dc, —s oF, Ft 


! 
Ory dt Crk ; Orgs 


| 


dt Or; y (1-4 b) 
4. Es ist nun leicht zu zeigen, daB die ONSAGERSche Theorie der 
irreversibeln Vorgange eine erste Naherung unserer Theorie ist. 
Fir das Gleichgewicht (auf dessen nahe Umgebung sich die ONSAGER- 
sche Theorie beschrankt) gilt 


dc; dcp 


dl = 0; dt me Us (G1). (G52), " G;; (Gide — (Gio), —, G, 
(Fa) =a [——as as CG, . seit) es (Sos) ~ eG; (I.6) 
Oney g Oris Je er; CNR g ; Orns Ven Orr 


da 735 = 293 741 =P pe- 


Wenn wir nun unser Zeitaxiom um das Gleichgewicht nach Potenzen 
von Ary;, und Ar; entwickeln und nach dem linearen Glied abbrechen, 
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so erhalten wir unter Beachtung von (1.6) 


O65 pe CG; ety ' ' ' OG; 
ie Or, (—47,+4n.)- i Or. (—Ar,+ Ars) + | 
, OG; P CG; 

ant (—Ar,, De Ary»)4 TAK ay (—Ar,, + Ar,s) 
ic eG OG j pila?) 
ee a Pica SUR Senge Me ee AN tA ie eh. © 
a) k ar, | Any + Ano) 4 ay, | Ar, + Ar) 4 

CG, CG, 

Or, (—4%,+ Ars) +--+ + ar, [Arai 7xa). 


Wir haben durch (I.7) eine andere Verkniipfung zwischen dc,/d# und I; her- 
gestellt wie in MIV. Durch die neue Festsetzung bekommt man fiir I; ath vor- 
zeichenmaBig Ubereinstimmung mit den Fliissen der ONSAGERschen Theorie; wenn 
man fiir dc,;/d¢ die in der physikalischen Chemie iibliche, in M I bis M IV verwendete 
Werzeichenkonvention ubernimmt. 


Fihrt man zur Abkiirzung ein 
K; = Ar; +Arj,=Ar; X,=— Ar, +An,~=Ar,, (18) 


so daB die Entropiezunahme pro Zeiteinheit (,,Entropieproduktion“) 
sich darstellt als 


o _ 3 Wy SL Ae (I.9) 
so erhalt man aus (1.7) cy t? 
Oo Mah ctw La a alle as GA Rally Bing. ee PSs BLT Brag 
=1,,4n4+°::+1,;A7,+°°°+L.,.44n4+-°°-+,47 (1.10) 
rected soretloen Pye see yy te 
=2,,Ar, +--- +144 2 tly Ant :+ + Lindt, 
wobei nach (I.6) 
eh ak aioe (1.11) 
Cr, 


Gl. (1.10) ist die ,,phanomenologische Gleichung‘ in der Theorie von 
ONSAGER}!. Da man sie aus der Zeitaxiomsgleichung (I.1a) durch Potenz- 
reihenentwicklung um das Gleichgewicht mit Abbruch nach dem 


1 Arbeiten zu den Grundlagen dieser Theorie: ONSAGER, L.: Phys. Rev. 37, 
405 (1931); 38, 2265 (1931). — Ecxart, C.: Phys. Rev. 58, 919 (1940). — Mrrx- 
NER, J.: Ann. Physik 43, 244 (1943). — Z. phys. Chem. Abt. B 53, 235 (1943). — 
Casrmir, H. B. G.: Rev. Mod. Physics 17, 343 (1945). — Pricoaine, I.: Bull. 
Acad. roy. Belg. Cl. Sc. (5) 32, 30 (1946). —- Etude thermodynamique des Phéno- 
ménes irreversibles. Paris u. Liittich 1947. — Physica Haag 15, 272 (1949). — 
Groot, S. R. DE: L’effet Soret, diffusion thermique dans les phases condensees. 
Amsterdam 1945. — Bull. Acad. roy. Belg. Cl. Sc. (5) 36, 413 (1950). — HAASE, R.: 
Z. Naturforsch. 6a, 420, 522 (1951). 
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linearen Glied erhielt, stellt die ONSAGERsche Theorie eine erste Naherung 
unserer allgemeineren Theorie dar. Sie ist nur in unmittelbarer Gleich- 
gewichtsnahe anwendbar. 

Gl. (1.114) stellt den OnsAcERschen Reziprozitatssatz zwischen den 
Koeffizienten der phanomenologischen Gleichung dar. (1.11) folgt aus 
dem Integrabilitatstheorem. 

Nachdem wir im Vorangehenden kurz die allgemeine Theorie skiz- 
ziert haben, gehen wir in §II dazu iiber, die Theorie auf den Fall der 
Transportphéanomene anzuwenden. 


§ II. Ableitung der allgemeinen Transportgleichung. 


Wir suchen im folgenden ein Gesetz, das uns angibt, wie der Transport 
irgendeiner GréBe an einem bestimmten Ort unseres nicht uniformen 
Systems von den Zustandskoordinaten unseres 
Systems an diesem Ort und in der Umgebung 
desselben abhangt. Dieses Gesetz nennen 
wir die allgemeine Transportgleichung. 
Kennen wir diese und wenden wir sie auf 
den Fall eines Materie-, Energie-, oder Im- 
pulstransports an, so erhalten wir aus der 
allgemeinen Transportgleichung die speziellen 
Fig.1. Schema eines Uberfiihrungs- | Transportgleichungen, namlich das Gesetz fiir 

Sl eas Diffusion, Warmeleitung und innere Reibung. 

Die Ableitung der allgemeinen Transportgleichung fiihren wir in drei 
Schritten durch. Wir behandeln zunachst Uberfiihrungsphinomene der 
in MIV behandelten Art, allerdings mit anderen Fragestellungen und 
unter Gesichtspunkten, die zu Transportphanomenen iiberleiten. 

Zum zweiten wenden wir die so erhaltenen Ergebnisse auf Systeme 
an, in denen sich mehrere ausgedehnte Unstetigkeitsflachen der Zu- 
standskoordinaten befinden. 

Zum dritten gehen wir dazu iiber, die Zahl der Unstetigkeitsflachen 
dauernd zu vergréBern, die Unstetigkeiten aber kleiner und kleiner 
werden zu lassen, so daB man schlieBlich eine vollkommen stetige Ver- 
anderung der Zustandskoordinaten im Raum erhilt. 


a) Fig. 4 stellt das Schema eines Uberfiihrungsvorganges dar. Wir 
haben ein nicht uniformes Gesamtsystem, aufgebaut aus zwei uniformen 
Teilsystemen, denen die Zustandskoordinaten Tj, x,, p und Ty, x, 
zukommen. Die beiden Teilsysteme sind durch eine Wand voneinander 
getrennt, die weder Materie noch Energie durchlaBt. In dieser Wand 
befindet sich eine sehr kleine Offnung, durch die ein Austausch von 
Materie und Energie zwischen den beiden Teilsystemen moglich ist. 
(In der Figur ist die Offnung iibertrieben groB gezeichnet.) 
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Beim Durchschreiten der Offnung (Ubergang vom System 1 zum 
System 2) andern sich die Zustandskoordinaten unstetig. Die Flaiche 
der Offnung ist eine Unstetigkeitsfliche. 

Nun stellen wir die Frage: 

Welche Menge Materie und Energie flieBt unter dem Einflu8 der 
Unstetigkeit der Zustandskoordinaten in der Zeiteinheit durch irgend- 
eine Flache von vorgegebener GréBe, Gestalt und Lage im Raum? 

Zur Lésung des Problems gehen wir von folgendem Ergebnis von 
MIV aus: 

In der Zeiteinheit wird durch die Fliche F folgende Menge an ¢, 
tiberfiihrt : 


dc; : ; 
se EE Oro (855 my Megane ea Yeas 99 a) AR 
di 1Vi1 1 RL ) (II.1) 
tn Weave ei rises Thar «-+ Saal ie 
Dabei gilt: 
> Ty (—11 +2) = Se. a (¢ = Entropieproduktion). —_(II.2) 
t= 


Wenn c; und damit die Funktionen G;, und G,, skalar sind, so kann 
man fiir den i-ten Strom am Ort der Unstetigkeit folgenden Strémungs- 
vektor? definieren: 


I; = %(—G,,+G,,) =— Grad G;= —1|G,; || = Flachen-Nabla. (11.3) 


n ist dabei der Normaleinheitsvektor der Unstetigkeitsflache. 


Die Einfiihrung des Sprunggradienten von G; bringt zum Ausdruck, daB die 
Unstetigkeit der Zustandskoordinaten an der Sprungflache, natiirlich auch eine 
Unstetigkeit der Funktion G; zur Folge hat. 


Multiplizieren wir (II.3) skalar mit dem Flachenvektor, so erhalten 
wir (II.4) zuriick. Multiplizieren wir (11.3) mit dem Flachennormalen- 


#4 
vektor F’=7'F' so erhalten wir: 


dc; _—_ " Rscid dees a , eA i ss —s 4 
(s ee, BAT Gs Ges) F'n’ Grad G;, (11.4) 


also die Menge an c; die pro Zeiteinheit durch die Flache F’ tritt. 


Wir wenden uns der Frage nach dem Strémungsvektor J; an Punkten 
des Systems zu, die nicht in der Unstetigkeitsflache liegen. Es ist 
plausibel, daB sich eine Unstetigkeit auch in der Nachbarschaft der 
Unstetigkeit durch abgeschwachte Stréme bemerkbar macht. Um uns 


1 Die den Ubergangsphanomenen zukommenden Gréfen werden im folgenden 
stets gestrichen. Man schreibt also fiir den i-ten Uberfithrungsstrom Jj, fiir die 
i-te ONSAGERsche Kraft X;. Die den Transportphanomenen zukommenden GréBen 


werden dagegen ungestrichen bezeichnet, also J;, X;. 


342 Hevmut G. REIK: 


eine Vorstellung vom Abklingen der Wirkung der Unstetigkeit zu 
machen, wollen wir zunachst annehmen, daB die durch die Unstetigkeit 
verursachten Stréme wie eine e-Funktion des Abstandes des betrach- 
teten Punktes von der Unstetigkeit schwacher werden. Dieses Modell 
des Abklingens ist anschaulich und plausibel. Es ist aber nicht unbe- 
dingt notwendig, denn wir werden in §IV zeigen, daB die Ergebnisse, 
die wir hier mit unserem anschaulichen Abklingmodell erhalten, aus dem 
Zeitaxiom herleitbar sind ohne so spezielle Annahmen iiber das Abklingen, 
wie sie (II.5, 6) darstellen. 

Mit unserer Annahme erhalt man fiir die Strome am Punkt mit dem 


Radiusvektor hk bzw. ri 

el _ hat = 
, iG G; 2) = —e Ay Grad G; (/) (11.5) 
\i,—1| i,—1 3 


L(,)=e “ #(—G,,+Gs)=—e “= GradG,(). (IL6) 

Die neu eingefiihrten GréBen A (,,mittlere freie Weglange“‘) } sind nicht identisch 
mit den gaskinetischen mittleren freien Weglangen, stimmen aber in der GréBen- 
ordnung mit ihnen iiberein. Das sieht man aus (II.10). Sind namlich in einem 
System n-Transportstréme méglich, dann ist A fir jeden der Transportstréme 
gleich und nur abhangig von den Zustandskoordinaten des betrachteten Systems 
(vgl. §III). Vom kinetischen Standpunkt aus k6nnte man dagegen annehmen, daB 
die mittlere freie Weglange fiir den i-ten und den 4-ten Transportstrom ver- 
schieden sei. 

Betrachten wir (II.5, 6) einfach unter Zugrundelegung der aus der 
kinetischen Theorie der Gase und Fliissigkeiten bekannten Werte fiir 
A so sehen wir, daB eine Unstetigkeit der Zustandskoordinaten nur in 
“nmittelbare Nahe der Unstetigkeit nennenswerte Stréme hervorruft. 

Da wir die Flachen F, und Fy, als sehr klein angenommen haben, 

> > 
so da8 sie durch J, bzw. /, und ihre Normalenvektoren festgelegt sind, 
so erhalt man die durch F,, F, transportierte Menge c; pro Zeiteinheit 
durch Multiplikation von (II.5, 6) mit F, bzw. F, 


> > 
I 


(t.— 


(“i= ¢ * th R Grad@,() 

; tr s (11.7) 
Gj — ; ~> 

| + re =—e “ n,F, Grad G;(l). 


} Die mittlere freie Weglainge ist keine dynamische GréBe, sondern eine thermo- 
dynamische Funktion der Zustandskoordinaten des Systems. Es zeigen ja schon 
die Berechnungen der elementaren kinetischen Gastheorie, daB die mittlere freie 
Weglange nur von 7, und den geometrischen Daten des betrachteten Molekiils 
abhangt. Von den gleichen Gré®en hangt auch die Zustandssumme ab. Diese wird 
infolge ihrer Beziehung zur freien Energie allgemein als thermodynamische Funktion 
aufgefaBt. Dann muB aber auch die mittlere freie Weglange als thermodynamische 
Funktion aufgefaBt werden. 
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Wir betrachten als nachstes ein System, das in bezug auf den Druck 
uniform sei, fiir dessen weitere Zustandskoordinaten jedoch mehrere 
ausgedehnte Sprungflachen existieren!. Jede dieser Sprungflichen fir 
die Zustandskoordinaten ist auch eine Sprungfliche fiir die von den 
Zustandskoordinaten abhingigen Funktionen G@. Die einzelnen Sprung- 
flachen denken wir uns numeriert und bezeichnen m als die Laufzahl 
der Sprungflachennummer. 

Wir fassen einen Punkt P, definiert durch seinen Radiusvektor i, 
ins Auge und fragen, wie groB die durch die einzelnen Sprungflaichen 
verursachten Stréme in diesem Punkt sind, 
wobei wir uns fiir das Folgende auf den 
i-ten Strom beschranken. 

Die Durchfiihrung der Rechnung er- 
fordert Summationen [bzw. Integrationen] 
tiber Summanden des Typs (II.5). Diese 
Summationen sind durchzufiihren tiber die 
einzelnen nach m indizierten Sprungflachen, 


a+ os 
wobei alle Beitrage die zum selben |/,—1| 
gehdéren zusammenzufassen sind. Dieser Ge- 


Fig. 2. Schematische Darstellung eines 


samtbeitrag ist durchdieFlache F> = 5 ogee: Sereno ae 
1, —1| = const Zustandskoordinaten. 


zu dividieren, damit man die den Strémen 
entsprechenden Einheitsverhaltnisse erhalt. SchlieBlich sind die zu ver- 


schiedenen iz, —i| gehdrenden Beitrage aufzusummieren. Auf Grund 
unserer Steminationse orschrift erhalt man also: 


ius = 


Fi) = [J DoF 4 oun ge 


eh 7] const (II.8) 
_ bya ~ Grad G; () fe 


Wir gehen im Sinn des fiir den eindimensionalen Fall in Fig. 3 demon- 
strierten Verfahrens dazu iiber, an Stelle einer Unstetigkeitsflache mit 
groBem Sprung der Zustandskoordinaten mehrere (an verschiedenen 
Orten befindliche) Flachen mit jeweils kleineren Spriingen zu setzen. 
Iterieren wir das Verfahren fiir jede dieser neuen Sprungflachen, so 
erhalten wir schlieBlich unendlich viele Sprungflachen mit jeweils 


1 Die gemachten Voraussetzungen (Druckgleichheit im Gesamtsystem) garan- 
tieren, daB die Gesamtmasse des Systems in Ruhe bleibt und keine Konvektionen 
auftreten. Die Uberfiihrung ist also ein ,,molekularer‘‘, kein hydrodynamischer 
Vorgang. Der ,,Strom“ an einem bestimmten Punkt des Systems gibt also praktisch 
die Wahrscheinlichkeit dafiir an, da®B an diesem Ort Materie, Energie usf. durch 
eine bestimmte Einheitsflache tritt. 
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unendlich kleinen Spriingen der Zustandskoordinaten. Damit sind wir 
bei einer stetigen réumlichen Veraénderung der Zustandskoordinaten 
und damit auch der Werte der Funktionen G, angelangt. 

Auf diese physikalische Situation wenden wir Gl. (II.8) an und erhalten 


+ |i,—Psinddbdp > 7 


ges "A grad G, (I eh d\l, —1 
i(l,) ff fe gra i (2) ee 


000 (11.9) 
ape 7 tie i iT) > SRA AG sae we 
og ea BA a grad G,() =~" ali, — 1]. | 

00 0 


Gl. (II.9) haben wir im voranstehenden aus dem Zeitaxiom, dem An- 
satz (II.5) und dem in diesem Ansatz bereits implizit enthaltenen Sum- 
mationsverfahren (II.8) abgeleitet. (I1.9) 
me ist die gesuchte allgemeine Transport- 
| gleichung und stellt den Ausgangspunkt 
aller weiteren Untersuchungen dar. 

Bei dem in Fig.3 schematisch darge- 
stellten Ubergang haben wir die Voraus- 
setzung gemacht, daB die Funktion G; 
sich innerhalb einer ,,mittleren freien Weg- 

nhen Y lange“ nur wenig andere. Setzen wir nun, 
Fig. 3. Ubergang von der unstetigen zur é Ne iS 

stetigen Veranderung der Funktionen G. Was praktisch bei allen Transportphano- 

menen der Fall ist, voraus, daB die Ande- 

rung der Gradienten im Raum gering sei, und beachten ferner, daB 


kurve 3 


durch den Abklingfaktor nur die nachste Umgebung von J, auf die 
Strémung in diesem Punkte von EinfluB ist, so kénnen wir in (II.9) 


> a 


grad G;(/) ersetzen durch grad G;,(/,). Damit kénnen wir den Gradienten 
vor das Integralzeichen ziehen und erhalten aus (II.9) 

I, (i,) - A grad G; (i,) (11.10) 
die wir im folgenden stets verwenden. 

Wir haben im vorangehenden Transporte skalarer GréBen wie Materie und 
Energie betrachtet. So kamen, wir dazu, ausgehend von der skalaren Gl. (II.1) 
einen Stromvektor I; durch (II.3) zu definieren. 

Betrachten wir im folgenden Transporte von vektoriellen GréBen, wie z.B. 


Impuls im Falle der inneren Reibung so erhalten wir statt der skalaren Gl. (II.1) 
eine Vektorgleichung (IT.1a) 


dc; 4 2 
rr = F(— G,;, + G,). (II.1a) 
An Stelle des vektoriellen Stromes in (II.3) erhalten wir bei Anwendung des Opera- 


tors | auf den Vektor G, einen tensoriellen Strom 


I; = — Grad G; = —|) Gi (I1.3.a) 


a 
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Bei der Durchfiihrung genau desselben Formalismus wie in §Ila, b, c, d erhalt 
man schlieBlich als allgemeine Transportgleichung fiir tensorielle Stréme: 


ies: 7 


- POST fan 4 grad G,()) meee? a\i,—i|  (11.9a) 
I,(i,) = — A grad G, (i). (11.10) 


Diese Gleichungen sind spater bei der Behandlung der Viskositat wichtig. 
Unsere samtlichen bisherigen Ergebnisse sind fiir adiabatische 
Systeme abgeleitet. Bei der praktischen Anwendung der Theorie sind 
die Systeme, in denen der Transport stattfindet meist nicht adiabatisch, 
sondern haufig entweder isotherm-isochor oder isotherm-isobar. Wir 
wollen sehen, was uns die Theorie fiir solche Systeme liefert. 
Wir schreiben zunachst (11.10) an, wobei wir (I.4) beriicksichtigen. 


: lpi ‘yrs lee 


1,() = — Agrady;e R : (II.10b) 


allgemein konnen wir nun schreiben, daB bei nicht adiabatischen Trans- 
portsystemen fiir das aus System plus Umgebung konstruierte adia- 
batische Gesamtsystem gelten muB 


IGeacle — (aaa) esa = (Gach — (Zi) laman + [Caas)o — rz) meron 


Bei isotherm-isochoren Systemen gilt aber 


adiab 


(és \* { os ] 1 Cu ' Cu 
( é Ai i, ce cen) oe a i ( OAs me ( fa] A; esarratl, 24m (II. : 2) 
und damit 


cf of \* 
(sz) es ( ai ), 


1,(l,) = —A grad pe RT . (11.13) 


ros 


Durch genau analoge Uberlegung erhalt man bei Betrachtung eines 
isotherm-isobaren Systems: 
(san) ~ (ean) 
OM a4 10 ‘isotherm-isobar_ 


I, (l,) = —Agrad p1;e RE ; (11.14) 


Haben wir ein isotherm-isobares System und besteht dies aus geladenen 
Teilchen, wobei n,; die elektrochemische Wertigkeit der Teilchen, 
@ das elektrische Potential ist, so gilt 
a fete | 11.45 
Ga if? . (Ga + N, Nei @ 4 eo nene a ( 
( El SD panne ( aN (11.16) 
aah adiab si 0A; 0 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 23 


isotherm-isobar 
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In (EI. 16) fehlt das potentialabhangige Glied da nach den Ausfiihrungen in §I 


in der Funktion ( a4 j nur die stabilen Freiheitsgrade des Zwischenzustandes zu 


beriicksichtigen sind und der instabile Freiheitsgrad beim Transport von elektrisch 
geladenen Teilchen in Richtung des Potentialgefalles liegt. 


Mit (11.15, 16) erhalt man 


[/ og (2E)" 4 7 ] 
= f—— N ray ¢ P| 
ler ry a Hie 


I,(l,) = —A grad ye Mi 
Wenn wir die Transportgleichung fiir einen und denselben i-ten Strom 
einmal fiir adiabatisches System, einmal fiir ein isotherm-isochores 
System und einmal fiir ein isothermes-isobares System anschreiben, so 
ist zu beachten, daB man dabei die 7-ten Stréme jeweils unter verschie- 
denen physikalischen Bedingungen betrachtet. Diese kommen in der 
verschiedenen Normierung von 

Gs \* Of \*. Cg \* 

(az), ; (Si I, : aa 0 
zam Ausdruck. Der 7-te Strom wird also im Falle der verschiedenen 

Systeme verschiedene Werte und Dimensionen besitzen (vgl. §V). 

Wir haben in diesem Paragraphen die allgemeine Transportgleichung 
abgeleitet. Wir haben uns dabei beim Ubergang von der diskontinuier- 
lichen Anderung der Zustandskoordinaten zur kontinuierlichen [(II.8) 
zu (II.10)] auf Gleichgewichtsnahe beschrankt. Damit befinden wir uns 
im Anwendungsbereich der ONSAGERschen Theorie. Wir wollen deshalb 


im nachsten Paragraphen unsere allgemeine Transportgleichung in die 
OnsAGERsche Form schreiben und sehen was sich dabei ergibt. 


isotherm-isobar (11.47) 


§ III. Vergleich der Uberfithrungs- und Transportphanomene. 
ONSAGERsche Theorie. Folgerungen. 

a) Wir fiithren im folgenden einen Vergleich durch zwischen der all- 
gemeinen Transportgleichung (II.10) und der vektoriellen Form des 
Geschwindigkeitsgesetzes fiir Uberfithrungsvorginge (II.3), aus dem wir 
(11.10) abgeleitet haben. 

os \° 
(a Ag i (3 OM = 


I; = — Agrad G; = — A grad p;e R (11.410) = (111.1) 


(ayer tes 


I;=—GradG;=—Gradu;e 8 : (II.3) = (ITI.2) 


Aus der Ableitung von (II.410) = (II1.4) von (II.3) = (111.2) ergibt sich, 
daB die Funktion G; in beiden Fallen die gleiche ist. Sie hangt also in 
beiden Fallen in genau der gleichen Weise von den Zustandskoordinaten 
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des Systems, bzw. von den RechengréBen 7, ..., thits.ins Tract antaak, 
Das trifft natiirlich auch auf die Funktion yj; und die Exponentialfunk- 
tion zu, deren Produkt die Funktion G, ergibt. Beachtet man dies, 
so erhalt man folgenden 


Satz 1. Der Uberfiihrungsstrom Fi wird bestimmt durch den Sprung- 


gradienten, der Transportstrom I; durch den rdéumlichen Gradienten einer 
und derselben Funktion G,, sofern Uberfiihrungs- und Transportvorgang 
unter gleichen phystkalischen Nebenbedingungen betrachtet werden. 

Kennt man also die Funktion G; als Funktion der Zustandskoordi- 
naten, dann kennt man damit die Geschwindigkeitsgesetze samtlicher 
spezieller Uberfiihrungsphanomene und wenn A bekannt ist, sdmtlicher 
spezieller Transportphanomene der i-ten Art. Man braucht nur in den 
Ausdruck (III.1) bzw. (III.2) die Werte der Zustandskoordinaten fiir 
den speziellen Fall einzusetzen. 

Aus (III.1) und (III.2) folgt, daB man formal ein Transportphanomen wie 


ein Uberfiihrungsphanomen behandeln kann, wobei man fiir das ,,Ersatz-Uber- 
fihrungsphanomen* zu setzen hat!?: 


Grad G,“ = A grad G;. (iL3) 
Das kann anschaulich interpretiert werden: Infolge des Abklingansatzes (II.5), 
(11.6) kommen nur diejenigen Veranderungen der Zustandskoordinaten zur Wir- 
kung auf den Transport am Ort e die innerhalb des Abstandes einer ,,mittleren 
freien Weglange“ liegen. 

b) Die beiden Ausdriicke (III.1) und (III.2) unterscheiden sich in 
einer Hinsicht charakteristisch: Bei der Ableitung der allgemeinen 
Transportgleichung ist die Voraussetzung gemacht worden, daB man 
sich immer in Gleichgewichtsnahe befinde, d.h., daB fiir das ganze 
System in dem sich der Transport abspielt, gewisse mittlere Werte der 
Zustandskoordinaten T, f, x; verbindlich sind, und daB die Abweichun- 
gen, die innerhalb des Systems von diesen mittleren Werten auftreten, 
sehr klein sind gegeniiber den Werten selbst. 

Eine solche Einschrankung besteht nicht in (III.2), d.h. die Zustands- 
koordinaten diesseits und jenseits der Unstetigkeit kénnen sich um be- 
liebig groBe Betrage unterscheiden, so daB man nicht mehr von mitt- 
leren, fiir das gesamte System verbindlichen Werten der Zustandskoor- 
dinaten sprechen kann. 

Um unseren Vergleich konsequent weiterfiihren zu kénnen, werden 
wir uns im folgenden auf relativ kleine Spriinge der Zustandskoordinaten 


1 Auf diese Weise behandelt die Eyrrncsche Theory of absolute Rates den 
Vorgang der Diffusion und der inneren Reibung. Eyrinec, H.: J. Chem. Physics 
4, 283 (1936). — HrrscHFELDER, J. O., D. P. Stevenson u. H. Eyrine: J. Chem. 
Physics 5, 896 (1937). — Tayor, H. S.: J. chem. Physics 6, 331 (1938). — EwELL, 
R.H., u. H. Eyrine: J. chem. Physics 5, 726 (1937). 
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beschrinken, so daB wir uns auch im Fall der Uberfiihrungsphanomene 
innerhalb des Anwendungsbereiches der OnsAGERschen Theorie be- 
finden. 

Unter diesen Voraussetzungen entwickeln wir (III.1,2) um das 
Gleichgewicht und brechen nach dem linearen Glied ab. Wir erhalten 


7 0G; OG; oer) 
i= Also grad7, +- + gy, grad; + 
eG CG; 
“+ 5 “eradr, +° + ,_ grad, | 
k ” (III.4) 
Pad Aye ady, + HE adr, + 
k it ar, gt 1 | er; gr + 
CG, cGy 
+ S grad r, + Tong: grad r,|, | 
ee oe Grady, + - + —! Grad 7,+ 
Or, 
Ges G; 
— cat Gradr, +--+ + <G Grad r,| 
; k 4 “2 (II1.5) 
fi CGR CGE, 
i=-|5 Grady + +++ + SO" Grady, ++: 
CG, ~ CG, ~ 
+-—;, Gradr, +---+ or, Grad ra 


Damit erhalt man fiir die Entropieproduktion, die durch die insgesamt 
n-verlaufenden Vorgange verursacht wird, im Falle der Uberfithrungs- 
phanomene 


o’ => 4 7;Grady,. (III.6) 


Wie man erkennt, bezieht sich die Entropieproduktion auf die Flachen- 
einheit der Unstetigkeitsflache. 

Die Entropieproduktion bei den analogen n-Transportphanomenen 
stellt sich dar als: 


o = >) + I,grad 7. (III.7) 
i=0 

Sie bezieht sich also auf die Raumeinheit des Transportsystems. 
Damit ergibt sich folgender 


Satz 2. Betrachtet_ man Uberfiihrungs- und Transportphinomene 
unter denselben physikalischen Nebenbedingungen im Anwendungsbereich 
der ONSAGERSchen Theorie, dann ist die durch die Entropieproduktion des 
i-ten Vorganges definierte ONSAGERsche ,,Kraft’ im Falle der Uberfiih- 
rungsvorgdnge gleich dem Sprunggradienten, im Falle der Transport- 
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phanomene gleich dem raumlichen Gradienten einer und derselben Gripe 1;. 
X; = + Grad; (IIT.8) 
X; = + grad ;. (III.9) 


Man kann (III.4) bzw. (III.5) unter Benutzung der OnsaGERschen 
Koeffizienten L;, schreiben, wobei man erhilt 


I; = (L;, gradr, +---+L,,gradr;+ --- 
+ L;,gradr, + +--+ L,, gradz,] 


> kU ss be) 
T, = (Ly, gradr, + +-++ L,,grad7;+ --- 
+ Ly, grad 7, x tee + L,, eradz,), 
I; = [L;, Gradr, + ---+ Li; Grady, + --- 
+L;,Gradr,+---+L;, Grady,] (111.14) 
I, =(L,, Grady, +---+ L,;Gradr; +--- 
+L,, Gradr,-+---+L,, Grad z,]. 
Dabei gilt: Auf Grund des Integrabilitatstheorems: 
eG; , , , 
ras =—Liz, Li.= Ly;, Lip= L;,;. (IIT.12) 


Durch Vergleich von (III.4,5) mit (III.10, 11) erhalt man folgenden 


Satz 3. Betrachtet man Uberfiihrungs- und Transportphinomene unter 
denselben physikalischen Nebenbedingungen im Anwendungsbereich der 
ONSAGERschen Theorte, so sind die einander entsprechenden Entwicklungs- 
hoeffizienten L;, und L;, einander proportional. Der Proportionalitats- 
faktor ist fiir saémtliche einander entsprechende Entwicklungskoeffizienten 
stets derselbe. 


Also gilt: 


Liz ai Ly; a Alas aa AL;; 
| (IIT.13) 


Ly = ALi; Lip =A Lei 


Woher kommt der Proportionalitatsfaktor A? 

Bei den Uberfiihrungsphanomenen betrachtet man konventionell die 
Entropieproduktion pro Einheitsflache der Unstetigkeit, bei Transport- 
vorgangen die Entropieproduktion pro Raumeinheit des Transport- 
systems. Die Fliisse beziehen sich in beiden Fallen auf die Flachenein- 
heit. Nun ist oben bemerkt worden, daB man jedes Transportphanomen 
beschreiben kann durch ein ,,Ersatz-Uberfiihrungsphanomen“, wobei: 


, Grad G; = A grad G;. 
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Die durch dieses Ersatz-Uberfiihrungsphanomen in der Zeiteinheit pro 
Flicheneinheit erzeugte Entropie entspricht der Entropieerzeugung in 
einem Raum vom Inhalt: t=1 cm*- Acm. Wiirde man diesen Raum 
der Entropieproduktion bei Transportphanomenen zugrunde legen, so 
wiirde, wie man leicht sehen kann, der Proportionalitatsfaktor zwischen 
L und L’ gleich eins. Der Proportionalitatsfaktor in (III.13) ist also 
rein durch Konvention bedingt. Der Faktor A vor dem Gradienten in 
(III.1, 4) ist dagegen physikalisch notwendig. 

Beispiel zu (II1I.12). In MIV haben wir die Uberfiihrung zwischen zwei KNupD- 
sENschen Gasen (jeweils He) betrachtet. Sind die Zustandskoordinaten im Sy- 
stem T und v, die Spriinge an der Unstetigkeit also klein, so erhalten wir fiir die 
Materie- und Energieiiberfiihrungsstr6me: 


> hye (T, v) T1/2kT 
Zen pee eS Grad (— = aaa | — Grad 
vV2amkT j 7 
ame (111.14) 
> rn fae (  fae(T.v)\ 3272]/2kT . , 1 
=f 4-— | /—— = i} 4 Grad—. 
=! e| mm Grad | y; } v —m a T 


Betrachten wir das entsprechende Tranportphanomen ( denken wir ums also die 


fre (T; v) : 
Unstetigkeiten in ioe ett -und = raumlich ausgeglattet}, so erhalten wir fir die 


entsprechenden Transportstr6me auf Grund von Satz 2 und Satz 3 sofort ohne 
weitere Rechnung: 


a init 4 / 
Fitanabeph crn At sat grad (— SS") + =a | ab 2 nabs 
vl/2amkT T v m 
(111.15) 
> AT1/2kT (—fye(Z.e}\  3A4k7*21/2kT 1 
2 -s= a 
thks v / 7m grad( a. )+ v | am grad. 


Da im KnupseEnschen Druckbereich die mittlere freie Weglange von der GréBen- 
ordnung 10° bis 101 cm ist, und man zur Beobachtung von Transportphanomenen 
Systeme bendtigt, deren Abmessungen groBe Vielfache der mittleren freien Weg- 
lange sind, diirfte es allerdings schon aus apparativen Griinden sehr schwierig sein. 
Experimente zum besprochenen Beispiel durchzufiihren. 

c) Wir wollen im folgenden Gln. (III.4) und (III.10) vergleichen. 
Beide Gleichungen geben die Abhiangigkeit des i-ten bzw. k-ten ,,Flus- 
ses‘‘ von den ,,Kriaften‘' die im betrachteten System wirksam sind an. 
Gl. (III.4) stellt dabei die aus dem Zeitaxiom hergeleitete Formulierung 
dar, wihrend (ITI.10) die lineare ONsAGERsche Beziehung ist. Wir wollen 
feststellen, welche der beiden Theorien, die Zeitaxiomstheorie, oder die 
OnsacERsche uns mehr und prizisere Aussagen iiber die Entwicklungs- 
koeffizienten macht. 


Dazu stellen wir folgende Fragen: 


1. Welche Aussagen geben die beiden Theorien iiber die GroéBe der 
Entwicklungskoeffizienten ? 
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2..Wenn die Werte der Koeffizienten fiir einen speziellen Fall (also 
fiir spezielle Werte der Zustandskoordinaten des Systems). bekannt sind, 
wie andern sie sich dann, wenn man die Zustandskoordinaten des 
Systems andert? Mit anderen Worten, welche Aussagen machen die 
beiden Theorien tiber die Druck- und Temperaturabhingigkeit usf. der 
Entwicklungskoeffizienten ? 


3. Welche Zusammenhiange bestehen nach den beiden Theorien 
zwischen beliebig herausgegriffenen. Elementen der Koeffizienten- 
matrix L;,, L,;, L;,, Lyx, Ly,? 

Die an ONSAGER anschlieBende Theorie irreversibler Vorgdnge kann 
uns uber die GréBe der Entwicklungskoeffizienten keine Aussage ma- 
chen. Sie ist auch nicht in der Lage, uns Informationen tiber das GréBen- 
verhaltnis der einzelnen Entwicklungskoeffizienten zu geben, d.h. es 
ist unmoglich, rein auf Grund der Theorie festzustellen, welche ,,Krafte‘‘ 
welche ,,Fliisse“ vorwiegend bestimmen.* Alle unabhangigen Entwick- 
lungskoeffizienten miissen durch Geschwindigkeitsmessungen bestimmt 
werden. : , 

Haben wir sie fiir einen speziellen Fall experimentell bestimmt (d.h. 
fiir spezielle Werte der Zustandskoordinaten unseres Systems), so ist 
es der ONsSAGERschen Theorie unmdglich, anzugeben, wie sich die unab- 
hangigen Entwicklungskoeffizienten verandern, wenn wir die speziellen 
Werte der Zustandskoordinaten des Systems andern, mit anderen Wor- 
ten, die ONSAGERsche Theorie ist nicht in der Lage, uns Aussagen tiber 
die Druck- und Temperaturabhangigkeit der Entwicklungskoeffizienten 
zu machen. 

Die OnsacErRsche Theorie macht iiber die Koeffizienten der phano- 
menologischen Gleichungen nur die Aussage, daB die Koeffizienten- 
matrix symmetrisch ist. Also 

Lin = Ly;- 
Die Elemente L;, und L,, sind gleich. Sie verandern sich, wenn man die 
Zustandskoordinaten des Systems andert in gleicher Weise, d.h. sie sind 
von den Zustandskoordinaten des Systems in gleicher Weise abhangig. 

Es bestehen zwischen den Koeffizienten noch weitere Beziehungen, die aus 
der Forderung abzuleiten sind, daB die Entropieproduktion positiv definit ist. 
Diese weiteren Beziehungen lassen sich aber nur in Ungleichungsform angeben. 
Es gibt daher noch viele Méglichkeiten fiir die Koeffizienten, diesen Beziehungen 
gerecht zu werden. ’ 

Die an das Zeitaxiom anschlieBende Theorie irreversibler Vorgdng 
liefert uns folgende Informationen iiber die Entwicklungskoeffizienten : 

Sind uns die Funktionen G;, G,, usf. als Funktionen der Zustands- 
koordinaten bekannt, dann kennen wir auch die Entwicklungskoeffizienten 

9G, -\aG; 0G; eG; OG, 8G, BGR OG 


: usf. 
= - F) r , , 
Ory “3 Or; , Ov, ° OV, ; OV”, : Ov; , Or p 
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als Funktion der Zustandskoordinaten. Damit kénnen wir fir alle 
denkbaren speziellen Werte der Zustandskoordinaten unseres Systems 
die numerischen Werte der Entwicklungskoeffizienten angeben. Damit 
kennen wir aber auch die Werte der Quotienten 


aG;\ . (OG). we oe [Eas (22s), (2o) (22) 
caer (Se); Or; : OV, ); Or; ] \ On J’ Or;] \. Ory 
mit anderen Worten, wir kénnen sehen, welche ,,Krafte‘‘ welche ,,Fliisse“ 
vorwiegend bestimmen. 


Es ist uns auch méglich, anzugeben, wie sich die Werte der Ent- 
wicklungskoeffizienten 


0G; 8G; = 8G; e8G;. OG, eGy aG, eG 
Be, SSR SS SEHR Ca ie tee ee 
andern, wenn wir die Zustandskoordinaten des Systems verandern. 


Aus dem Integrabilitatstheorem folgt, wie man aus (II1.4) sofort 
sieht, die bekannte Symmetriebeziehung 


—@G, _ 7 _ —2G; 
Cr; ne Cre 


= Lj, 


fiir die Elemente der Koeffizientenmatrix. 

Das Integrabilitatstheorem liefert uns aber auBer diesen Bezie- 
hungen zwischen den Entwicklungskoeffizienten L;, und L,; noch 
weitere Zusammenhange zwischen den Entwicklungskoeffizienten L,,, 
L;;, L yp, Ly. 

Um diese zu erhalten, schreiben wir (III.4) um, indem wir (I.5) be- 
achten. Damit erhalten wir: 


, Or CF 
ae ‘ forse rad r 
i 1 aviby, ad 7, mata e . 
@F «AF 
5 ap, Stadr, +--+ sii 
OVECTR O17; Or, 
aii 9 ; (111.16) 
T = 1| OF : 1 : @F q 
| as 4 Or, er, grad ry + Or, Ov ~ grad 7; a kes 
@F Or 
‘ De ete 5 
dry OM grad ry Sey ir. grad r,| ' 


Aus (III.16) ist zu ersehen, daB die Entwicklungskoeffizienten samtlich 
zweite Ableitungen einer und derselben Funktion F nach den Variabeln 
Hy PHY eee ee: 

Die Diagonalelemente der Koeffizientenmatrix sind dabei die zweiten 
Ableitungen nach denselben Variabeln, die Nichtdiagonalelemente die 
zweiten Ableitungen nach zwei verschiedenen Variabeln. (I11.16) demon- 
striert die nahe genetische Beziehung zwischen den: Entwicklungs- 
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koeffizienten. Die Ableitung dieser (analytischen) Beziehung, ist der 
rein algebraischen ONSAGERschen Theorie nicht méglich. 

Nach den Satzen 1, 2 und 3 gilt folgende analoge Entwicklung fiir 
die Uberfiihrungsstréme: 


“, er . ar 
j=- lane Grad 7, + eS a Or dr, CTAd NH +++: 
fF or . 
— Gradr, +°-+++ ses Grad r 
Sl | Or; Ory 5 
3 fi (III.17) 
iL=- On, Or rad 7, + + Sehr, Grad 7; + 


Die Funktion F ist fiir Transport- und Uberfiihrungsphanomene, die 
unter den gleichen physikalischen Nebenbedingungen verlaufen dieselbe. 

Die Beziehung (III.16) 1a8t erwarten, daB die Druck- und Temperatur- 
abhangigkeit der einzelnen Entwicklungskoeffizienten 


@F . @F | er or 
Orvpor; | “OrzOr,.” Ovi a¥,° Ot; 0%, 


usf. 


ziemlich ahnlich sein wird, und daB damit auch die Druck- und Tem- 
peraturabhangigkeit der einzelnen Transportstréme, des 7-ten und des 
k-ten ziemlich ahnlich sein wird. Um zu sehen, wie es damit steht, 
betrachten wir das folgende Beispiel: Gegeben sei ein isotroper fester 
KG6rper, der in bezug auf die Konzentration von A und in bezug auf die 
Temperatur nicht uniform sei. (A kann in unserem Beispiel ein Ion oder 
ein Elektron sein.) Dann finden innerhalb des Systems Transporte von 
A und von Energie statt. Das System sei isobar und ,,quasi-isotherm“, 
d.h. die Abweichungen der Temperaturen an verschiedenen Orten des 
Systems seien klein gegeniiber der mittleren Systemtemperatur T, 
Dann kénnen wir fiir die Strome von A und von Energie die Transport- 
gleichungen in Form von (11.14) anschreiben. Fiir den Transport von A 
erhalten wir dann; wenn wir beachten, daB in diesem Fall 


($5) =ea(T. p, Xa); (SE) = et(T, p, 1) (I1I.18) 


= —g*(T,,1) +E gl(T, p, X4) 


I, = — Agrad p,-e RT ; (111.19) 
Fiir den Energietransport gilt: 


CEN (Os 
—8*(T,P,1)+84(T, b, £4) ~Girl, (ai 


= —|Agraduge = +A’ grad pipe RT | (III.20) 
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wobei das erste Glied den durch den Transport von A bewirkten Energie- 
strom darstellt, wahrend das zweite Glied den Anteil der Gitterleitung 
am Energietransport wiedergibt. 
Wir entwickeln (III.19, 20) nach ONSAGER, wobei gilt 
n= —*4; n=> (111.21) 
und erhalten so | 
} —8*(T,b,1)+ fal T, Ps Xa) : 
r ar A(T, P, A) 


~g*(T, P,1)+e4(T,P, £4) 


LAT%e RT 


1 \ ({II.22) 
x ¢ 


1 
oe Ly, grad (— EASEE 7 + L,.grad ae 


u —g*(T, PI) +e4(T,P, £4) 
= A RT 
ae bee rad 
Ty Rp ME g 


(—£atTi, *a)) 
fi 


(11.23) 


i stg, grad (— gA be ral + L,, grad + r 


Das Integrabilitatstheorem lefert uns ftir uv; 


i* 


= RT} SR + pags (111.24) 


Kennen wir also 4, A und g*(T, #, 1), so sind uns die ONSAGERschen 
Koeffizienten L,,, 2,,, und L,, als Funktion der Zustandskoordinaten 
unseres Systems bekannt, da g,(7, #, x4) prinzipiell ermittelbar ist. 
AuBerdem kennen wir den ersten Summanden im ONsAGERschen Ko- 
effizienten Ly. 


Damit wir den zweiten Summanden in Ly, als Funktion der Zustands- 
koordinaten erhalten, miissen uns, auBer der prinzipiell ermittelbaren 


GréBe (3 s } noch HE, A’ und (3)" als Funktionen der Zustands- 
0 


koordinaten bekannt sein. Uber diese GréBen macht uns aber das 
Integrabilitatstheorem keine Aussage. 
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Nimmt man, was ohne Zweifel eine gute Naherung darstellt an, daB 


oo 
so sieht man aus (II1.24), daB der Druck in die Funktion wv, in genau 
derselben Weise eingeht, wie in die Funktion v4, wenn y= p(T) y(p) 
gesetzt werden kann. Diese Annahme wollen wir im folgenden machen. 


kT , ; het 
Setzt man “4 = = 80 erkennt man, daB auch die Funktion ju, nicht 
vom Druck abhangig ist. 
Dagegen ist, wenn «4~T7* die Funktion up, ~ 7%". 


Mit diesen Ergebnissen geht man jetzt wieder in Gln. (III.22, 23) 
ein und betrachtet folgende zwei Grenzfalle: 


4. Der Energietransport wird ausschlieBlich von den Teilchen A 
getragen. Dieser Grenzfall findet sich in der Natur annahernd bei den 
Metallen verwirklicht. Dort wird die Warmeleitung fast ausschlieBlich 
von den Elektronen getragen, die Gitterleitung fallt dagegen kaum ins 
Gewicht. 

In diesem Fall wird der zweite Summand in (III.20) und der zweite 
Summand in L,, (III.23) null. Man erhalt dann fiir die Druckabhangig- 
Rem von 2, L193, Us: 


éln|L o—o* . 14 0A , Buy 
7 | aerbiy Fs ae ag op : (III.25) 
dln | L,2| v — v* 1 @A 1. Oty -:; ‘ 
- yee Bye tA Geta oe (HIT.26) 
p| OME , * 
@in{Zy_| _o—vt , 1 2A 1 cl or VERT (11,27) 
agi’ RT A @p Cue , i* ep: : 
ar MER 


Da nach Obigem 


: si 
o|— + L4 == 
1, Oyun _. { ‘| ar +m Rp 
ug Cp ewe +* op 
ar '“4RT 
. a 
tity OpRi_ Gent et (ar PRR rn) 
bE OP Pz iM. 8° op 
OT RE 


gleichgesetzt werden kann, so sieht man, daB die Druckabhiangigkeit 
des Logarithmus von L,,, Ly., Ly. quantitativ dieselbe ist. 

Die zweiten und dritten Summanden in (III.25, 26, 27) sind dabei 
wesentlich kleiner als die ersten, man kann namlich in festen K6orpern 
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nadherungsweise 
oA : CHA _ 
op op 
setzen. In dieser, zweifellos guten Naherung verschwinden die zweiten 
und dritten Summanden in (III.25, 26, 27) iiberhaupt. 
Fiir die Temperaturabhangigkeit der Koeffizienten erhalt man: 


@in|Ly| i —i , 1 GA | 1 Omg III.28 
aT RT ' A oT = Ha OT 
din|Ly,| _ i* —i 1 0A , 1 OE III.2 
AT 0 «ha + A oT ees eT ( 9) 
dln | Lo.| 5 eam 1 6A 
Ty RT? +r A vwak ha : 
i CME | Hat? II1.30 
pa at cT? eT HER | ( ) 
ao | OME z eT 
T? er +E are 


In (III.29, 29, 30) sind jeweils die zwei ersten Summanden quantitativ 
dieselben. Es hangt also von der Gr6éBe der Aktivierungsenthalpie ab, 
ob die drei Koeffizienten eine merkliche Verschiedenheit in ihrer Tem- 


peraturabhangigkeit zeigen. Ist = merklich gréBer als jeweils die 


dritten Summanden, dann zeigen die drei Koeffizienten praktisch die- 
selbe Temperaturabhangigkeit. In unserem Spezialfall der Metalle ist 
dies allerdings nicht der Fall, da hier ** —i—0. 


Die Formeln von Grenzfall 1 treffen nicht nur auf den Fall der 
Metalle zu, sondern fiir jedes isotrope System, innerhalb dessen Materie- 
und Energietransport vom gleichen Mechanismus besorgt wird. Die 
Abschatzungen tiber die GréBe der einzelnen Summanden in (III. 25 bis 
30) beziehen sich dagegen auf den Fall der Metalle. 


2. Der Energietransport wird ausschlieBlich vom Gitter iibernom- 
men. Dieser Grenzfall findet sich in der Natur annahernd bei den Ionen- 
kristallen, 

Das bedeutet, daB in (IIT.20) der erste Summand neben dem zweiten 
verschwindend klein wird. Daraus folgt dann, daB L,, und damit Ly, 
sehr klein werden, gegen L,, und Ly, d.h., daB die gegenseitige Kopp- 
lung von Diffusionsstrom und Energiestrom auBerst schwach ist, mit 


anderen Worten, daB die beiden Vorginge praktisch unabhangig neben- 
einander verlaufen, 


In Ly, kann man in diesem Fall den ersten Summanden gegen den 
zweiten vernachlassigen. Unter diesen Voraussetzungen erhalt man fiir 
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die Druckabhangigkeit von L,, und L,, wieder Gl. (III.25, 26) dagegen 
erhalt man fiir die Druckabhingigkeit von L,, 


(3) = (4) 
On| Lys] _ \aal~ \aa 1 8A’ 


op FEE s a A’ @p Bs 
ai’\* ai’ 
mf pee | aa (111.31) 
—s leg ee ee ees 
Re econ. 
Que , , \@Alo ea 
Bios RT? 


Wie man sieht, folgt die Druckabhangigkeit von Z,, dem gleichen 
Gesetz wie die der anderen Koeffizienten. Die Druckabhangigkeit ist 
aber quantitativ verschieden. 


Fiir die Temperaturabhangigkeit von L,, und L,, erhalt man wieder 
(111.28, 29). Die Temperaturabhangigkeit von L,, stellt sich dar als: 


€ * eo 
Gln |Loo| __ 7 ai) 1 aA’ 
PS Wn eRe Al OE 
st -(6) 
a | One , , \@Alo \aa/| ¢ (IH.32) 
1 oT? ap THE 7 baad 
: Polak aT ~ 
2| GME. ato aA | 
- or ME RT? | 


Wie man sieht, gilt auch hier qualitativ das gleiche Gesetz fiir die Tem- 
peraturabhangigkeit von L,,, L., einerseits und I, andererseits. Es 
bestehen aber wieder quantitative Unterschiede zwischen der Tempe- 
raturabhangigkeit der beiden ersten und der des letztgenannten Ko- 
effizienten. 


Die Betrachtung der Grenzfalle 1 und 2 lehrt, daB im Falle strenger 
Kopplung (Grenzfall 1) die Druckabhangigkeit der ONSAGERschen Ko- 
effizienten fiir alle Koeffizienten quantitativ dieselbe ist und daB die 
Temperaturabhangigkeit der einzelnen Koeffizienten in sehr vielen Fallen 
(unter den Einschrankungen die bei der Besprechung gemacht worden 
sind) ebenfalls fiir alle Koeffizienten quantitativ dieselbe ist. 


Im Falle schwacher Kopplung der einzelnen Vorgange (Grenzfall 2) 
sieht man, daB die Druckabhangigkeit der einzelnen Koeffizienten zwar 
qualitativ demselben Gesetz folgt, daB aber die Konstanten des Gesetzes 
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fiir die einzelnen Koeffizienten individuell verschieden sind, so daB sich 
die Gesetze fiir Druck- und Temperaturabhangigkeit quantitativ unter- 
scheiden. 


Die Méglichkeit der Entscheidung zwischen den beiden Grenzfallen 
kann also, neben der Ermittelung des GréBenverhaltnisses der ONSAGER- 
schen Koeffizienten (etwa gleichgroBe Koeffizienten in der Diagonale 
und auBerhalb im Falle 1, groBe Koeffizienten in der Diagonale, kleine 
auBerhalb im Falle 2) durch Verfolgung der Druck- und Temperatur- 
abhangigkeit der Koeffizienten gefallt werden. 


Nachdem wir in §§II, III die allgemeinen Gesetze fiir die Transport- 
phanomene untersucht haben, werden wir uns bei der Behandlung in 
§§ Vif. auf Transportsysteme beschranken, die nur in bezug auf eine 
Zustandskoordinate nicht uniform sind. Die Behandlung spezieller 
komplizierterer Beispiele nach den Methoden von §§II, III behalten wir 
einer spateren Arbeit vor. 


§ IV. Formale Ableitung der allgemeinen Transportgleichung. 


Wir haben in §I gesehen, wie man formal die Zeitgesetze fiir irre- 
versible Vorgange aus dem Zeitaxiom gewinnen kann. Bei der Ableitung 
der allgemeinen Transportgleichung in §II gingen wir aber nicht diesen 
Weg. Wir erhielten sie dort aus den Gesetzen fiir Uberfithrungsphano- 
mene unter Hinzunahme des Abklingansatzes (II.5). Es ist nun nétig 
zu zeigen, daB man die allgemeine Transportgleichung auch durch An- 
wendung der allgemeinen Regeln von §I gewinnen kann. Die so ab- 
geleitete allgemeine Transportgleichung wird allerdings etwas anders 
aussehen als Gl. (11.10), da man hier auf die Hinzunahme des speziellen 
Abklingansatzes (II.5) verzichtet. Es ist klar, daB unsere Transport- 
gleichung durch diesen Verzicht allgemeiner wird. Es ist aber ebenso 
klar, da8 die Aussagen einer Gleichung immer detaillierter werden, je 
mehr Hypothesen man einfiihrt. Wir werden also erwarten, daB wir 
mit unserer neuen Transportgleichung nicht mehr alle speziellen Er- 
gebnisse von §III erhalten kénnen. 


Beschrankt man sich in (1.1, 1a) auf Gleichgewichtsnahe, so erhalt 
man fiir den i-ten, bzw. k-ten Transportstrom 


’ (Sido (oa) 
I; = — grad ji; e R = — grad G, 

(IV. 
> (F).-( Ga)-Gal ) 


I, = — grad fi, +e -: = — grad G,. 
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Man entwickelt ([V.1) nach den OnsAGERschen ,,Kriften‘‘: 


—> > _ 
; CG; aa: 
es ot rade. -b «ss ab Se ee 
i Or, gradr, + ar, grad 7; 4 
+ i pradr, <0 + 2S orady 
€ Vk ar, o | 
" eG, d OG iA 
a, ae aloes adr ae = ae A ene 
k ar, gr ’. ae a grad i 
OGs eG, 
—~ srad 7, + +4 ==" prady:|. 
+ or, 5 kt arn § r| 
Dabei fordert das Integrabilitaitstheorem: 
Ge éG; 
—* =. (IV.3) 


Man erkennt leicht, daB die Funktionen G,, G, fiir die Transport- 
phanomene mit den Funktionen G,, G, fiir die Uberfiihrungsvorgange 
nicht tibereinstimmen. Da aber der erste und der zweite Zustand, sowie 
der aktive Zwischenzustand bei der Uberfiihrung und beim Transport 
dieselben sein miissen und damit in beiden Fallen die in die Exponenten 


eingehenden Funktionen ( i J . a) dieselben sind, so folgt, daB die 
L/0 . 


Verschiedenheit der Funktionen G;,G, und G;,G, durch die Ver- 
schiedenheit der Funktionen 77;,@, und ;, 4, verursacht ist. 


Da8 diese Funktionen verschieden sein miissen, ist leicht einzusehen: In der 
Funktion @ muB ,,irgendwie*‘ dem Abklingen der Str6me mit wachsendem Abstand 
von der ,,Ursache*‘ der Str6me Rechnung getragen werden, in der Funktion y fiir 
die Uberfiihrungsvorgange ist dies dagegen nicht ndétig. 

Benutzt man die Ergebnisse von §§II und III, die man unter Verwendung 
eines speziellen Abklingansatzes erhielt, so sieht man, daB 

G;=AG; Gy=AG,; f=Anu; —m=Apn. 
Die in (IV.1, 2) angeschriebenen Gleichungen fiir die Transportstréme 
geniigen uns fiir die Ableitung der Ergebnisse der folgenden Paragraphen. 
Ebenso liefern uns diese Gleichungen auch die Ergebnisse von § IIIc. 
Wie man aus (IV.2) sieht, ist auch Satz 2, §IIIb aus (IV.1, 2) ab- 


leitbar. 
Satz 1 und Satz 3 sind jedoch nicht direkt aus den Gleichungen dieses 


Paragraphen zu gewinnen. 
Sie sind also die ,,detaillierten Aussagen‘‘ die sich nur durch Ein- 
fiihrung spezieller Hypothesen iiber das Abklingen erhalten lassen. 
Das sehen wir ein, wenn wir zunachst setzen 


"al wo “aie 1 
G; = «4; G;; Gi, —= Op G,, 


d.h., die Funktionen G,, G, fiir die Transportphanomene vermittels 
der Funktionen G;, G, fiir Uberfithrungsvorgange schreiben. Das ist 
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noch ganz allgemein. Damit erhalt man aus (IV.1, 2) 


ie = — grada;G;,; ig = — grada, G, (IV.4) 


(# Ged nes >) grad m+: 


sh (a Ge “aon r,t---4 -(te G,+ a ae :) grad fete 
i i 
+. 


& G;+«;— a G i) grad ¢, |, (IV.5) 


=} B CoG CH a 
i= —|[G4 Gta 7) grad ny tor + (SG + & = Hoh 
On, 
Ook G a se Cth Ge a4 So") d 
seas 4 ad7, + ~~ grad 7, 
+(3 Ro a De, grad 7, te ko 
Aus (IV.3) folgt 
C5 OG; @ eG 
oes G,;+4; a = pia G, +o, Py dal) . (IV.6) 
Cr, Cr, CV; Cr; 
Da 
eG; _ eG, 
Crp or; 
ergibt sich aus (IV.6) 
Coy Cup 
Og ree Se ee (IV.7) 
Xp — Or; Ory 


(1V.4, 5) ist genau so allgemein wie (IV.1, 2). 


Durch Vergleich von (III.1, 2) mit (IV.1, 4) sieht man, daB aus den 
allgemeinen Gleichungen dieser Paragraphen Satz 1 nicht zu gewinnen 
ist. Dasselbe lehrt ein Vergleich von (III.5) und (IV.2, 5) fiir Satz 3. 

Eine spezielle Hypothese fiir die Funktionen « besteht jetzt aber 
darin, daB man festsetzt, daB diese Funktionen in (IV.4) vor den 
Gradienten gezogen werden diirfen. 

Damit haben wir den Funktionen « den Charakter von GréBen zugeschrieben, 
in die nicht nur die mittleren Werte der Zustandskoordinaten des Systems einge- 


gangen sind, sondern auch deren raumliche Veranderung. Diesen Charakter tragt 
aber auch die in §II eingefiihrte ,,mittlere freie Weglange™. 


Mit unserer Hypothese erhalt man statt (IV.5) 


oG; _, OG; 
Il; =-— 4, er, grad 7, + +--+ ér, gradr; + --: | 
G, , eG 
5; ete" grad re +-:-+ “i grad ral 
OV, J y 

IV.8 

9 sos ot ( ) 

iL,=- ese tees + yin ¥,+ 


P on eG 
+ rad Tytecet oa grad r,| 
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Da nach (IV.3) 
0G; eG 


Oi op Oe (IV.9) 
und ebenso 
eG; eG 
eta er (LV .10) 
folgt, daB a =a, =ayg=-++ =a; = +++a,—=-+++a;. Damit erhalt man 
statt (IV.4, 8) 
I; = — agrad G;; I, = — agrad G, 
Tr eG; , OG; 
eae es gradr,+---+ ic grad 7; + 
aG; eG; 
ae = grad ry, + +--+ ar, grad ei 
iG 7 eG, aah CG; 
i,=- ree grad r, + + —G,, rad 7; + 
eG wee 
ig grad7, + +--+ 4 grady, | é 


Wir haben im vorangehenden die Methoden und Ergebnisse der §§II 
und III einer Kritik unterworfen und gezeigt, daB manche Ergebnisse 
des §III von speziellen Voraussetzungen iiber die Funktionen « abhangig 
sind. Der Ansatz (II.5, 6) erfiillt diese Voraussetzungen, es gibt aber 
naturlich noch andere Méglichkeiten fiir Abklingansatze, den Voraus- 
setzungen fiir die « zu geniigen. Wenn wir in den weiteren Paragraphen 
trotzdem mit den Formeln von §II operieren, so deshalb, weil (II.5, 6) 
plausibel ist. SchlieBlich sind, wie soeben gezeigt, die Ergebnisse der 
§§II und III nur davon abhangig, daB die Voraussetzungen fiir die « 
erfiillt sind dagegen unabhangig von den speziellen Vorstellungen, die 
wir uns tiber ,,Abklingmodelle machen, die unsere Voraussetzungen 
erfiillen. 


Karlsruhe, Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hoch- 
schule. 
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Die Bestimmung einer absoluten Lichtphase 
durch Intensititsmessung in der Beugungsfigur 
eines Gitters. 

Von 
R. FLEISCHMANN und A. LOHMANN. 

Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 23. November 1953.) 


Es werden Methoden beschrieben, welche die Zuriickfiihrung einer Phasenmessung 

auf Intensitatsmessungen erméglichen, die ja mit Hilfe von Photozellen leicht mit 

groBer Genauigkeit ausfiihrbar sind. Diese Methoden erfordern jedoch die Herstel- 

lung eines Gitters aus der zu untersuchenden Schicht. Dagegen sind die Anforde- 

rungen an die optische Qualitat der Tragerplatte iiberraschend gering, wie im An- 

hang begriindet wird. Auf Grund der Genauigkeit der Intensitatsmessungen ergab 
sich eine Reproduzierbarkeit von etwa + 2° Phasenwinkel. 


$1. Prinzip der Methode. 

Friihere Untersuchungen, die im hiesigen Institut durchgefiihrt 
wurden, hatten zum Ziel, Methoden zu entwickeln, durch welche die 
Phasenverschiebung gemessen werden kann, die ein Lichtbiindel beim 
Durchgang durch eine diinne Schicht oder bei der Reflexion erleidet 
(,,absolute Phasenanderung’)!. Dies wurde allgemein, d.h. auch fiir 
absorbierende Schichten méglich durch Einfiihrung des Intensitats- 
ausgleichs. Schon in der ersten Arbeit dariiber wurden drei Arten einer 
beobachtbaren Veranderung angegeben, die (nach der Einfiihrung des 
Intensitatsausgleichs) zur Grundlage eines MeBverfahrens gemacht 
werden kénnen. 

1. Verschiebung eines Streifensystems. 

2. Anderung des Intensititsverhiltnisses zweier Lichtbiindel. 

3. Anderung des Polarisationszustandes von polarisiertem Licht, 
insbesondere Drehung der Polarisationsebene von linear polarisiertem 
Licht proportional der zu messenden Phasenverschiebung, wobei eine 
Drehung um 180° einer Phasenverschiebung um 360° entspricht. 

Die vorliegende Arbeit stellt den ersten Schritt zu Punkt 2. dar. 
Weitere Verfahren werden in Kiirze mitgeteilt werden. Hier handelt es 
sich um ein Verfahren, bei dem geteilte Gitter aus der zu unter- 
suchenden diinnen Schicht hergestellt und als Beugungsobjekte ver- 
wendet werden. Die Phasen der unbekannten Schicht lassen sich aus 


1 FLEISCHMANN, R.: Z. Physik 129, 275 (1951). — FLEIscHMANN, R., u. 
H. ScHopper: Z, Physik 129, 285 (1951); 130, 304 (1951); 131, 225 (1952). 
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den (relativen) Intensitaéten der verschiedenen Beugungsordnungen 
erhalten. 

Der erste Weg, der verfolgt wurde, bestand in folgendem: Auf einer 
ebenen Platte wird die Schicht, deren Phase bestimmt werden soll, 
aufgedampft, z.B. LiF, Ag. Dann wird in die Schicht ein Gitter geritzt 
(vgl. Fig. 3), und von diesem Gitter wird eine Beugungsfigur mit Hilfe 
der Anordnung Fig. 1 entworfen. Dann lassen sich mit Hilfe einer Photo- 
zelle die Intensitat der nullten, der beiden 1., der beiden Bin wat Olds 
nungen bestimmen. Allein aus dem Verhialtnis dieser Intensititen liBt 
sich 1. die Phasenverschiebung, die das Licht beim Durchgang durch 


a 


Fig. 1. Strahlengang der Gitterbeugung mit Photozelle, hier zur Messung der nullten Ordnung. 
Seitenansicht des Gitters. 


das Material der Gitterbalken erlitten hat, 2. die Anderung der Ampli- 
tude bei diesem Durchgang, 3. das Verhaltnis a/d ermitteln. a/d soll 
im folgenden als relative Balkenbreite bezeichnet werden (vgl. Fig. 1a). 
Um diese drei GréBen zu bestimmen, benétigt man nicht die Inten- 
sitaten aller Beugungsordnungen, sondern es geniigt zu bestimmen: 


1. Als Vergleichsintensitat 1 die Intensitat am Ort der nullten Ord- 
nung mit einer blanken Glasplatte an Stelle des Gitters (,, Normierungs- 
messung"*). 


2. Mit dem Gitter (wie Fig. 1) im Strahlengang die Intensitat am 
Ort der nullten, ersten und zweiten Ordnung. 

Der Quotient aus Intensitat der n-ten Ordnung dividiert durch 
Normierungsintensitat wird mit L, bezeichnet und kiinftig einfach 
Intensitat der n-ten Ordnung genannt. Es miissen also im Fall der Be- 
stimmung der drei Unbekannten drei solche Intensitaten gemessen 
werden, z.B. Ly, L,, Le. 

Die Auswertung wird wesentlich vereinfacht, wenn man die relative 
Balkenbreite a/d unter dem Mikroskop ausmiBt; dann gentigen zwei 
dieser Intensitaten. Bestimmt man auferdem iiber den absorbierten 
Bruchteil die Amplitudenschwachung an einem stehengebliebenen (nicht 
als Gitter zerkratzten) Teil der Schicht, so geniigt eine dieser Inten- 
sitaten, z.B. L,. Beim Durchgang des Lichtes entsteht eine Amplituden- 

24* 
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verminderung e~? und eine Phasenverschiebung «. Die beiden Einfliisse 
werden zusammengefaBt als komplexes Amplitudenverhaltnis efi —B 
das kurz komplexe Amplitude genannt werden soll. 

Die Verteilung der komplexen Amplitude hinter dem Gitter kann 
also wiedergegeben werden durch Fig. 3. 


§2. Zusammenhang zwischen der unbekannten Phase der Gitterschicht 
und den zu messenden Intensitaten der Beugungsfigur. 

Das in diesem Paragraphen folgende ist die theoretische Grundlage 

der ganzen Methode. Wie man z. B. aus den Arbeiten von E. und C. MEN- 

ZEL! und H. HOnL? entnehmen kann, gilt fiir die Beugung am Gitter 


x-Koordinate 


Fig. 2. Fig. 3a u. b. 


2% 
Fig. 2. Fourter-Reziprozitat der FRAUNHOFERSchen Beugung. d = Gitterkonstante; g = a” On = Beu- 
gungswinkel der n-ten Ordnung, d.h. sind, =n" ; . In dieser Figur werden die Phasen in der Beugungs- 


figur nicht beriicksichtigt, weilsie hier unwesentlich sind. Wenn der Abstand zwischen dem Gitter und der 
zweiten Linse, der ganz klein gezeichnet ist, /, betriige, ware die Figur auch beztiglich der Phasen richtig. 
Hier (in der ,,Beugungsebene") herrschen die Amplituden: Ag, sie sind identisch mit den Koeffizienten der 
Fourirer-Reihe des Objekts. (Die A» sind im allgemeinen Komplex, enthalten also Phasen.) Hinter dem 
Gitter (,,Objektebene“) herrscht die ,,Lichterregung“ (komplexe Amplitude als Funktion des Ortes 4): 


+00 
u(x) = YS An-efngz, 
-—c 


Fig.3a u. b. Balkengitter. a Querschnitt des ,,Balkengitters“; b Verteilung der komplexen Amplitude 
hinter dem Gitter. 


die durch Fig. 2 dargestellte FourtER-Reziprozitit zwischen der Licht- 
erregung w(x) unmittelbar hinter dem Gitter und den Beugungsampli- 
tuden A,. (Gezeichnet ist »=-+-2 bis m = — 2.) 

Demnach gilt fiir die Beugungsintensitaten L,: 


L,= |A,,|*. (1) 


Jetzt ist also (um das Ziel dieses Paragraphen zu erreichen), nur noch 
notig, den Zusammenhang zwischen den Fourter-Koeffizienten A, und 
der unbekannten Phase « fiir eine vorgegebene Gitterform anzugeben, 


Das soll jetzt fiir den allgemeinsten Fall des sog. , Balkengitters“ 
geschehen (Fig. 3). Die GréBe e~* in der Fig. 3 bedeutet gegebenenfalls 


* Menzel, E. u. C.: Optik 3, 247 (1948). 
* Hoént, H.: Z. Physik 131, 290 (1952). 
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eine durch die Schicht hervorgerufene Amplitudenverminderung. Die 
Lichterregung «(x) (vgl. Fig. 3b) lautet in der FourtEer- -Darstellung: 


+ co 2 
u(x) = > A,-eie* aoe 
(x) pa; 0 » WO g=— 
und 
a2 FSC) 4)” jg 
Ay , d si d (2) 
a nd sin(n 2 =) 
a —— Ww, a ab snes - (e628 — 1). 
nm 


Daraus ergibt sich laut (1) der gewiinschte Zusammenhang zwischen 
den Beugungsintensitaten L,, und den Bestimmungsstiicken des Gitters 
(Phase «, Amplitude e~® und relative Balkenbreite a/d): 


L,=|4,)? =(1 — s) + (+) yee 28 4+ 2e*- cosa: (1—4)-4 
2 


(3) 


sin(na) 


t PV. faa ; Were 2a BP __ 2e-P cosa). 


pe 


Bei Gittern, deren Periodenabschnitte in sich symmetrisch! sind, 
besitzt die -te und (— )-te Ordnung stets gleiche Amplitude und Phase. 
Wenn die Abschnitte antisymmetrisch? sind, herrscht gleiche Amplitude 
und um 180° verschiedene Phase. Die weiter unten behandelten Doppel- 
spaltgitter haben weder rein symmetrische noch rein antisymmetrische 
Periodenabschnitte (vgl. Fig. 4 und 7). Bei ihnen besitzen die (+ )-te 
und die (—v#)-te Beugungsamplitude im allgemeinen verschiedenen 
Betrag: 


me Lal + \ A = Fa 


$3. Balkengittter. 

Wir kehren zuriick zum Balkengitter. Es muB betont werden, daB 
auch die nullte Ordnung durch die Phase der Gitterschicht wesentlich 
beeinflu8Bt wird [vgl. Formel (3)], denn dabei wirken die Anteile des 
Lichts, die durch die phasenschiebende Schicht hindurchgegangen sind, 
mit dem Licht zusammen, das durch die Liicken gegangen ist. Durch 
diese Uberlagerung am Ort der nullten Ordnung (in der Beugungsebene) 
entsteht eine Intensitatsanderung, deren GréBe von der Phasendifferenz 
zwischen den beiden Lichtanteilen abhangig ist und auBerdem von der 
Anspitncle und von der relativen Balkenbreite. 


WH Das heiBt, wenn u(x) = u(— Ai innerhalb der Periode. Dann folgt A, = A_,. 
2 Das heiBt, wenn u(x) =—wu(—-*) innerhalb der Periode. Dann folgt 
A,=m=A_, 
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Im allgemeinen wurde folgendermafen vorgegangen: AuBer der 
Normierungsmessung wurde die Intensitat der nullten Ordnung mit 
Gitter bestimmt und auBerdem mit einer Photozelle die Amplituden- 
anderung beim Durchgang durch einen unzerkratzten Rest der zu 
messenden Schicht. Die relative Balkenbreite wurde unter dem Mikro- 
skop gemessen. 

Statt dessen kénnte man (auBer der Normierungsbeobachtung, die 
in jedem Falle notig ist) auch drei verschiedene L,, heranziehen (zweck- 
maBigerweise die hellsten) und daraus die drei Unbekannten: Phase, 
Amplitude und relative Balkenbreite errechnen. Die Auswertung ware 
aber komplizierter. 

Die beschriebene Methode eignet sich zur Bestimmung solcher Pha- 
sen, die von 0 und 180° geniigend abweichen, da in den Formeln der 
Cosinus der Phase auftritt [vgl. Formel (3) ]. 
Es ergibt sich fiir « nur der Betrag, aber 
nicht das Vorzeichen. Uber dieses kann 
Fig. 4. Doppelspaltgitter aus Silber man aus den anderswoher mindestens grob 

ete ne bekannten optischen Konstanten durch eine 

Uberschlagsrechnung entscheiden. Der Haupt- 
nachteil der Methode ist, daB sie fiir jede Messung die Herstellung 
einer Schicht erfordert, die als Gitter geteilt werden muB. 


$4. Doppelspaltgittermethode. 

Die Teilung eines Gitters zu einem Balkengitter bedeutet einen ziem- 
lichen Arbeitsaufwand. AuBerdem ist es nétig, daB man gleichmaBige, 
scharfkantige Furchen erhalt. Diese zu erhalten, gelang bei Lithium- 
fluorid und Silber recht gut, nicht dagegen bei Antimonsulfid. Dies 
hangt von rein mechanischen Eigenschaften der zu untersuchenden 
Substanz ab, die nichts mit den interessierenden GréBen (Amplituden- 
und Phasendnderung) zu tun haben. 

Im folgenden werden wir eine Methode beschreiben, die als Doppel- 
spaltgittermethode bezeichnet werden soll. Bei dieser ist es erforderlich 


1. ein Doppelspaltgitter (Fig. 4) aus undurchsichtigem Material ein 
fiir allemal sorgfaltig zu teilen. Dieses kann dann bei allen weiteren 
Messungen verwendet werden. Weiter ist erforderlich, auf einer anderen 
Glasplatte die zu untersuchende Schicht herzustellen und sie zu einem 
gréberen Balkengitter zu ritzen. Dieses nennen wir ,,Ausrichtgitter“ 
(vel. Fig. 4). 

An dieser Stelle soll eine Uberlegung eingeschaltet werden, die ver- 
standlich macht, warum ein Doppelspaltgitter zweckmaBig sein kann und 
wie es wirkt. (Das Verfahren ist vor der Balkengittermethode entstanden.) 

Bekanntlich wird beim einfachen Doppelspalt ein Streifensystem 
erzeugt, das beim Einschieben einer phasenverschiebenden Schicht in 
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das eine Biindel eine meBbare Verschiebung erleidet. Da dabei nur das 
Licht ausgenutzt werden kann, das durch die beiden Spalte des Doppel- 
spaltes hindurchgegangen ist, ist die verfiigbare Lichtintensitat sehr be- 
schrankt. Daher wurde versucht, eine Vielzahl von Doppelspalten neben- 
einander anzuordnen, und zwar in periodischer Folge, weil dann erwartet 
werden kann, daB in der Beugungsfigur die Intensitat sich im wesent- 
lichen auf wenige Ordnungen verteilt, so daB eine relativ hohe Leucht- 
dichte in der Beugungsfigur entsteht, die dann bequeme Messung erlaubt. 
Das Doppelspaltgitter und u@} _c_ 

die geteilte Platte (Ausricht- ff ff 

gitter) werden so iibereinander- ashen ae 
gelegt (vgl. Fig.4), daB immer ? 
der zweite der Doppelspalte 
von der zu untersuchenden 
Schicht bedeckt wird. Dieses 
Vorgehen hat den Vorzug, 
daB die zu _ untersuchende 
Schicht bei weitem nicht so 


fein geteilt werden mu8 und Fig. 5a u. b. Doppelspaltgitter-Beugungsfigur. a Zusam- 
daB es auf die Scharfe der  mensetzung der Doppelspaltgitter-Beugungsfigur aus Ein- 


Kanten viel weniger ankommt, 7b {punkties, Dorpetspat-(eugengen) und Gitte. 
Die Kanten der zu untersu- 45°, die sich jeweils in einem der beiden Spalte einer 
chenden Schicht miissen nur noel Gil; 

noch so gut definiert sein, daB immer nur der eine Spalt aus jedem 
Spaltpaar eines Doppelspaltgitters von den Staben des Ausrichtgitters 
bedeckt wird. (Die gleiche Anforderung gilt fiir die wechselseitige Justie- 
Tung.) 

Die zu dieser Doppelspaltgittermethode gehérige Rechnung ergibt, 
daB es hier méglich ist, auch Phasenverschiebungen in der Nahe von 
0 und 180° genau zu messen, das bedeutet einen Fortschritt gegeniiber 
der obigen Balkengittermethode. 

Zunichst soll beschrieben werden, wie die Beugungsfigur eines 
solchen Doppelspaltgitters aussieht. Wir gehen aus von einem Einzel- 
spalt mit der Breite b, der in die Objektebene gebracht wird. In der 
Beugungsebene erhalt man die punktierte Kurve aus Fig. 5. Bringt man 
einen zweiten Spalt der gleichen Breite im Abstandc (von Mitte zu 
Mitte) zusatzlich an (Doppelspalt), dann entwirft jeder der beiden Spalte 
eine Beugungsfigur, deren Einzelintensitat iibereinstimmend durch die 
punktierte Kurve dargestellt werden kann. Jedoch besteht zwischen den 
beiden Beugungsfiguren der Einzelspalte eine Phasendifferenz, die orts- 
abhangig ist. Sie hat bei der Uberlagerung zur Folge, daB die urspriing- 
liche Verteilung des Einzelspaltes von dunklen Streifen in gleichmaBigen 
Abstanden durchzogen wird. So entsteht die ausgezogene Kurve. Durch 


368 R. FLEISCHMANN und A. LOHMANN: 


Veranderung des Verhiltnisses 6 zu c kann man erreichen, daB eine vor- 
gegebene Anzahl von Streifen im Hauptmaximum der punktierten Kurve 
der Einzelspaltbeugungsfigur untergebracht wird. 


Bringt man jetzt vor den einen der beiden Spalte eine phasenver- 
schiebende Schicht, so wandern die ausgezogenen Streifen (Fig. 5a) in 
seitlicher Richtung, wobei die punktierte Einzelspaltbeugungsfigur die 
Umhiillende ist. Dabei verandert sich das Intensitatsverhaltnis neben- 
einanderliegender Streifen (vgl. Fig. 5b). 


Fiigt man viele solche Doppelspalte nebeneinander zu einem Doppel- 
spaltgitter mit der Periode d zusammen, dann zieht sich die Intensitat 
auf scharfe linienartige Maxima (in Fig. 5a u. b als Linien gezeichnet) 
zusammen, deren Orte durch sin#, = - A/d gegeben sind. Bringt man 
jetzt bei jedem zweiten Gitterstrich mit Hilfe des Ausrichtgitters die 
gleiche Phasenverschiebung an, so wird der Ort dieser scharfen Maxima 
dadurch nicht beeinfluBt, wohl aber die ausgezogene Kurve verschoben, 
also das Intensitdtsverhdltnis der linienartigen Maxima (Gitterbeugungs- 
ordnungen) geandert. An den Fig. 5a und 5b erkennt man, daB eine 
Phasenverschiebung von 45° (Fig.5b) recht erhebliche Intensitats- 
veranderungen ganz besonders in den beiden ersten Ordnungen hervor- 
ruft. 


$5. Rechnerische Behandlung des Doppelspaltgitters mit Ausrichtgitter. 


Man kann das Doppelspaltgitter auch betrachten als Uberlagerung 
zweier um die Strecke c gegeneinander verschobener Balkengitter. Will 
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Fig. 6a u. b. Doppelspaltgitter-Lichterregung. a Komplexe Amplitude unmittelbar hinter dem Gitter: 


b Zusammensetzung der Doppelspaltgitter-Lichterregung, wie es fiir die Rechnung zweckmABig ist. Licht- 
erregung « (x) hintereinem Doppelspaltgitter, Aufteilung : u(x) = 1, (x) + uq (x); wobei: ug (2) = fa - n(x —c). 


man ein Doppelspaltgitter erhalten mit einer phasenverschiebenden 
Schicht in oder tiber jedem zweiten Spalt, dann kann man zwei gegen- 
einander parallel verschobene Balkengitter iiberlagern, von denen das 
eine auBerdem als ganzes um die Phase « gegeniiber dem anderen ver- 
schoben ist (Fig. 6). In diesem Fall ist im allgemeinen L,,, und L_,, ver- 
schieden (unsymmetrische Beugungsfigur). 

Wie wir im §2 gesehen haben, gewinnt man durch FourrER-Ent- 
wicklung der Lichterregung unmittelbar hinter dem Gitter den Zu- 
sammenhang zwischen der Phase « und den Beugungsintensitaten Bis. 
GemiB Fig. 6 gilt: 

u(x) = 14 (x) + uy (x). (4) 
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Up, (%) = e'* = uy (x — c) = e'*- A, - MBH) — YA. gila—nee). ging x, 
Demnach ist: 
w(x) = my (x) + g(x) = DA, (1 + leme) » eine, (5) 
Nun sind die Beugungsintensitaten 1, die Quadrate der FouriEr- 
Koeffizienten-Betrage : 
L,, =|An|?- [1 + e(@-"89|? = 2] A, |®- (4 + cos(a — ngc)). (6) 


Da zunachst um «=O herum kleine Phasen gemessen werden sollen, 
wahlen wir xgc so, daB « im sin auftritt; also 


hee (= ria h (7) 


Wir wollen aus Intensitatsgriinden in den beiden ersten Ordnungen 
messen. Dann muB8 mit » = + 1 nach Formel (7) gewahlt werden: = — = 
Das bedeutet eine seitliche Versetzung der beiden Gitter (wu, und wu, in 
Fig. 6) gegeneinander um ein Viertel der Gitterkonstanten?. 

Dann gilt: 


Li, = 2]4,P- (14 sing). 


Dann erhalt man fiir den Sinus der Phase « 


— 

iat 2 Via hy A ee aks Sa (8) 
Liytlay 44 L_y 
+1 


Die wesentliche MeBgréBe ist also das Intensitatsverhaltnis L_,/L,,, falls 
Phasen « um 0 oder 180° gemessen werden sollen (da der Sinus eingeht). 


a Ace 1 
Sind dagegen Phasen um + 90° zu messen, so erweist sich T=] eben- 


falls brauchbar, nur miissen geradezahlige Ordnungen (z.B. die nullte 


1 Dieses Ergebnis ist auch zu verstehen vom Standpunkt der MeEnzeEtschen 
Sinus- und Cosinus-Gitter, denn einerseits enthalt u, ein Cosinus-Gitter 


A,,° 8% + A_,+e-18* = 2A): cosg x 
und andererseits u, ein Sinus-Gitter, falls gc=</2 ist: 
e*(Ary: et e(¥—C) +A_,° e—te(%—C)) = gin. 2A, sin gx. 


: Tt 
Deren Phasen unterscheiden sich in einer Beugungsordnung um = ‘- 
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und zweite) herangezogen werden, wie man aus Formel fir L, mit 


NEC Ms ersieht. Dieses Verfahren, « zu bestimmen ist sehr giinstig, 


denn es wird wenig in Mitleidenschaft gezogen, wenn die zu untersuchende 
Schicht Absorption besitzt (e'*~* statt e'*) oder wenn die relative Ver- 


setzung nicht genau © = - ist. Wenn z.B. e~?4 = 0,75 ist statt 1, oder 


< = 0,29 statt 0,25, dann wird sin x nur um 1% geandert. Ein Gitter, 
bei dem b,=0b, und c= < ist, soll als ,,ideales Doppelspaltgitter“ be- 


zeichnet werden. Bei den spater wirklich ausgefiihrten Gittern waren 
diese Bedingungen nur naherungsweise erfiillt. In eimem solchen Fall 
miissen noch einige Hilfsmessungen ausgefiihrt werden (vgl. unten §9). 


$6. Apparatur. 


Aus dem vorher Gesagten geht hervor, daB zur Ausfihrung der 
beschriebenen Methoden die Beugungsfigur eines Gitters entworfen 
werden muB8, und daB in der Beugungsfigur dieses Gitters die Intensi- 
taten von 1, 2 oder 3 Gitterbeugungsmaxima gemessen werden miissen. 
Die Intensitatsmessung geschah mit einer gasgefiillten Kaliumzelle in 
Stromschaltung. Der Strahlengang und die Schaltung ist in Fig. 14 
dargestellt. 

Der Spannungsabfall am Hochohmwiderstand wurde mit Hilfe eines 
Potentiometers kompensiert, wobei das Einfadenelektrometer nur als 
Nullinstrument diente. Die Messung in den in Betracht kommenden 
Gitterbeugungsordnungen wurde 10mal hintereinander wiederholt. Die 
Schwankungsbreite betrug nicht tiber 2%. Bei diesem Kompensations- 
verfahren liegt bei der Messung stets die gleiche Spannung an der Photo- 
zelle, so daB der Strom in der gasgefiillten Photozelle nicht durch Ande- 
rung der anliegenden Spannung mit beeinfluBt wird. 


$7. Gitterherstellung. 

Die Schichten (LiF, Ag) wurden durch Aufdampfen im Vakuum auf 
moglichst plane Platten aus ausgesuchtem Photoglas hergestellt. Im 
Anhang ist begriindet, warum die Glasplatte keine Interferenzqualitat 
zu besitzen braucht. Im Institut war eine einfache Gitterteilmaschine 
vorhanden, mit der Strichzahlen bis zu 100mm (Strichabstand 
‘/ioo Mm) zu erzielen sind. Als Spachtel wurde ein kurzes Bruchstiick 
einer Rasierklinge verwendet. 

Das Doppelspaltgitter wurde durch Ritzen einer mit Silber be- 
dampften Platte hergestellt. Wenn die Silberschicht so dick ist, daB 
sie keinerlei Licht mehr durchlaBt, lassen sich keine scharfkantigen 
Furchen mehr erhalten. Wenn die Dicke der Silberschicht nur so groB 
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gemacht wurde, daB noch 10 bis 20% des einfallenden Lichtes hindurch- 
gelassen wurden, lieBen sich noch scharfkantige Furchen erhalten. 

Der Umstand, daB das Silber nicht vollkommen undurchsichtig war, 
erfordert eine Hilfsmessung fiir Absorption und Phasenverschiebung im 
Silber (s. unten § 9). 

Wie in §5 begriindet wurde, ist es besonders giinstig c:d =1:4 zu 
machen. Es erwies sich technisch als besonders zweckmaBig, d =0,2mm, 
¢=0,05mm zu wahlen. Mit dem  verwendeten Spachtel wurde 
die Furchenbreite ’=0,032mm erhalten. 

Wie erwahnt, benétigt man nur ein einziges Doppelspaltgitter, her- 
gestellt aus einer méglichst undurchsichtigen Schicht, und man muB 
auBerdem von den zu untersuchenden Schichten ein verhaltnismaBig 
grobes Balkengitter (,,Aus- 
richtgitter’‘) herstellen, das - 
iiber das Doppelspaltgitter ;, 
gedeckt wird (Fig. 4). Beim Fig. 7. Doppelschichtgitter-Materialquerschnitt. Rechts 
Ausrichtgitter wurden im all- das dazugehérige Vergleichsgitter. 
gemeinen Balken von etwa 
0,1mm Balkenbreite und einem Balkenabstand d=0,2 mm hergestellt. 
Zunachst wurden nur nichtabsorbierende Schichten untersucht (reine 
Phasengitter ohne Absorption) ; Doppelspalt- und Ausrichtgitter wurden 
aufeinandergelegt, wobei eine 10 dicke Aluminiumfolie am Rand eine 
direkte Beriihrung verhinderte. Es machte keine Schwierigkeiten, die 
beiden Gitter unter einer Lupe in die gewiinschte Lage zu justieren. 


. cae FE ye 


§ 8. Doppelschichtgitter. 

Nach einigem Umgang mit der Gitterteilmaschine gelang es, nach 
einer teilweisen Durchfihrung der Teilung die Platte wegzunehmen und 
wieder reproduzierbar an die alte Stelle zu bringen. Dadurch wurde es 
méglich (vgl. Fig. 7), nach der Ag-Bedampfung zunachst einen der beiden 
Spalte einer Gitterperiode zu ritzen, dann Gold, dessen Phasenverschie- 
bung gemessen werden sollte, aufzudampfen und zuletzt jeweils den 
zweiten Spalt zu ziehen. Ein solches Gitter soll kurz , Doppelschicht- 
gitter‘‘ genannt werden. Dadurch war jeweils die eine Furche der perio- 
disch wiederkehrenden Doppelspalte mit der zu untersuchenden Schicht 
ausgefiillt. Auf einem Teil des Feldes wurden zum Zweck der Bestim- 
mung von Korrektionen (fiir unvollstandige Absorption des Lichtes in 
der Silberschicht des Doppelspaltgitters) ein einfaches Doppelspalt- 
gitter geteilt (vgl. Fig. 7 rechts). Ein weiterer Teil blieb unzerkrazt zu 
einer gesonderten Bestimmung des absorbierten Bruchteils. 


§ 9. Durchfiihrung der Messungen. 
a) Balkengittermethode. Es wurde ein Balkengitter aus einer diinnen 
Silberschicht hergestellt sowie eines aus Lithiumfluorid (vgl. Fig. 3). 
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Gemessen wurde: Die Normierungsintensitat und die Intensitaét der 
nullten Ordnung. Dann wurde an einem Stiick unzerkratzter Schicht 
die Amplitudenminderung e~’ bestimmt, auBerdem unter dem Mikroskop 
die relative Balkenbreite a/d. Aus der obigen Formel fiir Ly ergibt sich 
der cos « und damit die Phasenverschiebung «, die das Licht beim Durch- 
gang durch die Schicht erleidet. Die Ergebnisse fiir zwei Silbergitter 
sind in Tabelle 1 angegeben. 

Aus den MeBwerten L, = 0,304, e~?8 — 0,240 und a/d=0,544, die am 
Gitter Nr. 5 erhalten wurden, ergibt sich mit den Formeln (3) von S. 365: 


Tabelle 1. 
| | Schichtdicke, 
£, | a/d d se P 4 abgeschatzt aus 
| | der Absorption 
| 
Ag-Gitter Nr. 5 | 0,364 0,544 50u 0,490 69° + 2° ~40 mu 
Ag-Gitter Nr.6 | 0,340 | 0,595 33,3u 0,511 73; 2 ~35 mu 


Es wurden auch Messungen mit einem LiF-Gitter durchgefihrt. 
Die Ergebnisse stimmten mit den Messungen der Tabelle 2 gut tiberein, 
wo das Gitter in einem unabhangigen Verfahren als Ausrichtgitter in 
Verbindung mit einem Doppelspaltgitter benutzt wurde. 

Die bei unseren Messungen erhaltenen Phasen und Amplituden 
k6nnen eventuell durch Oberflachenschichten beeinfluBt sein und sind 
daher nicht ausschlieBlich durch die optischen Konstanten und die 
Schichtdicke .des Silbers bestimmt. 


b) Doppelspaligitter mit Ausrichtgitter. Gemessen wurde L,,, L_, und 
die Normierungsintensitat, weiter die Balkenbreite a beim Ausrichtgitter 
und die Furchenbreite 6 beim Doppelspaltgitter mit Hilfe des Mikro- 
skops. Mit Hilfe der Formeln fiir 2.,, und L_, laBt sich die unbekannte 
Phase « und die durchgegangene Amplitude e~® der Schicht des Aus- 
richtgitters erhalten. Die in Tabelle 2 angegebene Dicke ist aus dem 
bekannten Brechungsindex und der gemessenen Phase « berechnet 
worden, 


Tabelle 2. 


Sa ied | Dos a = 
LiF-Gitter|>—" =0,44] — = 0,521 |e® = 0,971 a= — 43,6°4 2°| Dicke ~160mp 


Bees at | 


Durch eine Hilfsmessung muB fiir das Doppelspaltgitter die Phasen- 
verschiebung y, und die Amplitudenschwachung e~™ in der Silberschicht 
des Doppelspaltgitters bestimmt werden. Man erhalt sie, indem man 
unter Wegnahme des Ausrichtgitters miBt: 1. Normierungsintensitat 
und 2. Intensitaét der nullten Ordnung, dann 3. die Absorption in einem 
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Stiick unzerkratzter Silberschicht und 4. unter dem Mikroskop die 
Furchenbreite 6. Die zur Auswertung erforderlichen Formeln lassen 
sich wieder aus einer einfachen Fourter-Koeffizientenberechnung ge- 
winnen. Es ergab sich: 


Tabelle 3. 


: b ; 
Ag-Gitter | Fine 0,162 e—k; = 0,372 ¥. = 37,5°+2° Dicke ~55 my 


Das Lithiumfluorid-Strichgitter ist das gleiche, das bei der Balken- 
gittermethode verwendet wurde. 


c) Doppelschichtgitter. Beim Doppelschichtgitter sind die Verhilt- 
nisse fast genau so wie beim Doppelspaltgitter mit Ausrichtgitter. Der 
Unterschied liegt darin, daB die beiden zum Doppelspalt gehérigen 
Furchen durch die getrennte Herstellung eine etwas verschiedene Breite 
haben kénnen, was sich bei der Berechnung der FourtER-Koeffizienten 
leicht beriicksichtigen 1aBt. Die Bezeichnung der verschiedenen Ab- 
stande b,, 6,,¢ sind aus Fig. 7 zu entnehmen. y, und e~* sind Phase 
und Amplitude der iiberlagerten Ag- und Au-Schicht. Es ergab sich: 


Tabelle 4. Gitter nach Fig.7 (Doppelschichtgitter) . 


b r ; 

F = 0,133 Ye = O° +5° a= 13°+1,5° 
+ = 0,162 e—kz = 0,098 e—B = 0,926 

< = 0,210 Dicke des Ag ~90 mu | Dicke des Au ~5 mu 


Die tibrigen Ordnungen kénnen unabhangige Ergebnisse liefern, die zur 
Kontrolle dienen. Einige Kontrollversuche lieferten befriedigende Uber- 
einstimmung im Ergebnis. 

Die experimentelle Durchfiihrung geschah im Physikalischen Staats- 
institut Hamburg. 

In Kiirze werden weitere Methoden mitgeteilt werden, bei denen 
ebenfalls Gitter verwendet werden, wo aber die zu untersuchende Schicht 
nicht zerkratzt zu werden braucht. Auch diese Methoden gestatten die 
Messung an absorbierenden, phasenschiebenden Schichten. 


Anhang. 
Einflup der optischen Qualitdt der Tvdgerplatte. 

Wir werden zeigen, wie sich eine schlechte Gitterunterlage auf die Gitter- 
beugungsfigur auswirkt und wie man schon beim Aussuchen der Tragerplatten er- 
kennen kann, ob die Unebenheiten eine genaue Phasenmessung nach den Ver- 
fahren der §§2 und 3 zulassen. Wir werden ein Kriterium dafiir ableiten, daB die 
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n.-Gitterbeugungsamplitude bei nicht idealem (n.i. als Index bedeutet: , nicht 
ideal‘) Trager {A,},;, proportional zum A, des Idealfalles ist. Aus dieser Tat- 
sache folgt, daB sich die Glasplattenunebenheiten nicht bemerkbar machen. Das soll 
jetzt durch Vorrechnen fiir die beiden ersten Beugungsordnungen bewiesen werden. 


Li, {Aasail®  |4ee — {Pas 
lagns <eoet-ayne (Es) dal = ait faa) 


Es wird sich herausstellen, daB die Proportionalitatskonstante nicht von der 
Ordnungszahl » abhangt. Wenn die benutzte Glasplatte dieses unten angegebene 
Kriterium erfiillt, ist man sicher, daB durch die Unebenheiten das Ergebnis der 
Phasenmessung nicht verfalscht wird. — Zur Ableitung dieses Kriteriums definieren 
wir jetzt eine ,, Unebenheitsfunktion‘‘ Q(x), deren Bedeutung gleich erklart wird. 

Die unebene Glasplatte befinde sich (noch ohne Gitter darauf) an der Stelle 
im Strahlengang, wo sich spater das Gitter befinden wird. Sie stellt ein aperio- 
disches Beugungsobjekt dar. Wegen der Unebenheiten wird die durchgehende Welle 
verzerrt, so daB unmittelbar hinter der Platte die Lichterregung Q(*) herrscht. 
{Im Idealfalle ware Q(x) =1.] Q(x) als Fourter-Integral lautet: 


O(a) = 5: [ BU) -e?Fay. 


Dann gilt fiir dieses aperiodische Beugungsobjekt derselbe FouRtER-Reziprozitats- 
satz, der in Fig. 1 fiir ein periodisches Objekt dargestellt wurde. Das bedeutet hier, 
daB in der Beugungsebene die Amplitudenverteilung B(y) zu finden sein wird, 
wobei der FourrER-Parameter y jetzt die Koordinate in der Beugungsebene be- 
zeichnet. Im Idealfall ware B(y) —6(0), d.h. dann wiirde die punktférmige Licht- 
quelle als Punkt in der Beugungsebene erscheinen (von endlicher Lichtquellen- 
breite und begrenzter Apertur diirfen wir absehen). Durch die unebene Glasplatte 
(Q(¥)) wird das Lichtquellenbild unscharf. Wichtig fiir das Folgende ist nun, daB 
man wegen der Fourrer-Reprozitat an dem unscharfen Lichtquellenbild die 
Fourier-Reziproke der Glasplattenfunktion (bzw. deren Quadrat als Intensitat) 
unmittelbar sehen und beurteilen kann, weil die zur Glasplatte gehérige Beugungs- 
intensitat | B(y) |? ist. 

B (g) ist die Amplitude, die am Ort der ersten Gitterbeugungsordnung erscheint, 
wenn sich statt des Gitters die noch unbedampfte unebene Glasplatte im Strahlen- 
gang der Fig. 1 befindet. Wie die Rechnung gleich zeigen wird, mu8 B(g) klein 
sein im Vergleich zu B(0), dem direkten Bild des Lichtquellenpunktes. Der Un- 
scharfebereich Ay soll also nicht iiber das Gebiet | 4 y| <g hinausgehen, das be- 
deutet, er darf nicht bis zu dem Ort reichen, wo spater die erste Beugungsordnung 
auftreten wird. Dieser Forderung entspricht erfahrungsgem&8 etwa jede 10. Photo- 
platte, obwohl bei weitem keine Interferenzqualitat vorliegt. Der tiefere Grund fiir 
diese im Vergleich zu anderen PhasenmeSmethoden geringen Trager-Ebenheits- 
forderungen besteht darin, daB das periodische Gitter eine diskrete Beugungsfigur 
besitzt, die an entscheidenden Stellen der Beugungsordnungen nur durch diskrete 
Teile B(mg) aus der Fourter-Reziproken B(y) von der ,,Unebenheitsfunktion‘‘ 
Q(x) ungiinstig beeinfluBt werden kann. Oder anders ausgedriickt: Da sich das 
Beugungsbild aus den Beitragen der verschiedenen Gitterdffnungen zusammen- 
setzt, werden die durch UnregelmaBigkeiten in der Tragerplatte bedingten sta- 
tistisch verteilten zusatzlichen Phasenbeeinflussungen herausgemittelt. Das iibrige 
B(y) mit vy + mg gibt die Amplitude fiir den mehr oder weniger dunklen Unter- 
grund zwischen den Ordnungen her. Es kann also von einer ordentlich justierten 
Photozelle (mit entsprechender Blende davor) nicht registriert werden und deshalb 
auch nicht die PhasenmeBgenauigkeit beeinflussen, 
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Dampft man nun auf diese Glasplatte eine gleichmaBig dicke Schicht, in die 
ein (moglichst) fehlerfreies Gitter geritzt wird, so herrscht hinter diesem Gitter (am 
entsprechenden Ort im Strahlengang der Fig. 1) die Lichterregung Os3, die em 
Produkt aus Q(x) und der idealen Gitterfunktion U (x); 4,4) ist. 


Uni. (*) = Q(%) + Ujgeai (*) - 


Mit Q(x) in der Fourrer-Schreibweise wird daraus: 


1 7 . 
Uni. (*) = feo -eY* dy- \ Bs la 
2% VA 


Aus diesem Ausdruck erhalt man {A,},;, also die Amplitude die am Ort der 
n.-Gitterordnung erscheinen wird, indem man alle die Koeffizientenprodukte ad- 
diert, fiir die der Exponent der dazugehdérigen e-Funktion gerade i(ng) + x ist. 
Dieser Satz ist nur eine geringftigige Erweiterung der ,, Beugungs-FourrER-Rezi- 
prozitat**. Die Addition der Koeffizientenprodukte liefert: 


_ Blme) 
4n+ >) Amy, B (0) 


m+0 


i B (0) 
{Ay}ni. = ae Yb - B(mg) = ae 


(on) 


Die GréBen, die tatsachlich gemessen werden, sind die |{ A,,}, ;.|2 bzw. Verhaltniss e 
davon (Intensitatsverhaltnisse). In den Formeln fiir die Phasena [Formel (3), 
S. 365] treten dagegen die FourteR-Koeffizienten A, fiir ideale Tragerglasplatten 
auf. Will man trotzdem aus den {4,,.}, ; die Phasen ausrechnen, so muB |{ 4,},;| 
proportional zu | 4,,) sein. 


Wir sehen, daB zur Erfiillung dieser Forderung nétig ist, daB die >) in der 
m+0 
eckigen Klammer verschwindet (innerhalb der MeBfehler). Dazu ist nétig, daB die 


B(mg)/B(0)<1 sind. Es braucht nur B(1 - g)/B(0)<1 zu sein, weil die tibrigen 
B(m- g) erst recht klein sind. Das ist aber die Bedingung, die wir vorher aufgestellt 
haben. Die Erfiillung dieser Forderung, durch die eine einwandfreie Phasenmessung 
gewahrleistet wird, l4Bt sich nun leicht nachpriifen, noch bevor die zur Auswahl 
stehende Glasplatte bedampft wird. 


Erlangen, Physikalisches Institut der Universitat. 


Braunschweig, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S.376—379 (1954). 


Zur Bildung von Wirbelringen. 
Von 
B. STUKE. 
Mit § Figuren im Text. 
(Eingegangen am 4. Dezember 1953.) 


Bei der Beschaftigung mit der Bewegung von Fliissigkeitstropfent 
ergaben sich zufallig Bedingungen, unter denen die Wirbelringbildung 
so langsam vor sich geht, daB sich Zwischenzustande bequem photo- 
graphisch festhalten lassen. Dieses hiibsche Phanomen soll an Hand 
einer Bildserie wiedergegeben und kurz besprochen werden. 

Ende des vorigen Jahrhunderts befaBten sich verschiedene Arbeiten? 
mit der Gewinnung von Ubergangszustanden bei der Wirbelringbildung. 
Man lieB zu diesem Zweck gefarbte Fliissigkeit bzw. Rauch in ein ruhen- 
des Medium eintreten und betrachtete den sich radialsymmetrisch ein- 
rollenden Kopf der Str6mung. Die so gewonnenen pilzférmigen Gebilde 
kann man jedoch nicht als echte Ubergangszustande ansprechen, da 
im Endeffekt gar kein Wirbelring entsteht. — Bei den tiblichen Wirbel- 
erzeugungsmethoden lauft der Bildungsvorgang so rasch ab, daB sich 
Zwischenzustande schwerlich erfassen lassen. 


Betrachtet man jedoch die Bewegung eines Fliissigkeitstropfens in 
einem Medium, gegen das eine geeignete (immer sehr kleine) Grenz- 
flachenspannung vorhanden ist, so vollzieht sich bei passenden Zahig- 
keits- und Dichteverhaltnissen die Wirbelringbildung sehr langsam im 
Zuge der Fall- bzw. Steigbewegung. — Ein geeignetes Fliissigkeitspaar 
ist z.B.: Paraffin in Amylalkohol. Durch geringen Wasserzusatz zum 
Amylalkohol 1aBt sich die Grenzflachenspannung und damit die kleinste 
TropfengréBe, fiir die noch Ringbildung eintritt, sowie die Bildungszeit 
einstellen, 

Die hier gezeigten Bilder sind auf diese Weise gewonnen worden. 
Bei einer Serie von Einzelversuchen wurde jeweils eine Phase (mit 
Elektroblitz) photographiert und dann aus dem Bildmaterial eine ge- 
eignete Bildfolge herausgesucht. Da die TropfengréBe etwas variierte, 


passen die Bilder nicht genau zueinander, — Die VergroBerung ist etwa 
fiinffach., 


Der Tropfen flacht sich zunachst ab zur Scheibenform, dann bildet 
sich auf der riickwartigen Seite zentral eine kleine Einstilpung aus, 


' Die Ergebnisse sollen demnachst in der Z. phys. Chem. erscheinen. 
* Literaturangaben siehe Handbuch der Experimentalphysik, Bd. IV/1, S.451. 


a 
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die sich unter \ erbreiterung des Tropfens rasch vergréBert. Fig. 1 zeigt 
ein bereits vorgeschrittenes Stadium. Erst, wenn der Boden des teller- 
formigen Gebildes hinreichend diinn geworden ist, beginnt der gleiche 
Vorgang am vorderen Staupunkt (Fig. 2) und schreitet fort (Fig. 3 und 4) 
bis die Mitte vodllig herausgeblasen ist und sich ein gleichmaBiger Ring 
» 1E ot tjo & » 2] y rts > Prac | j | 
gebildet hat (t ig. 5). Der Ring zerfallt sehr rasch, da die ohnehin geringe 
Wirbelenergie wegen der groBen Ziahigkeit des Paraffins schnell aufge- 
zehrt ist (Fig. 6 und 7). Dabei lauft die Hauptmenge des Paraffins in 


"s~a F Suey ae 


Fig. 1. Fig, 2. 


Fig. 4. 


Fig.i1—4. Zwischenzustande bei der Wirbelringbildung (fallender Paraffintropfen in Amylalkohol), 


zwei bis drei Tropfen zusammen, die, wenn sie hinreichend groB sind, das 
Spiel wiederholen. — Die hellen Punkte hinter den einzelnen Stadien 
riuhren von kleinen Luftblaschen her, die bei der Bewegung mitgefiihrt 
wurden. Sie zeigen eine leichte Wirbelung im Raum hinter dem Tropfen 
an. Die Haut aus der Mitte des betreffenden Gebildes zieht sich bei dem 
wiedergegebenen Beispiel im wesentlichen auf den Ring zusammen. 
Unter anderen Bedingungen wird sie auch sackartig aufgeblasen, um 
dann zunichst in Faden und schlieBlich in kleine Trépfchen zu zerfallen. 
Ferner kann die riickwartige Einstiilpung gegentiber dem entsprechenden 
Vorgang vorn nur schwach ausgepragt (oder moglicherweise gar nicht 
vorhanden) sein. 

Interessant ist der Vergleich mit den Versuchen von HocHSCHWEN 
DER! iiber das Zerblasen von Wassertropfen in einem Luftstrom, die 


1 FHOcCHSCHWENDER, E.: Diss. Heidelberg 1919. 
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yon LANE! in anderem Zusammenhang wiederholt wurden. Es handelt 
sich dabei offensichtlich um das gleiche Phanomen. Dort sind jedoch 
wegen der hohen Oberflachenspannung des Wassers und der geringen 
Reibung in Luft groBbe Relativgeschwindigkeiten erforderlich. 


4 rep iC , : 7 = ' 

Bewegt sich ein Fliissigkeitstropfen (dasselbe gilt fiir eine Gasblase) 
und sind in der Grenzflaiche keine besonderen Bewegungswiderstande2 
vorhanden, so muf sich, infolge von Reibung, im Tropfen eine Zir- 
kulationsbewegung e : BIBS | 
| ons gung einstellen Fig. 8 gibt das Stromlinienbild eines 
kugelférmigen Tropfens wieder 


1 LANE, W.R.: Ind. Eng. Chem. 43, 1312 (1954 


STUKE B Beweg rs sig] Ss 

> euneswiderst inde in Flis 1g 4 
‘ . 1 < <eitsgrenzflachen (erscheint ln 
i Coll. Sei.) } 


8 Spetts, K. E.: P 365 
| | ELI K. ] Proc. Phys. Soc. Lond. B 65, 5414 (1952), konnte die Zirkula- 
lonsbewegung bei Glycerintropfen in Ol photographisch festhalten 
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Ein derartiger Tropfen unterscheidet sich von einem Wirbelring da- 
durch, daB er durch die Wirkung der Grenzflichenspannung zu einem 
in materieller Hinsicht einfach geschlossenen Bereich zusammengehalten 
wird. Fiir ihn ist daher im Gegensatz zum Ring stationéire Bewegung 
moglich. 

Die aus der Bewegung resultierenden deformierenden Krifte kénnen 
im Verein mit der Zirkulationsbewegung im Tropfen bei hinreichend 
groBer Relativgeschwindigkeit den Ubergang zum Wirbelring bewirken. 
So konnte NorTHRUP? Wirbelringe erhalten durch ,, HineinschieBen‘‘ von 
geschmolzenem Paraffin in Wasser (hohe Grenz- 
flachenspannung). — Ubrigens ist bei diesem Stoff- 
paar der Grenzflachenwiderstand so gro, daB bei 
der normalen Steigbewegung von Paraffintropfen 
in Wasser noch keine Zirkulation im Tropfen statt- 
findet?. — Bei geniigend kleiner Grenzflachenspan- 
nung reicht zur Ringbildung bereits die Fall- bzw. 
Steiggeschwindigkeit aus (unser Beispiel). Ist keine 
Grenzflachenspannung vorhanden, so erfolgt der 


Ubergang auch bei kleinen Geschwindigkeiten sehr Rr ba de 


rasch. die stationdre Bewegung 
: : : ay ee, eines kugelformigen Trop- 
Der EinfluB der kinematischen Zahigkeit auf 42.5 ohne Grenzflichen. 


die Wirbelringbildung bei mischbaren Fliissigkeiten widerstand, 
(keine Grenzflachenspannung) ist von THOMSON 

und NEWALL® ausfiihrlich erdértert worden. Bei vorhandener Grenz- 
flachenspannung komplizieren sich die Verhaltnisse dadurch, daB die 
einfache hydrodynamische Ahnlichkeit (REYNOLDsche Zahl, Auftreten 
von nur Reibungs- und Tragheitskraften) durch das Hinzukommen der 
Grenzflachenkrafte aufgehoben wird. Die Hinzunahme der WEBER- 
schen Zahl (die die Grenzflachenspannung enthdlt) reicht fiir den all- 
gemeinen Fall nicht aus, da Grenzflachenwiderstande von der dynami- 
schen Grenzflachenspannung abhangen? und mindestens eine weitere 
Kenngr6Be erforderlich machen. 


Die Photographien verdanke ich Herrn RoBeRtT MAND. 


Miinchen, Physikalisch-Chemisches Institut der Universitat. 


1 Norturup, E. F.: Nature, Lond. 88, 463 (1912). ' 
2 Sruke, B.: Bewegungswiderstande in Fliissigkeitsgrenzflachen (erscheint im 


aco, Sei.) 
3 Tyomson, J. J., u. H. F. NEwa.v: Proc. Roy. Soc. Lond. 39, 417 (1885). 
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Irreversible Anderungen der 
Elektronenbeweglichkeit in diinnen CdO-Schichten. 


Von 
FRANZ LAPPE. 
Mit 2 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 21. Januar 1954.) 


Durch Kathodenzerstaubung hergestellte CdO-Schichten andern 
beim Erhitzen an Luft ihre Leitfahigkeit irreversibel’ (Fig. 1). Bei einer 
Erhitzungsgeschwindigkeit von etwa 1), Grad/sec bleibt die Leitfahigkeit 
Qo" bis 100°C fast konstant, ab 

800 100°C sinkt sie ab, erreicht bei 

600 270° C ein Minimum, steigt von 
270 bis 450°C stark an und 
bleibt tiber 500°C bis zur Zer- 
stérung der Schichten bei 700°C 
auf einem konstanten hohen 
t Wert. An jedem Punkt dieser 
ear fee Senieound | kontinuierlich durchlaufenen 


—= / Temperatur-Leitfahigkeitskurve 
ee 7 kann man die momentan er- 

: reichte Leitfahigkeit durch Ab- 

kiihlen der Schicht auf Raum- 
temperatur einfrieren, abge- 
sehen von einer schwachen 
100 200-300 #0 st reversiblen Temperaturabhan- 

Tenporaton” hy gigkeit mit geringen Aktivie- 
Fig. 1. Temperatur-Leitfihigkeits-Kurve einer CdO- . . 
Schicht. Dicke 0,994; Erhitzungsgeschwindigkeit rungsenergien. Bei erneutem 
15 bis 18°/min, Bei 200, 250, 300 und 400° C wurde das Aufheizen der Schicht nimmt 
Aufheizen unterbrochen und die Schicht auf 20° C abge- . 4 : : 
kiihlt. Die Kurve wurde in Pfeilrichtung durchlaufen., die Leitfahigkeit zunachst wie- 
der reversibel zu; bei der Tem- 

peratur, bei der die Erhitzung vorher abgebrochen wurde, miindet sie 
jedoch wieder in die unterbrochene irreversible Leitfahigkeitskurve ein. 
Zur Erklarung dieser Leitfaihigkeitsinderung wurde zuniachst die nahe- 
liegende Annahme gemacht, da beim Erhitzen der Schichten durch 
Oxydations- und Dissoziationsprozesse die Zahl der iiberschiissig im 
CdO-Gitter vorhandenen Cd-Atome und damit die Zahl der Leitungs- 
elektronen verindert wiirde. Zwischen 100 und 270°C kénnte z.B. eine 


400 


spezitische elektr. Leittahighelt 
& Sy 


+ Hetwic, G.: Z. Physik 132, 621 (1952). 
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Oxydation von fehlgeordneten, bei der Herstellung der Schicht tiber- 
schiissig in das CdO-Gitter eingebauten Cd-Atome erfolgen und zwi- 
schen 270 und 450°C eine Dissoziation des ganzen CdO-Gitters statt- 
finden. 

Durch eine parallel zur Leitfihigkeitsmessung durchgefiihrte Mes- 
sung der Hart-Konstante ist es méglich, diese Annahme nachzupriifen, 


da man ja aus der HALI-) Q*cm1 
Konstante Ry und der spe- | 300 
zifischen Leitfihigkeitx die  ,,, 
atomaren Gr6Ben  ,,Elektro- &> 
nenkonzentration“ n= 1/e-Ry 8% 
und __,,Elektronenbeweglich - aa 
keit’ v=x-R, berechnen ‘§ 60 
kann. Zur Vereinfachung der ES a 
experimentellen Anordnung 1020 ¢m-3 


wurde hier bei verschiedenen 


£ 
aufeinanderfolgenden Tempe- S 
raturen der jeweils erreichte 3 7 
Zustand der Schicht auf Zim- set , 
mertemperatur _ eingefroren - id 
und Leitfahigkeit und Harr- ~ 
Effekt bei Raumtemperatur Voltfem. 
gemessen ; nach Fig. 1 werden id 
dadurch keine wesentlichen 3 x 
Anderungen hervorgerufen. 3% ? 
Die Messungen (Fig. 2) er- rEe 
gaben, da8 das Minimum der s2 4 
Leitfahigkeit nicht, wie er- 3 
wartet, durch die Elektronen- ©& 2 

0 100 200. ——«300 400 °C 500 


konzentration, sondern nur 
durch die Beweglichkeit ver- 
ursacht wird, gleichgiiltig, ob 
die Schichten in Luft oder 


Temperatur 
Fig. 2. Spezifische Leitfahigkeit, Elektronenkonzentration 
und Beweglichkeit, gemessen an einer CdO-Schicht der 
Dicke 0,458u, aufgestaubt und erhitzt in Luft. Her- 
stellungsbedingungen der Schicht: Leistung: 92 W (59mA, 


‘ . 1560 V); Druck: 0,09 Torr; Aufstaéubzeit: 30 min, 
in Argon-Sauerstoffgemischen 


aufgestaubt wurden. Das Vorzeichen des Hatt-Effekts blieb bei allen 
Messungen gleich und weist CdO als ElektronentiberschuBleiter aus. 
Die einfachen Beziehungen n=1/e-Ry und v=x-R, gelten nur 
in homogenen Leitern mit einer Art von Ladungstragern. Darum wurden 
als Fehlerméglichkeiten bei der Deutung diskutiert: 1. Der EinfluB 
eines inhomogenen Aufbaus der Schichten. 2. Das Auftreten von Akzep- 
toren, wodurch Elektronen gebunden wiirden, aber eine vergleichbare 
Zahl von Defektelektronen entstehen miiBte. Es konnte gezeigt 
werden, daB keine der beiden Méglichkeiten den erhaltenen Verlauf von 
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Beweglichkeit und Elektronenkonzentration erkliren kann; die Kurven 
in Fig. 2 miissen daher wohl als reell angenommen werden. Dafiir sprechen 
ferner auch an den gleichen CdO-Schichten durchgefiihrte optische 
Absorptionsmessungen !. 

Das tiefe Minimum der Beweglichkeitskurve diirfte nur durch die 
Entstehung einer groBen Zahl von Streuzentren wahrend des Temperns 
bis etwa 270°C zu deuten sein. Offenbar entstehen sie durch eine 
Wechselwirkung der Schichten mit der umgebenden Atmosphare, da das 
Beweglichkeitsminimum beim Tempern im Vakuum nicht auftritt. Un- 
verstandlich bleibt dabei zunachst, warum sich die durch Elektronen- 
beugung nachweisbare St6rung des Schichtaufbaues bei dieser Tem- 
peratur noch nicht andert, sondern erst bei hdheren Temperaturen aus- 
heilt. Es ist die Aufgabe weiterer Untersuchungen, die Natur dieser 
Streuzentren aufzuklaren. 


Herrn Professor Dr. H. KOniG bin ich fiir vielerlei Anregung zu 
groBem Dank verpflichtet. Ebenfalls méchte ich Herrn Dozent Dr. 
F. STOCKMANN, Darmstadt, und Herrn Dr. G. HELwic, Niirmberg, fiir 
wertvolle Hinweise meinen aufrichtigen Dank sagen. 


Darmstadt, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 


1 DunsTADTER, H.: Z. Physik 137, 383 (1954). 
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Lichtabsorption und elektrische Eigenschatten 
stark gest6rter CdO-Schichten. 


Von 


HELMuT DuUNSTADTER. 


Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 21. Januar 1954.) 


Erganzend zu Messungen elektrischer GréBen! wurden an den gleichen 
durch Kathodenzerstaubung hergestellten CdO-Schichten auch optische 
Absorptionsmessungen ausgefiihrt. Angeregt wurden diese Messungen 


durch die auffallende, schon von HELWwic? 
mitgeteilte Beobachtung, daB sich Schichten, 
die unter verschiedenen Bedingungen her- 
gestellt wurden, deutlich durch ihre Farbung 
unterscheiden. Aus der Kombination der 
elektrischen und optischen Messungen ergibt 
sich ein unerwarteter Zusammenhang, tiber 
den hier berichtet wird. 

Die Absorptionsmessungen wurden in 
iiblicher Weise mit einem Leiss-Doppel- 
monochromator und einem Elektronenver- 
vielfacher® ausgefiihrt. Sie erstrecken sich 
auf den Bereich von 450 bis 700 my in dem 
die Kante der Eigenabsorption* etwa ex- 
ponentiell auslauft. Die Extinktionskon- 
stante wurde der Einfachheit halber aus 
der einfallenden und der durchgelassenen 
Strahlungsleistung ohne Beriicksichtigung 
der Reflexionsverluste und etwaiger Inter- 


Ag=500 mL 


oO 


Extinktionskonstante Ey 


460500 550 m4 600 
Wellenlange 


Fig. 1. Beispiel fiir eine Extinktions- 
kurvenschar einer durch Kathodenzer- 
staubung in Luft hergestellten CdO- 
Schicht nach dem Erhitzen auf 
verschiedene Temperaturen. 


ferenzen berechnet. Bedenken kénnen hier zuriickgestellt werden, da 
fiir das Folgende der Absolutwert belanglos ist und fiir eine MeBreihe 
immer die gleiche Schicht benutzt wurde. Die Schichten wurden bei 
verschiedenen Temperaturen in Luft getempert, alle Messungen erfolgten 


wie die elektrischen bei Raumtemperatur. 


Infolge des Temperns verschiebt sich der Auslaufer der Eigenabsorp- 
tion etwa parallel zur urspriinglichen Kurve (Fig. 1), jedoch bei den 


"1 Lappe, F.: Z. Physik 137, 380 (1954). 


2 Hetwie, G.: Diss. Géttingen 1951. — Z. Physik 132, 621 (1952). 
3 Der Fernseh GmbH. Darmstadt danke ich fiir die Uberlassung eines Verviel- 


fachers aus ihrer Fertigung. 
4 Mottwo, E.: Reichsb. Phys. I, 1 (1944). 
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unter verschiedenen Bedingungen hergestellten Schichten in verschie- 
dener Weise. Ein brauchbares MaB fiir die Verschiebung ist die Extink- 
tionskonstante E, bei einer festen Wellenlange /,, die bei den Schichten 
so gewahlt wurde, daB keine wesentlichen Storungen durch Interferenzen 
auftreten. Beispiele fiir die Anderung von E;, nach erfolgter Erwarmung 
und Wiederabkithlung auf Zimmertemperatur bringen die Fig. 2a—d. 
Ein Vergleich dieser scheinbar véllig regellosen Kurven mit den LAPPE- 
schen Kurven der Elektronenkonzentration in den gleichen Schichten* 

10-10" 
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Fig. 2a—d. Verhalten der Extinktionskonstanten von CdO-Schichten, in verschiedenen Gasmischungen 
aufgestiubt, nach dem Erhitzen auf verschiedene Temperaturen und Wiederabkihlung auf 
Zimmertemperatur. 


zeigt nun einen engen Zusammenhang zwischen beiden: Mit wachsender 
Elektronenkonzentration nimmt £, stets ab und umgekehrt. Dieser 
Zusammenhang ist fiir jede Schicht vdllig eindeutig. Aber auch dann, 
wenn man fiir die unter den verschiedensten Bedingungen hergestellten 
Schichten /,, als Funktion der Elektronenkonzentration in ein gemein- 
sames Diagramm eintragt, bleibt dieser Zusammenhang, wenn auch nicht 
ganz so eindeutig, erhalten (Fig. 3). Weil sich die Absorptionskurven 
nahezu parallel zueinander verschieben, erhalt man ein ganz ahnliches 
Bild, wenn man die Lage der ,,Absorptionskante“‘ — die hier durch die 
Wellenlainge zu definieren wire, fiir die E, einen festen Wert hat — als 
Funktion der Elektronenkonzentration auftragt. Andert sich die Elek- 
tronenkonzentration zwischen 0,1 und 2+ 102° cm*>3, so verschiebt sich 


1 LAppE, F.: a. a. O. 
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die Absorptionskante (definiert durch E=4- 10*4 cm!) von 540 nach 
485 mu. 

Man kennt zahlreiche Beispiele dafiir, daB sich Stérstellen optisch 
im Auslaéufer der Eigenabsorption bemerkbar machen. Insofern sind 
die Anderungen der Absorptionskurve vielleicht nicht besonders iiber- 
raschend. Bemerkenswert ist vielmehr die GréBe der Anderungen, die 
eine einwandfreie Trennung zwischen Eigenabsorption und Stérstellen- 
absorption illusorisch machen, offenbar eine Folge der groBen Stérstellen- 
konzentration, die sich ja auch in der groBen Elektronenkonzentration 


Extinktionskonstante 


0 05 10 15 - 10cm °20 
Elektronenkonzentration 


Fig. 3. Dieselben Extinktionen wie in Fig. 2a—d, jedoch aufgetragen tiber der Elektronenkonzentration. 
(W) = Schichten, die in Luft mit verschiedenen Aufstaubleistungen hergestellt, aber nicht getempert wurden. 
al 


widerspiegelt. Die zunachst iiberraschende Abnahme der Elektronen- 
konzentration bei zunehmender Absorption leBe sich vielleicht durch 
Akzeptoren deuten, die Leitungselektronen binden und deren Absorp- 
tionsspektrum die beschriebenen Absorptionsanderungen hervorruft, je- 
doch erscheint eine Deutung verfriiht. Die Messungen werden fortgesetzt 
und sollen nicht nur auf CdO beschrankt bleiben. 


Herrn Professor Dr. H. Konic danke ich fiir das stete Interesse, 
Herrn Dozent Dr. STGCKMANN fiir anregende Diskussionen und nicht 
zuletzt der Deutschen Forschungsgemeinschaft, die durch Uberlassung 
eines Doppelmonochromators diese Arbeit ermdglicht hat. 


Darmstadt, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 
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Anwendung der 6-Funktion 
auf die mikrokanonische Gesamtheit*. 
Von 
ARNOLD MUNSTER. 


(Eingegangen am 11. Februar 1954.) 


An verschiedenen Beispielen wird gezeigt, daB die Theorie der mikrokanonischen 
Gesamtheit sich durch explizite Benutzung der Drracschen 6-Funktion wesentlich 
vereinfachen 1aBt. 


Die Phasendichte einer mikrokanonischen Gesamtheit ist von GIBBs! 
mit Hilfe eines Grenziiberganges definiert worden, welcher der Definition 
einer DirAcschen 6-Funktion entspricht. Im folgenden soll an einigen 
Beispielen gezeigt werden, daB die recht umstandlichen GipBsschen 
Rechnungen sich durch explizite Benutzung der 6-Funktion auBer- 
ordentlich vereinfachen lassen. 


1. Phasendichte und Phasenmittelwerte. 


Es sei 
Et 


Q* = f dQ (1) 


die bis zu einer vorgegebenen Energie E* erstreckte Phasenausdehnung 
und 
aQQ* 
@ =I1n 
dE (2) 
die Gippssche Energiefunktion. Daraus folgt fiir die Phasenausdehnung 
der mikrokanonischen Energieschale 


Q = lim ce? AE =e°dE. (3)? 

AE—+0 . 
Wir definieren nun die Phasendichte @ der mikrokanonischen Gesamt- 
heit durch 


0 =C-d(E*—E), (4) 


* Die folgenden Uberlegungen sollten urspriinglich im Rahmen eines in Vor- 
bereitung befindlichen Buches erscheinen. Die vorliegende Veréffentlichung wurde 
dadurch veranlaBt, daB kiirzlich von anderer Seite eine Mitteilung iiber den gleichen 
Gegenstand publiziert wurde. [F. Bopp, Z. Naturforsch. 8a, 233 (1953).] 

+ Gipps, J. W.: Elementary Principles in Statistical Mechanics. Collected 
Works, Bd. II]. New Haven 1048. 

* Dieser Ausdruck hat in der klassischen Statistik naturgemaB nur formale 
Bedeutung, im Gegensatz zur Quantenstatistik, wo AE notwendig endlich ist. 
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wo £* die Energie eines Systems der mikrokanonischen Gesamtheit und 
C die Normierungskonstante bezeichnet. Fiir diese ergibt sich mit Gl. (3) 


C=e*, (5) 
Der mikrokanonische Mittelwert einer Phasenfunktion F ist dann ge- 


geben durch 
F = e~® { F d(E* — E) dQ. (6) 


Aus dieser allgemeinen Gleichung ergeben sich sofort verschiedene 
weitere Formulierungen, die fiir spezielle Anwendungen niitzlich sind. 


Bezeichnen wir mit R den 2n-dimensionalen Phasenvektor, so gilt 
zunachst 
pe oe Se — 
set — b=) SEA (7) 
wo 6(R* —R) die 2-dimensionale 6-Funktion ist. Da die Nullstellen 


von (£* — E)(R) ein Kontinuum bilden, ist die Summe durch ein Integral 
iiber die Flache E (g, ) =E* zu ersetzen. Es folgt : 


7 ~~ F ad > 

Reg 7 grade, O(R* —R) dQ df (8) 
oder 

eet ch otal 

F=e | aaael of (9) 


Mit Hilfe der auch von Bopp? benutzten Fourrer-Zerlegung der 6-Funk- 
tion l4Bt sich eine von GrBBs? angegebene Formel fiir den mikrokano- 
nischen Mittelwert einer Funktion w der generalisierten Koordinaten 
(bzw. der kinetischen Energie E, oder der potentiellen Energie £,) ab- 
leiten. Es sei 

dQ, = Ai dgq,...44, (10) 


das Differential der Konfigurationsausdehnung, 
dQ, = Ajdp,...dp, (11) 


das Differential der Geschwindigkeitsausdehnung, wo » die Zahl der 
Freiheitsgrade, 


tad ae) * ee | 
A,=|~4\/=5e 12) 
G  |8g@q;|. (Gy, ---, Gn) ( 


und 


A,=4;*= Ody, +++» dn) (13) 


1 Bopp, F.: Z. Naturforsch. 8a, 233 (1953). 
2 Gipss, J. W.: l.c. Gl. (374). 
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ist. Diese beiden Determinanten hangen nicht von den generalisierten 
Geschwindigkeiten oder Impulsen ab. Wir haben zunachst 


ui=e—® [f ud(E* —E, — E,) dQ,dQ,. (14) 
Da ohne Beschrankung der Allgemeinheit gesetzt werden kann 


EB, =45 aj =4D a7 23 (15) 


ergibt die Fourter-Zerlegung der 6-Funktion 


+00 } bj 
= -—@ 1 dk ct (E*-Eo) —iky, 2a dQ 6 
oder 
ae (2m e-® [ dQyu Xf (Gk) * hE —Fodk, (17) 


Wir setzen voraus Ee Fe > 0 und schreiben 


salt ik=z, (18) 
wo / eine positive ganze Zahl ist. Das komplexe Integral in (17) laBt 
sich dann in ein Kurvenintegral verwandeln derart, daB der Integrations- 
weg den Pol (/+-1)-ter Ordnung des Integranden bei =0 umschlieBt. 
Dann wird 


> 3 (E*—Ey) 
G =(2n)""e-* [ 42, —F om = dz (19) 
oder ; 
fs Eg=E* B 
= fan" e pay ! -1 
— T'(nj2) ~ | — By)" 4. (20) 
Q,=0 
Fiir «= 1 folgt daraus 
Eq=E* 
o _ (27)"" zat 
~~ P(n/2) | (E*—E,)* dQ, (21)° 
2_=0 


Gl. (20) und (21) stellen die explizite Gestalt der Gippsschen Formel 
dar. Grpps selbst schreibt die Formel mit Benutzung einer Funktion 


ad Qk 
®, =In5 (22) 


1 Bei der obigen Definition sind, wie Grsps (l. c.) gezeigt hat, Konfigurations- 
ausdehnung und Geschwindigkeitsausdehnung invariant gegen kanonische Trans- 
formationen, 

4 Gipss, J. W.: 1. c. Gl. (305). 


Anwendung der 6-Funktion auf die mikrokanonische Gesamtheit. 389 


was fiir manche Zwecke vorteilhaft ist. Da fiir konstantes E, dE, =¢@F 

ist, gilt 

u@ = e~® {f we?” )(E* — E) dE dQ, (23) 

oder 
u@ =e f we dQ. (24) 


Der Vergleich mit (20) ergibt 


was von Gipss! auf einem anderen Wege abgeleitet wurde. SchlieBlich 
folgt aus Gl. (21) in Verbindung mit Gl. (2) 


Eg=E* 


fiers eal ’ [ (E* — E,)"?.dQ,. (26) 


Auch diese Beziehung findet sich bereits bei GIBBS?. STREETER und 
MAYER? haben sie (nach Anbringen des quantenstatistischen Korrektur- 
faktors 1/h".N! auf der rechten Seite) als Ausgangspunkt fiir die Theorie 
der realen Gase benutzt. 


2. Empirische Temperatur und Aquipartitionstheorem. 

Wir betrachten ein abgeschlossenes System, das aus zwei Teil- 
systemen besteht, die miteinander Energie austauschen kénnen. Die 
Teilsysteme bezeichnen wir durch die Indizes 1 und 2, wahrend die auf 
das Gesamtsystem bezogenen GréBen ohne Index geschrieben werden. 
Fiir den mikrokanonischen Mittelwert der Funktion e~?71 Q%, gilt 


e 1 OF, — e® fff e9P10F,6(E* — E) dQ,,49,,d2, (27) 
oder 
e Pr QF, — e—® fff OF, O(E* — E) dE dQ, dQ). (28) 
Daraus folgt 
gi Ot, = 7 OF, (29) 


In analoger Weise findet man 
gre ages S0* (30) 
und 


Piet Oe — 1 ated (31) 


A Gines, J..W.: le. Soot i. 
2 Gress, J. W.: l.c. Gl. (304). 
3 STREETER, S.F., u. J. E. MAYER: J. Chem. Physics 7, 1025 (1939). 
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Der Mittelwert der Funktion e~%? Q* besitzt somit im Gleichgewicht fiir 
die Teilsysteme und das Gesamtsystem den gleichen Wert. Dieser 
Mittelwert bzw. die GroBe e~® Q* ist daher ein statistisches Analogon 
der empirischen Temperatur. Man kann fiir die Teilsysteme auch die 
Mittelwerte e~® Q* und e~% Q* berechnen. Die Analogie mit der Tem- 
peratur ist aber dann, wie schon GipBs! bemerkt hat, unvollkommen, 
da fiir das Gesamtsystem die genannte Funktion kein Mittelwert ist. 
Mit Hilfe von Gl. (22) und (25) findet man fiir die mittlere kinetische 
Energie eines Freiheitsgrades 


B= he OD = fe ° O* =FERT (32) 


das Aquipartitionstheorem. 


3. Die statistischen Analoga der Entropie und der absoluten Temperatur. 
Thermodynamisch gilt fiir die Entropie 


1 Aj 
dS= dE + p>. 7 4%, (33) 
wo x; die 4uBeren Parameter, X; die dazu konjugierten generalisierten 
Krafte sind. Andererseits ist 


dl a, 4 V¥i ema 

nQ so dE a d x;. (34) 
? 

Um In 2* als statistisches Analogon der Entropie zu identifizieren, muB 

daher noch gezeigt werden, daB ¢é In 2*/@x; eine durch die absolute 


Temperatur dividierte mittlere generalisierte Kraft ist. Wegen 


4 éE 


= na aa ex; (35) 
folgt zunachst durch Differentiation der integrierten Gl. (4) 
2,0 _ 
ee" = [ X;6'(E*— E) dQ 
CN; " pes (36) 
— | X;e° 0'(E* — E) dE. 
Das ergibt 
ee? aX; > dP\ - 
ex; | dE i dE (37) 
Andererseits ist 
Ce®? CD o , 
Ox; Ox; G8) 
Aus (37) und (38) folgt 
aX; as d@ op 
Fy Sadia ¥ Wille’ TT haik Js (39) 


. Grapes) JoW.4. eSaaet 


OO ———— 
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Die Lésung dieser Differentialgleichung ist 


> te 
Ae - AF. (40) 
’ 


ia) 


wo F; nur von den auBeren Parametern abhingt. Es laBt sich zeigen?, 
daB allgemein gilt 


F,=0. (41) 
Es folgt daher 


= =: Ox . (42) 


Der Logarithmus des von der mikrokanonischen Energieschale um- 
schlossenen Phasenvolumens ist somit ein statistisches Analogon der 
Entropie, wenn e~°Q* mit der absoluten Temperatur identifiziert wird. 


Frankfurt a. M., Metall-Laboratorium der Metallgesellschaft A.G. 


Gres, J. Wor 1 ¢S0i27. 
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Eine reversible Ermiidungserscheinung 
der Sekundar-Emission an Glimmkathoden 
mit halbleitenden Schichtenkomponenten. 
Von 
W. KiuceE und A. SCHULZ. 
Mit 9 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 20. Dezember 1953.) 


Es wird gezeigt, daB bei Verwendung von Glimmkathoden mit halbleitenden Zwi- 
schenschichten der selbstandige Entladungsstrom mit der Zeit abnimmt. Die 
Stromdichten diirfen dabei je nach der Kathodenstruktur bestimmte Erfahrungs- 
werte nicht iiberschreiten. Die Abnahme des Entladungsstromes ist keine bleibende, 
sondern nach Léschung der Entladung und Abwarten riickgangig zu machen. Sie 
wird einer ,,reversiblen‘‘ Ermiidung der Emissionszentren fiir Sekundarelektronen 
zugeschrieben. Die Ursache dafiir wird im Halbleitergeschehen der bei den Glimm- 
kathoden verwendeten Zwischenschichten gesehen. Die Aufhebung der Ermiidung 
kann durch bloBes Warten erfolgen und durch Bestrahlung der Kathode mit 
Ultrarot zeitlich beschleunigt werden. 


Einlettung. 

Reversible Ermiidungserscheinungen sind seit langem schon bei der 
lichtelektrischen Emission an nichtmetallischen Oberflachenschichten 
bekannt [J]. Fallt namlich auf eine zusammengesetzte Photokathode 
mit halbleitender Zwischenschicht, etwa eine Kathode mit dem Struktur- 
schema Ag—Cs,O, (Ag), (Cs)—Cs, ein hinreichend groBer und zeitlich 
konstanter Lichtstrom, so tritt eine zeitweilige Ermiidung der Kathode 
auf. Diese duBert sich in einer Abnahme der Quantenausbeute der Photo- 
kathode wahrend des Emissionsvorganges. Erfahrungsgem&B setzt diese 
Abnahme, wenn die Dicke der Zwischenschicht wenigstens 10°5cm 
betragt, bei Photostromdichten von 0,5 bis 1uA/cm® ein. Der Ermii- 
dungsvorgang kann die Emissionsdichte bis auf 50% und mehr des Aus- 
gangswertes herabsetzen. Wesentlich ist, da8 dabei die physikalisch- 
chemische Struktur der Oberflaichenschicht nicht veraindert wird. Durch 
bloBes Liegenlassen der Zelle im unbelasteten Zustand stellt sich die 
Ausgangsempfindlichkeit von selbst wieder ein. Bei Bestrahlung der 
Photokathode mit ultrarotem Licht kann der Vorgang der Erholung 
zeitlich beschleunigt werden {7}. Bisher war eine derartige als ,,rever- 
sibel bezeichnete Ermiidungserscheinung der Elektronenemission nur 
an Photokathoden bekannt geworden. Verfasser haben nun an Glimm- 
kathoden mit halbleitenden Schichtenkomponenten eine riickgangig zu 
machende zeitliche Abnahme der Sekundarelektronenauslésung durch 
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StoB positiver Ionen beobachtet. Sie auBert sich in einer Abnahme des 
Glimmstromes wahrend des Entladungsvorganges trotz konstant ge- 
haltener Werte der treibenden Spannung und des Stabilisierungswider- 
standes des Entladekreises. Verfasser sehen in dem Vergleich der 
reversiblen photoelektrischen Ermiidung mit der reversiblen Ermidung 
der Sekundaremission eine Méglichkeit, auf experimentellem Wege Aus- 
sagen uber die Natur der Sekundarelektronen-Emissionszentren zu 
machen. 


Versuchsausfiihrung und Ergebnisse. 


Um die aufgezeigte reversible Er- 
miidungserscheinung nachzuweisen, ist 
es notwendig, daB die rein metallische 
Kathode, die im allgemeinen in Glimm- 
entladungsgeféaBen verwendet wird, Fig-1- Schaltung einer Glimmentladungs- 

? strecke. G GlimmentladungsgefaB, Rs Stabili- 
durch eine zusammengesetzte Kathode _ sierungswiderstand, U, treibende Spannung. 
mit halbleitender Schichtenkomponente 
ersetzt wird. Die Versuche wurden deshalb an einer mit 0,1 Torr Argon 
gefiillten Photozelle durchgefiihrt. Die Kathode mit einer FlachengréBe 
von 5 cm? besaB die bekannte Schichtenstruktur Ag—Cs,0O, (Ag), (Cs)—Cs?. 
Die halbleitende Schichtenkomponente besteht hier aus Casiumoxyd mit 
eingelagertem Casium und Silber in atomarer Verteilung. DaB man solche 
gasgefiillte Photozellen als GlimmentladungsgefaBe ohne Schaden fiir die 
Kathodenstruktur betreiben darf, wenn man im Gebiet der unternorma- 
len Glimmentladung bleibt, haben wir in einer friiheren Arbeit [2] be- 
wiesen. Die Oberflachenstruktur der Photokathode wird nicht merklich 
verandert. Wenn man eine gasgefiillte Photozelle als reines Glimm- 
entladungsgefaB mit dem fiir die Gliimmkathode charakteristischen Pro- 
zeB der Sekundarelektronenemission betreiben will, so ist es notwendig, 
die lichtelektrische Auslésung von Elektronen an der Kathode durch 
Fremdlicht zu verhindern. — Eine Auslésung von Elektronen durch die 
im Entladungsraum entstehenden Photonen ist nicht zu vermeiden. — 

‘Die Photozelle wurde dementsprechend in einem lichtdichten Gehause 
untergebracht. Unter Anwendung der Schaltung gemaB Fig. 1 wurde 
der Schnittpunkt der Widerstandsgeraden mit der Stromspannungs- 
charakteristik in das Gebiet der unternormalen Glimmentladung gelegt. 
Wie aus Fig. 2 zu entnehmen ist, miiBte der auf diese Weise einge- 
stellte selbstandige Entladungsstrom eigentlich konstant bleiben. Die 


1 Solche Schichten entstehen kurz wie folgt: Silberoberflachen werden in ver- 
diinntem Sauerstoff mittels Glimmentladung kraéftig oxydiert. Nach Abpumpen 
des Sauerstoffs wird Cs aufgedampft und das Ganze langere Zeit auf 200 bis 250°C 
erhitzt. Dabei wird das Silberoxyd reduziert und der in der Zelle tiberschiissige 
Cs-Dampf herausdestilliert. 

Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137. 26 


Sponnung 


Glimmstrom 
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Erfahrung zeigt nun, daB dies nicht der Fall ist: Der Strom nimmt im 
Laufe der Zeit ab. Der anfangs eingestellte Arbeitspunkt A verlagert 
sich nach A’. Wir haben nun diesen zeitlichen Abfall des Gimmstromes 
an mehreren GefaBen genauer untersucht und gefunden, da er immer 
stetig in exponentieller Form erfolgt. Fig. 3 bringt ein Beispiel fiir eine 
solche Messung. Nach der 33. min haben wir dort die Strombelastung 

abgebrochen und das GefaB sich selbst 
a’ im Dunkeln iiberlassen. Nach bestimm- 
ten Zeitintervallen erfolgte jedoch kurz- 
zeitig eine Messung des Stromes. Dabei 
zeigte sich, daB der Glimmstrom nach 
jeder Pause deutlich meBbar zunimmt. 
Dieser Vorgang ist im rechten Teil der 
Fig. 3 aufgetragen worden. Aus diesem 
Wiederanstieg erkennt man, da8 die 
Stom Kathode in den Ruhepausen ihrem Aus- 
Fig. 2. Typischer Verlauf der Stromspan- gangszustand zustrebt. Nach 200 min, 


nungs-Charakteristik eines Glimmentla- 4 
dungsgefaBes. @ Rein metallische Glimm- gerechnet vom Zeitpunkt des Abschaltens 
Kathode, a’ zusammengesetzte Glimm ab, hat der Glimmstrom seinen Aus- 

gangswert wieder erreicht. Der Arbeits- 
punkt A’ der Entladungscharakteristik hat sich wieder in seine Aus- 
gangslage A verschoben (vgl. Fig. 2). Wir sind daher berechtigt, bei 


den geschilderten Vorgangen von einer ,,reversiblen“’ Ermiidung der 


Lindpunkt 


Widerstandsgerade 


40s Glimmkathode zusprechen. Wir haben 
bAy anzunehmen, da8B die Kathodenober- 
re flache durch den BeschuB8 positiver 

Ionen ihre Fahigkeit, Sekundarelek- 
< tronen zu emittieren, voriibergehend 


bis zu einem gewissen Grade einbiBt. 
Offenbar tritt eine voriibergehende 
0 50 100 #0 2mn2so Werarmung der Kathodenoberflache 
Fig. 3. Reversible in an einer Glimm- ai yi seeensareekitanen eas wi 
""kathode Ag—Gs;0, (Aa), (Cs)—Cs. fahigen Zentren auf. Eine bleibende 
Strukturanderung der Kathodenober- 
fliiche erfolgt durch den IonenbeschuB offensichtlich nicht. Wir diirfen 
weiter feststellen, daB der Ablauf des Ermiidungs- und Erholungsvor- 
ganges mit den bereits bekannten photoelektrischen Ermiidungs- und 
Erholungsvorgingen eine auffallige Ahnlichkeit aufweist. 

So kann die Ermiidung einer Glimmkathode in kurzer Zeit riick- 
gdingig gemacht werden, wenn sie einer Bestrahlung mit Ultrarot unter- 
worfen wird. Dieser Vorgang ist aus dem Beispiel der Fig. 4 zu ent- 
nehmen. Dort wurde ein Glimmentladungsgefa8 mit einer Kathode aus 
durchsichtigem Casium-Antimonid untersucht. — Die friihere Auf- 


{ 
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fassung, daB es sich dabei um eine Legierungskathode handelt, 1aBt sich 
nach neueren Arbeiten [3] sicher nicht mehr aufrecht erhalten. — 


Der Erholungsvorgang dauert dort infolge Einstrahlung von Ultrarot 
nur etwa 4 min. Wir haben nun des weiteren ein GlimmentladungsgefaB 
mit merklich hohen Glimmstromdichten von 7 wA/cm? belastet und damit 
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Fig.4. Ermiidung und rasche Erholung einer 
Casium—Antimonid—Glimmkathode durch 
Ultrarotbestrahlung. 


Fig. 5. Erholung einer Glimmkathode Ag—Cs,0O, (Ag), 
(Cs)—Cs, ----+ MeBreihe 1, x xxx MeBreihe 2. 


die Kathode in einen dieser Belastung entsprechenden Ermiidungszustand 
versetzt. Im unmittelbaren AnschluB daran haben wir den Gliimmstrom 
nicht unterbrochen, sondern ihn nur auf die merklich kleinere Dichte 


von 0,4uA/cm?eingestellt A/cm? 

und dann das zeitlichen 58, 

Verhalten des Glimmstro- t 05 re 
mes beobachtet (Fig.5). i pid fly rholung 
Es wurde dann, wie wir BS 

vermuteten, ein deutlich § 

meBbarer Wiederanstieg & 4 


des Glimmstromes gemes- 
sen. Die Kathode strebt 


also offenbar immer den- 70 20 IO 40 min 50 
a4 - Ve 

jenigen Ermiidungszu- Fig. 6. Temperaturabhangigkeit der reversiblen Ermiidung einer 
stand an, der mit der Glimmkathode Ag—Cs,O, (Ag), (Cs)—Cs. Obere Kurve Kathoden- 


‘ , 3 temperatur ¢ = +20°C, untere Kurve t = —79°C. 
Dichte des jeweils flieBen- 


den Glimmstromes verkniipft ist. Das geschilderte Geschehen ist in 
befriedigendem MaBe reproduzierbar, wie die beiden Beispiele der Fig. 5 
etkennen lassen. Wir erblicken auch in diesen Versuchsergebnissen einen 
Beweis fiir die Reversibilitat der Ermiidung an den benutzten Glimm- 
kathoden. SchlieBlich kénnen wir zeigen, daB die geschilderten Er- 
miidungsvorgange von der Kathodentemperatur abhangig sind (Fig. 6). 
Bei Erniedrigung der Temperatur auf t= — 79°C geht die Ermiidung 
rascher vonstatten. Ob damit eine echte Temperaturabhangigkeit der 
reversiblen Ermiidung streng bewiesen ist, sei dahingestellt. Es ist 
26* 
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nicht ausgeschlossen, daB mit der voriibergehenden Temperaturer- 
niedrigung eine reversible Kondensation von Casium-Restdampfen auf 
der Kathodenoberflache parallel lauft. 


Deutung der experimentellen Ergebnisse. 


Bevor eine Deutung des vorliegenden Versuchsmaterials und eine 
Einordnung desselben in unser Wissensgut der Gasentladungsphysik 
vorgenommen werden kann, muB geklart werden, welcher Faktor — oder 
sofern es mehrere sind — welche Faktoren zu einer Abnahme des selb- 
standigen Entladungsstromes trotz konstant gehaltener Parameter des 
Entladekreises fiihren kénnen. Das Kennzeichen jeder selbstandigen 
Entladung besteht bekanntlich darin, daB alle Ladungstrager, die zur 
Aufrechterhaltung dieser Entladung notwendig sind, durch die Ent- 
ladung selbst erzeugt werden. Es ist keine Energiezufuhr von auBen, 
beispielsweise eine Bestrahlung der Kathode mit Photonen oder eine Be- 
strahlung des Entladungsraumes durch radioaktive Mittel erforderlich. 
Das fiir die selbstandige Entladung charakteristische Tragergeschehen 
kleidet die Gasentladungsphysik in die sog. Stationaritatsbedingung: 


[,(e*4 —1)]-y > Mp. (1) 


Im stationaren Zustand der Entladung starten an der Kathode m, Elek- 
tronen. Diese werden durch StoBionisation im Entladungsraum auf 
my: e** Elektronen vermehrt (x Koeffizient der Volumenionisierung, 
dElektrodenabstand). Neben den Elektronen entstehen dabei 7) - (e** — 1) 
Ionen, die beim Aufprall an der Kathode 79 - (e*4—1)y Sekundar- 
elektronen auslésen (y Oberflachenionisierungskoeffizient). Wenn diese 
Zahl wenigstens gleich der urspriinglichen an der Kathode gestarteten 7, 
Elektronen ist, kann die Entladung selbstandig bestehen. 

Uber diese von TowNsENp [4] aufgestellte und von Horst und 
OosTERHUIs [5] verbesserte Theorie wurde in den vergangenen Jahren 
viel diskutiert. So wurden neben der BestoBung der Kathode durch 
positive Ionen andere Riickwirkungsmechanismen in Betracht gezogen. 
In unserem Falle ist es sehr naheliegend, an eine lichtelektrische Riick- 
wirkung, d.h. an eine zusatzliche Auslésung von Elektronen an der 
Kathode durch die im Entladungsraum laufend entstehenden Photonen, 
zu denken. Man weib jedoch aus Messungen der Aufbauzeit von Glimm- 
entladungen, da8 die Zahl von Elektronen, die auf diesem Wege emittiert 
werden, vernachlassigbar klein ist [6]. Dagegen kénnen metastabile 
Atome durch gaskinetischen Zufall die Kathodenoberfliche erreichen, 
diese beriihren und dort Elektronen befreien. Das haben Messungen von 
ENGstroM und Huxrorb [6] an mit Argon gefiillten Photozellen, die 
mit einer Cisiumoxydkathode versehen waren, gezeigt. In dem von uns 
verwendeten E/p Bereich (E Feldstirke im Entladungsraum, p Gasdruck) 
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spielt dieser Effekt sicher nur eine untergeordnete Rolle. Die zeitliche 
Abnahme des Glimmstromes kann, wie aus Gl. (1) hervorgeht, daher 
nur so erklart werden, daB der Faktor y durch den Aufprall der positiven 
Ionen auf die Kathode im Laufe der Zeit kleiner wird. Denn « kann sich 
bei konstanter Elektrodenspannung und bei konstantem Gasdruck nicht 
andern. Im vorliegenden Fall wird « sogar etwas zunehmen, weil die 
Elektrodenspannung im Zuge der Ermiidung ansteigt. 

Es ist naheliegend anzunehmen, daB die Auslésung von Sekundar- 
elektronen an der Kathodenoberflache vorzugsweise durch StoB posi- 
tiver Gasionen an den auf der Ca’siumoxydschicht adsorbierten Casium- 
atomen erfolgt (s. Fig. 7). Der Elementarproze8 muB dabei folgender 
Energiebedingung geniigen: 


odsorbjerte 
om Alkatiatome 


eS uv? < - Yif4 
aan ol U ja2-e- ®, : (2) Zuischenschicht 7// 


= 
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Die Summe aus kinetischer und potentiel- —_ 7rigermero// 
ler Energie des stoBenden Ions muB gleich 
der doppelten Austrittsarbeit (0, duBeres  _ 

. : m _ Fig. 7. Strukturschema einer Glimm- 
Austrittspotential) sein. Neben dem be- kathode Ag—Cs,0, (Ag), (Cs)—Cs. 
freiten Sekundarelektron muB ein weiteres 
Elektron zur Neutralisierung des stoBenden Ions gewonnen werden. Nach 
Abgabe eines Sekundarelektrons bleibt das Casiumatom als adsorbiertes 
Ion zuriick. In diesem Zustand ist es nicht fahig, ein weiteres Elektron 
abzugeben. Das adsorbierte positive Casiumion kann deshalb erst nach 
seiner Neutralisierung durch Elektronen aus der Unterlage erneut ein 
Sekundarelektron emittieren und damit zum selbstandigen Entladungs- 
strom beitragen. Die Energie der stoBenden Ionen kann auch tiber das 
Oxydgitter der Zwischenschicht auf eingelagerte Casiumatome tber- 
tragen werden. Die so gebildeten Sekundarelektronen k6énnen iiber das 
Leitungsband des Oxydes zur Oberflache gelangen. Fiir diesen Ele- 
mentarprozeB muB auf der rechten Seite der Gl. (2) wenigstens der 
Energiebetrag 


oCs-Afome Ag-Afome 


2 e(O SS) Fé 


stehen (@, inneres Ablésepotential, vgl. hierzu Fig. 9, ¢ an die Kathode 
abgegebene Warme). Wir nehmen dabei an, dal beide Elektronen aus 
dem Leitungsband emittiert werden, eine Vorstellung, die sich aus dem 
heutigen Stand der Halbleitertheorie zwanglos ergibt. 

Verbleibt nun eine Zahl von oberflachlich adsorbierten und im Oxyd 
eingelagerten Casiumatomen (Emissionszentren) aus zunachst noch un- 
bekannten Griinden iiber eine gewisse Zeit hinweg im ionisierten Zustand, 
so muB die GréBe y abnehmen und damit zwangslaufig, wie bereits 
dargelegt, der Glimmstrom. Die Nachlieferung von Elektronen zur 
Neutralisierung der ionisierten Emissionszentren kann nur von der 
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metallischen Unterlage her erfolgen. Hierzu miissen die Elektronen 
durch die Casiumoxydschicht hindurch treten. Das ist nicht méglich, 
denn das Cisiumoxyd zahlt zu den Isolatoren. Im Leitfahigkeitsband 
des Cs,O Kristalls befinden sich keine Elektronen. Alle Valenzelektronen 
des Cisiums und des Sauerstoffes werden fiir Bindungsaufgaben be- 
nétigt, so daB keine Elektronen im Kristall zur Verfiigung stehen, die 
als freie Ladungstrager den erforderlichen Ersatzstrom bilden kénnten. 
Das Herstellungsverfahren fiir die benutzten Glimmkathoden ist nun 
aber so geartet (vgl. FuBnote 1, S. 393), daB sich zwangslaufig Casium 
in atomarer Verteilung im Casiumoxyd einlagern muB [7]. Dadurch 
erhalt die Oxydzwischenschicht einen halbleitenden Charakter. Wir 


+ S 
Cs Ce tk. ae fe oe BES 
by SOR 
ed a ia A pal oes A B 
Fig. 8. Casiumoxyd-Kristallgitter mit eingelagertem Fig.9. Bandermodell (A) und Potentialverlauf (B) 
und adsorbiertem Casium fiir Casiumoxyd-Glimmkathode. o Stérniveau; 
(Uberschu8-Halbleiter). » Unterkante, Leitungsband; 5 Frermi-Niveau. 


diirfen sie als einen UberschuBhalbleiter ansprechen. In Fig. 8 haben 
wir das Casiumoxyd-Kristallgitter mit eingelagertem tiberschitissigem 
Casium schematisch dargestellt. Das Cs,O kristallisiert nach HELMS 
und KLEMM [8] in einem Anti-Cd Cl,-Typ. Die iiberschiissigen Cs-Atome 
sind durch Kreise, die fehlenden Sauerstoffionen durch Quadrate ge- 
kennzeichnet. Zur Erklarung des Leitfahigkeitsmechanismus im Kristall 
bedienen wir uns des Bandermodells (Fig. 9). Diese Darstellungsweise 
steht in Analogie zu derjenigen, welche HERRMANN und WAGENER fir 
vollaktivierte Bariumoxyd-Gliihkathoden entworfen haben [9]. Es 
sind dort nur die auBersten Bander des Cs,O-Kristalls dargestellt 
worden. Die Energieniveaus des Sauerstoffs liegen so tief, daB sie in der 
Fig. 9 nicht in Erscheinung treten kénnen. Im isolierenden Cs,O-Kristall 
ist das 6s-Elektron von 2 Cs-Atomen in das 24-Band des Sauerstoffs ge- 
treten und hat damit die L-Schale zu einer abgeschlossenen Schale auf- 
gefiillt. Infolgedessen befinden sich im 6s-Band keine Elektronen und 
der Kristall besitzt keine Leitfahigkeit. Werden nun Cs-Atome im Uber- 
schuB in das Cs,O-Gitter eingebaut, so liegt das Energieniveau der 
6s-Elektronen dieser Atome, in der Halbleiterphysik mit Stémiveau a) 
bezeichnet (s. Fig. 9), etwas unterhalb des leeren 6s-Bandes. Durch 
Aufnahme von thermischer Energie oder von Photonen kénnen Elek- 
tronen aus dem Stérniveau in das Leitfahigkeitsband gehoben werden. Es 
ist demzufolge in den von uns verwendeten Glimmkathoden eine Nach- 
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lieferung von Elektronen zur Oberflache hin durch die Halbleiterschicht 
hindurch méglich. Die Ermiidung der Emissionszentren fiir Sekundir- 
elektronen hat nun ihre Ursache ebenfalls in diesem Halbleitergeschehen 
in der Cs,O-Schicht. Diejenigen Stellen des Kristalls, an denen Sauer- 
stoff-lonen fehlen, wirken als positive Ladung, d.h. diese Stellen haben 
das Bestreben, Elektronen einzufangen. Entsprechend der Zahl von 
Elektronen, die in der Zeiteinheit an solchen Stérstellen hingen bleiben, 
nimmt die Zahl von Emissionszentren und damit auch der selbstindige 
Entladungsstrom mit der Zeit ab (s. Fig. 3). Ein ahnliches Geschehen 
wird fiir die Casitum-Antimonid-Glimmkathode gelten. Auch bei diesem 
Kathodentyp liegt eine halbleitende Schichtenkomponente vor [10], die 
eine Behinderung der Elektronennachlieferung von der Unterlage zur 
Oberflache hin verursacht (s. Fig. 4). Bei Casium-Antimonid-Schichten 
ist allerdings noch nicht mit Sicherheit entschieden, ob sie zu den Uber- 
schuB- oder Mangelhalbleitern gehéren. Es sei noch bemerkt, daB obige 
Betrachtungen fiir Einkristalle gelten. An vielkristallinen Systemen, 
wie sie bei den Zwischenschichten der von uns verwendeten Glimm- 
kathoden vorliegen, verursachen die Korngrenzen der Einkristalle eine 
weitere Behinderung des Elektronenflusses in Feldrichtung. SchlieBlich 
sei noch vermerkt, da in den Cs,O-Zwischenschichten auch Silber in 
atomarer Verteilung — zwangslaufig bedingt durch das Herstellungs- 
verfahren — eingelagert ist. Streng genommen miiBte diese Tatsache 
noch in Fig. 8 beriicksichtigt werden. Eine Erholung der Kathode 
kann, wie oben bereits vermerkt, durch bloBes Sichselbstiiberlassen des 
GlimmentladungsgefaBes im stromlosen Zustand erfolgen. Dabei werden 
die hangengebliebenen Elektronen durch Aufnahme von thermischer 
Energie in das Leitfahigkeitsband angehoben. Die infolge vorheriger Ab- 
gabe von Sekundirelektronen ionisierten Emissionszentren werden dabei 
neutralisiert und die Ermiidung somit riickgangig gemacht (s. Fig. 3). 
Dieser Erholungsvorgang lauft zeitlich beschleunigt ab, wenn dieKathode 
zusatzlich mit ultrarotem Licht bestrahlt wird. Hieraus darf geschlossen 
werden, daB das Energieniveau der Ermiidungszentren zwischen dem 
o-Niveau und der unteren Kante des Leitungsbandes liegen muB. 
Die von uns aufgefundene reversible Ermiidung der Glimmkathoden, 
welche mit der reversiblen photoelektrischen Ermiidung sicher in engster 
Verwandtschaft steht, erinnert stark an den Vorgang der sog. ,,Erregung"’, 
wie sie von R. W. Pout [11] und seinen Schiilern bei der lichtelektrischen 
Leitung an verfarbten Alkalihalogenidkristallen beobachtet wurde. Die 
Erregung kann dort durch Einstrahlung von Ultrarot riickgangig ge- 
macht werden. Wir vermuten daher, daB unsere Glimmkathoden im er- 
miideten Zustand eine langwellige optische Absorptionsbande aufweisen. 
Wenn die Temperatur der Glimmkathode erniedrigt wird, wie es bei dem 
in Fig. 6 wiedergegebenen Versuch getan wurde, muB sich zwangslaufig 
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die Zahl der Nachlieferungselektronen, die bis zur Kathodenoberflache 
gelangt, verkleinern. Der zeitliche Abfall des selbstandigen Entladungs- 
stromes wird demzufolge gréBer (s. Fig. 6). Wir sind also in der Lage, 
die Beobachtungen an den verwendeten Glimmkathoden durch Anwen- 
dung der Erkenntnisse, die von der Halbleiterphysik bis heute gesam- 
melt wurden, zu deuten. Unsere Beobachtungen am reversiblen Er- 
miidungsvorgang legen die Vermutung nahe, daB die Photoelektronen 
und die Sekundiarelektronen den gleichen Emissionszentren entstammen. 


Der Deutschen Forschungsgemeinschaft sei fiir die Unterstiitzung 
dieser Arbeit gedankt. 
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Die optische Absorptionskonstante 
von Kadmiumoxyd. 
Von 
JOSEF STUKE. 
Mit 7 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 13. Januar 1954.) 


Die Lage der Absorptionskante bei Zimmertemperatur hangt bei CdO in starkem 
Ma8e von der Herstellungsart und der thermigschen Vorgeschichte ab. Sie laGt sich 
durch eine Temperung stetig verschieben, wobei Unterschiede von 0,5eV autftreten. 
Die Messungen zeigen, da8 nicht die ganze Absorptionskurve verlagert wird, sondern 
daB sich nur der exponentielle Auslaufer der Eigenabsorption verschiebt, waihrend 
weiter in der Eigenabsorption keine Anderung der Absorptionskonstanten auftritt. 
Es ergibt sich ein relativ guter Zusammenhang zwischen der spez. Leitfahigkeit 
und der Lage der Absorptionskante bei Zimmertemperatur. Mit zunehmender 
Leitfahigkeit verlagert sich die Kante weiter ins kurzwellige Gebiet. Die Tempe- 
raturabhangigkeit der Absorptionskante ist dieselbe, wie bei den meisten anderen 
Halbleitern. Mit zunehmender Temperatur verschiebt sie sich nach gréBeren 
Wellenlangen. 
Es werden zwei verschiedene Deutungen fiir dieses neuartige Verhalten diskutiert. 


A. Einleitung. 


Der Halbleiter CdO hat in letzter Zeit stark an Interesse gewonnen. 
Wahrend sich bei festen Kérpern normalerweise hohe elektrische Leit- 
fahigkeit und groBe Lichtdurchliassigkeit weitgehend ausschlieBen, hat 
CdO bei seiner fiir einen Halbleiter ausgezeichneten Leitfahigkeit von 
101 bis 10? 2-1 cm, die beinahe an die der schlechtleitenden Metalle 
herankommt, eine optische Absorptionskonstante, die sich in ihrer GréBe 
sowohl in als auch vor der Eigenabsorption nicht wesentlich von anderen 
Halbleitern unterscheidet. Ihr spektraler Verlauf ist nach einer Messung 
von MoLttwo! ganz ahnlich wie bei den verwandten Halbleitern CdS, 
ZnO und ZnS. In der Eigenabsorption steigt die Absorptionskonstante 
von der Absorptionskante, die bei 580 my bzw. 2,1 eV liegt, bis etwa 
5,8 eV anndhernd linear an, um dann einen ungefahr konstanten Wert 
anzunehmen. Die Messungen wurden an Schichten durchgefiihrt, welche 
durch Aufdampfen von metallischem Kadmium und anschlieBender 
Oxydation in reinem Sauerstoff hergestellt waren. Die Angaben in der 
Literatur iiber die Farbe von CdO schwanken je nach seiner Herstellungs- 
art und der Temperatur, der es dabei ausgesetzt war, zwischen rotbraun * 


1 Mottwo, E.: Reichsber. Phys. I, 1 (1943). 
2 Bauer, G.: Ann. Phys. (5) 30, 433 (1937). — Farvre, R.: Ann. de Chim. 


19, 58 (1944). 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. pig) 
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und griingelb!. HELWwiG? weist bei seinen Untersuchungen an durch 
Kathodenzerstaubung hergestellten CdO-Schichten darauf hin, daB 
neben der elektrischen Leitfahigkeit auch die optischen Eigenschaften 
in starkem MaBe von den Herstellungsbedingungen und der thermischen 
Vorgeschichte abhangen. Schichten, die in Stickstoff-Sauerstoff- 
Mischungen mit geringem Sauerstoffanteil hergestellt sind, lassen blau- 
griines Licht durch, wahrend getemperte bzw. in reinem Sauerstoff her- 
gestellte Schichten nur noch fiir gelbes und rotes Licht durchlassig sind. 
Da sich diese Anderung der Absorption an diinnen Schichten zeigt, muB 
die Zunahme der Absorptionskonstanten im griinen Spektralgebiet in 
der GréBenordnung der Eigenabsorption liegen. Im folgenden soll nun 
untersucht werden, welcher Art diese starke Anderung der optischen 
Eigenschaften von CdO ist. 


B. MeBanordnung. 


Zur Messung der Absorptionskonstanten wurde dieselbe Anordnung 
benutzt, die in einer friiheren Arbeit des Verfassers* beschrieben ist, mit 
der zwischen 300 und 1200 mu mittels Photoelementen die Absorption 
gemessen werden kann. Die MeBmethode ist die dort verwendete Nahe- 
rungsmethode, die durch Messung des reflektierten Lichtanteils auch bei 
Schichten mit Interferenzfarben eine verniinftige Messung erlaubt. Zur 
Messung der Schichtdicke nach dem Verfahren von WIENER* wurden 
Silberschichten aufgedampft, die gleichzeitig auch als Kontakte zur 
Messung der spezifischen Leitfahigkeit dienten. Die Angabe des Ab- 
solutwertes der Absorptionskonstanten ist nur bis auf etwa 15 bis 20% 
genau, da bei sehr diinnen Schichten die Dickenmessung mit diesem 
Fehler behaftet ist, wahrend man an relativ dicken Schichten die Ab- 
sorption mit geniigender Genauigkeit nur im Auslaufer der Eigenabsorp- 
tion messen kann, der, wie die Ergebnisse zeigen, in starkem MaBe von 
Herstellungsbedingungen abhangt. Die relativen Angaben der Absorp- 
tionskonstanten sind jedoch genauer. 

Die Herstellung der CdO-Schichten erfolgte im Prinzip nach dem- 
selben Verfahren, wie es von HELwicG® eingehend beschrieben wurde, 
naimlich durch Kathodenzerstéubung in verschiedenen Gasen. Als Gase 
wurden hierbei gereinigter Sauerstoff und Stickstoff aus Bomben ver- 
wendet. Die gleichen Werte der spez. Leitfahigkeit und derselbe Kurven- 
verlauf bei der Temperung zeigen, daB es sich hier um die gleichen 
Schichten handelt, die HELW1G untersucht hat. 


1 FrickE, R., u. F. BLascHKe: Z, Elektrochem. 46, 46 (1940). 
* HEtwie, G.: Diss. Géttingen 1951. 

8 STUKE, J.: Z. Physik 134, 194 (1953). 

* WieNER, O.: Ann. Phys. 31, 629 (1887). 

5 Hetwic, G.: l.c. u. Z. Physik 132, 621 (1952). 
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C. MeBergebnisse. 

Die Messungen der Absorptionskonstanten von CdO in Abhangigkeit 
von der Wellenlinge ergeben, daB der starke Anstieg zur Eigenabsorp- 
tion, den man als Absorptionskante bezeichnet, je nach den Herstellungs- 
bedingungen und der thermischen Vorgeschichte bei relativ stark ver- 
schiedenen Wellenlangen liegt. Es treten Unterschiede von 0,5 eV auf. 
Sorgt man durch niedrige Bestaéubungsleistung pro Fliche dafiir, daB 
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Fig.1au.b. a Absorptionskonstante von CdO in Abhangigkeit von der Wellenlange. Kurve I ist die Mes- 

sung nach der Herstellung durch Kathodenzerstaubung in Stickstoff mit geringem Sauerstoffanteil, Kurve IJ 

die Messung an derselben Schicht nach einstiindiger Temperung an Luft bei 200°C, Kurve I/JI ergibt sich 
nach einer weiteren Temperung bei etwa 500°C. b Dieselben Kurven in logarithmischer Darstellung. 


die Schicht bei dem Bestaéubungsvorgang die Temperatur von 150° C 
nicht iiberschreitet, so liegt im allgemeinen die Absorptionskante um so 
weiter im kurzwelligen Gebiet, je hoher die spez. Leitfahigkeit der 
Schicht ist. Durch eine Temperung an Luft nach der Herstellung laBt 
sich die Kante dann stetig nach langeren Wellen hin verschieben. Bei 
einer Schicht, die in Stickstoff mit geringem Sauerstoffanteil (5%) auf- 
gestaubt wurde, zeigt die Absorptionskonstante den Verlauf von Kurvel 
in Fig. 1. Tempert man nun diese Schicht eine Stunde lang an Luft bei 
200°C und mi8t anschlieBend wieder bei Zimmertemperatur, so ergibt sich 
Kurve IJ. Eine weitere Temperung bei 500° C fiihrt zu Kurve IJ/J, die 
auch fiir eine Schicht zutrifft, welche durch Kathodenzerstaubung oder 
Oxydation von metallischem Cd in reinem Sauerstoff hergestellt wurde. 
Durch die Temperungen hat die spez. Leitfahigkeit nur eine relativ 
PY he 
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geringe Anderung erfahren: 
wy = 4,52°10°O* cm, My = 1,35 - 10°74 cm 4, 
Sorry lO 40? 02 cm. 


Auf diese Zusammenhinge wird unten noch naher eingegangen werden. 
Fig. 1 zeigt deutlich, daB die Kantenverschiebung nicht durch eine Ver- 
lagerung der ganzen Absorptionskurve zustande kommt, sondern daB die 
Anderung der Absorptionskonstanten nur den langwelligen Teil der 
06 Kurve betrifft. Im kurzwelligen 
Gebiet stimmen namlich die drei 
Kurven praktisch iiberein?. Die Ab- 
sorptionskonstante fallt hier mit ab- 
nehmender Photonen-Energie an- 
nahernd linear ab. In dem lang- 
welligen Kurvenbereich, der durch 
einen starkeren Abfall der Absorp- 
tionskonstanten gekennzeichnet ist, 
unterscheiden sich dagegen die Kur- 
ven betrachtlich. Wie aus der log- 

arithmischen Darstellung in Fig.1b 
3 pease a hervorgeht, fallt dort die Absorp- 


Fig. 2. Abnahme der Absorption im Ultraroten tionskonstante annahernd exponen- 
bei einer dicken CdO-Schicht I und einer diinnen tiell ab 
metallischen Cd-Schicht II mit steigender Tem- F 
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perung an Luft. Als Abzisse ist die Temperatur In Kurve/7 iiberlagert sich diesem 

aufgetragen, bei der die Schichten eine Stunde Abfall ein Wiederanstieg im ultraroten 
tempert wurden, Ordinate ist die Absorption ; a Birr ee 

ee bei tu. se Spektralgebiet. Wie orientierende Messun- 


gen bis etwa 2,5 u mit Hilfe eines Thermo- 
elementes zeigten, hat dieser Anstieg den Charakter einer metallischen Absorption, 
der aber nach Temperung bei 200° C irreversibel verschwunden ist. Um zu klaren, 
ob es sich dabei um die Absorption der freien Elektronen des CdO oder um einge- 
lagerte metallische Cd-Teilchen handelt, wurde das Verschwinden dieser Absorption 
durch eine Temperung untersucht (Fig. 2). Tempert man — eine Stunde bei der 
jeweiligen Temperatur an Luft — zusammen mit einer relativ dicken CdO-Schicht I 
eine sehr diinne, in Wasserstoff aufgestaubte metallische Cd-Schicht II, die bei 1 UL 
eine vergleichbare Absorption hat, so zeigen beide Schichten eine starke Abnahme 
der Absorption zwischen 100 und 200° C. Es handelt sich dabei offenbar im wesent- 
lichen um eine Oxydation, da die metallische Schicht nach der Temperung noch 
eine merkliche Leitfahigkeit hatte. Bei 250° C verschwindet auch im Vakuum die 
Absorption durch Verdampfung der diinnen Metallschicht. Der Wiederanstieg 
der Absorptionskonstante bei Kurve J in Fig. 1 ist demnach mindestens zum Teil 
auf metallisches Cd zuriickzufiihren, welches in das CdO eingelagert ist. Da man 
bei einer Kathodenzerstaubung in sehr reinem Stickstoff metallische Schichten 
erhalt, ist dieses Ergebnis verstandlich. 


1 Die geringe Zunahme bei Kurve J// ist wahrscheinlich auf eine Zunahme der 
Streuung zuriickzufiihren, die bei der Messung nicht beriicksichtigt wird. 
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Sieht man von dem zusitzlichen Wiederanstieg in Kurve I ab, so 
zeigt sich in Fig. 1 das wichtige Ergebnis, da8 nur die spektrale Lage des 
exponentiell abfallenden Auslaufers der Eigenabsorption stark von der 
Vorgeschichte abhangt, wahrend der etwa linear abfallende Teil weiter 
in der Eigenabsorption keine Anderung erfihrt. 


Da sich bekanntlich bei einer Temperaturerhéhung die Absorptions- 
kante ebenfalls nach gréBeren Wellenlangen verschiebt, ist es interessant, 
ob zwischen dieser thermischen Ver- 
schiebung und der geschilderten 
mehr oder weniger irreversiblen Ver- 
lagerung der Kante eine Beziehung 47 
besteht. Zu diesem Zwecke wurde 
die Lage der Absorptionskante bei 
verschiedenen Temperaturen gemes- 
sen!. Bei einer Schicht, deren 
Absorptionskante im kurzwelligen 
Gebiet liegt, betragt zwischen 200 
und 400° K die thermische Kanten- 
verschiebung — 4-10-4eV/Grad 
(Kurve I in Fig.3). Durch eine Tem- 
perung bei 500°C und der damit 
verbundenen Verlagerung der Ab- 19 700 200 «300 400K 
sorptionskante steigt dieser Wert auf ves aeslaal 
ae 10-4 eV/Grad an (Kurve Il). Fig. 3. Lage der Absorptionskante in Abhangigkeit 


von der Temperatur. J entspricht einer Schicht, 
Bei tiefen Temperaturen ist die Ver- die in Stickstoff mit geringer Sauerstoffbeimen- 


Seeing i beiden’ Kurvent deut= Sas *eeaal it Hist dis Meer an a 
lich Kleiner, cine Tatsache, die auch ie re enh 
an vielen anderen Stoffen beobachtet Seer 

worden ist, z. B.an CdS-Einkristallen 

von Kiick?. Den EinfluB8 der Temperatur auf den Kurvenverlauf 
im ganzen gemessenen Bereich zeigt Fig.4 bei einer Schicht, die 
an Luft bei 500°C getempert worden war. Ein unmittelbarer Zu- 
sammenhang zwischen der thermischen Verschiebung und der Ver- 
lagerung besteht offenbar nicht. Wahrend sich durch eine Temperung 
der exponentielle Teil parallel verschiebt, was einer gleichmaBigen An- 
derung der Absorptionskonstanten bei allen Wellenléngen in diesem 
Gebiet entspricht, nimmt bei einer Temperaturerniedrigung die Absorp- 
tionskonstante im exponentiellen Abfall bei groBen Wellenlangen starker 


ab, als bei kleinen. Der Energiebereich, den der exponentielle Auslaufer 
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1 Das etwas ungewohnliche MaB fiir die Lage der Absorptionskante (en Lextiim 
Fig. 3) ist hier notwendig, da bei kleineren Werten der Absorptionskonstanten 
Uberschneidungen auftreten. 

2 Kricx, C.C.: Phys. Rev. 89, 274 (1953). 
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umfaBt, wird mit abnehmender Temperatur deutlich kleiner, was in 
einer Zunahme der Steigung in Fig. 4b zum Ausdruck kommt. Ein 
ahnliches Ergebnis erhielt Krick bei seinen Messungen an CdS-Ein- 
kristallen und besonders deutlich CRONEMEYER? an TiO,-Einkristallen. 
AuBerdem zeigt diese Messung, daB die durch Temperung neu auf- 
tretende Absorption sich ganz stetig an die Kurve anschlieBt, welche 
die ungetemperte Schicht aufweist. Auch bei — 170° C deutet sich im 
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Fig.4a u. b. a Abhangigkeit der Absorptionskonstanten von der Temperatur. b Dieselbe Messung in 
logarithmischer Darstellung. 


Verlauf der Kurve in Fig. 4a keinerlei Selektivitat an. Man wird deshalb 
dieses eigenartige Verhalten der Absorptionskante bei CdO nicht auf 
eine mehr oder weniger stark auftretende Absorptionsbande zuriick- 
fiihren kénnen, wie sie z.B. an ZnO von SCHAROWSKY? gemessen wurde ; 
denn diese miiBte sich bei einer Temperaturerniedrigung durch Ver- 
engung ihres Energiebereiches bemerkbar machen*. Die Verlagerung 
der Absorptionskante zum roten Spektralgebiet geschieht offenbar in 
der Weise, daB sich der kurzwellige lineare Teil der Kurve weiter fort- 
setzt, von dem dann der exponentielle Auslaéufer erst bei gréBeren 
Wellenlangen mit einem deutlichen Knick abbiegt. 

Um etwas tiber die Griinde dieses Verhaltens zu erfahren, wurde die 
Verlagerung der Absorptionskante durch steigende Temperung und in 
Abhangigkeit von Gasen, denen die Schicht dabei ausgesetzt war, naher 


1 CRONEMEYER, D.C.; Phys. Rev. 87, 876 (1952). 
* ScHAROowsky, E.: Z, Physik 135, 318 (1953). 
* Siehe z,B. die Absorptionskurven von hexagonalem Selen: Stuxg, J.: l.c 
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untersucht. Zwei typische Beispiele einer solchen Messung sind in Fig. 5 
wiedergegeben, wobei in a die Lage der Absorptionskante! bei Zimmer- 
temperatur nach einer einstiindigen Temperung bei der in der Abzisse 
angegebenen Temperatur dargestellt ist. Fig. 5b ist der zugehérige Ver- 
lauf der spez. Leitfahigkeit bei Zimmertemperatur nach der Temperung. 
Bei der in tiberwiegendem Stickstoff aufgestaubten Schicht I verschiebt 
sich die Absorptionskante mit steigender Temperung an Luft zwischen 
100 und 600° C ziemlich gleichmaBig von 2,81 nach 2,36 eV. Bei 180°C, 
wo die zugehérige Leitfahigkeitskurve ein flaches Minimum durchlauft, 


8 
% 


se 
- 
a 


i ; 
Luft ; Shickstoff 


| + 
foowret 


Il 


cS) 
bs 


ry 


averse 


spez. Leittihigkelt bei 20°C 


0 200 490 600°C 0 200 400 
Jemperatur 


600°C 


7emperatur 

Fig. 5a u. b. a Abhangigkeit der Lage der Absorptionskante bei Zimmertemperatur von einer Temperung. 
Schicht I ist in Stickstoff mit geringem Sauerstoffanteil, II in reinem Sauerstoff aufgestaubt. Ordinate ist 
die Wellenlange in eV, bei der die Absorptionskonstante 5 - 10‘cm™ betragt, Abszisse die Temperatur, der 
die Schicht eine Stunde lang ausgesetzt war. b Ist die zugehérige Abhangigkeit der spez. Leitfahigkeit bei 
Zimmertemperatur von der Temperung. 


deutet sich eine schwache Einsenkung an. Oberhalb 500°C ist ent- 
sprechend der Zunahme der Steigung die Verlagerung der Kante etwas 
starker. Ganz anders ist dagegen der Verlauf bei der in reinem Sauerstoff 
hergestellten Schicht II. Hier ist der starke Leitfahigkeitsanstieg ober- 
halb 180°C mit einer Riickverschiebung der Absorptionskante nach 
kiirzeren Wellenlangen gekoppelt. Nach Durchlaufen eines Maximums 
verschiebt sich oberhalb 300° C die Kante dann wieder zum roten Spek- 
tralgebiet hin. Im Verlauf der Leitfahigkeit macht sich oberhalb 300°C 
ebenfalls deutlich ein neuer Kurvenabschnitt bemerkbar. Eine gewisse 
Parallele zwischen Leitfahigkeit und Lage der Absorptionskante ist also 
nicht zu verkennen, die in dem Gebiet oberhalb 300° C, in dem die Werte 
fiir beide Schichten relativ gut iibereinstimmen, besonders hervortritt. 

Die Temperaturabhangigkeit der spez. Leitfahigkeit zwischen + 20°C 
und — 180° C bei beiden Schichten ist in allen Punkten der Kurven von 

1 Der Unterschied im MaB fiir die Lage der Absorptionskante zwischen Fig. 3 
und Fig. 5 wird nur von der ZweckmaBigkeit bestimmt. In Fig. 3 wird der niedrigste, 
in Fig. 5 der héchste Wert der Absorptionskonstanten benutzt, der im ganzen 
Verlagerungsbereich im exponentiellen Teil bleibt. Da es sich hier um reine Relativ- 


werte handelt, die sich nicht unmittelbar als Abtrennarbeit deuten lassen, ist das 
belanglos. 
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Fig. 5 auBerordentlich gering. Die ungetemperten Schichten zeigen bei 
der Abkiihlung meistens eine leichte Abnahme der Leitfahigkeit um etwa 
10%. Nach einer Temperung oberhalb 300°C zeigen alle Schichten 
dagegen eine Zunahme der Leitfahigkeit um etwa 20%. Dieses Ergebnis 
zeigt, daB die Abtrennarbeit der Leitfahigkeitselektronen so klein ist, 
daB auch bei einer Abkiihlung auf — 180° C der weitaus gréBte Teil noch 
frei bleibt!. Die Zunahme der Leitfahigkeit ist auf eime Zunahme der 
Elektronenbeweglichkeit mit abnehmender Temperatur zuriickzufiihren. 
Orientierende Messungen iiber den zeitlichen Ablauf der Kanten- 
verlagerung bei verschiedenen Temperaturen ergaben, daB bei 300° C 
sowohl die Riickverschiebung 

Tet der Kante bei Schicht II in Fig. 5 
als auch die Rotverschiebung 
bei Schicht I schon in wenigen 
Minuten erfolgt. Es handelt sich 
= aber bei diesen Kurven in Fig. 5 
nicht um echte Gleichgewichts- 
zustande mit der umgebenden 
Atmosphare. Man kann namlich 


| Vakuum Stioksleft Vakarum Savers? die Lage der Absorptionskante, 


die sich durch eine Temperung 
Fig. 6. Lage der Absorptionskante bei Zimmertemperatur . ons = 3 
nach einer Temperungin Gasen und im Vakuum bei 350°C. an Luft bei 600° C in § min er- 


gibt, auch durch mehrstiindiges 
Tempern bei 350°C an Luft nicht auf den Wert riickgangig machen, 
den man erhalt, wenn man die Schicht gleich eine Stunde dieser Tem- 
peratur aussetzt. Véllig irreversibel ist die Verlagerung der Absorptions- 
kante, wie die folgende Temperversuche in verschiedenen Gasen zeigen, 
jedoch nicht. 

Tempert man eine in Sauerstoff hergestellte Schicht nicht an Luft, 
sondern in reinem Sauerstoff bei einem Druck, der geringfiigig unter 
1 Atm liegt, dann ist sowohl die Zunahme der Leitfihigkeit als auch 
die Riickverschiebung der Absorptionskante geringer als in Luft (III in 
Fig. 5). Eine anschlieBende einstiindige Temperung in reinem Stickstoff 
bei der gleichen Temperatur hat aber eine deutliche Kantenriickver- 
schiebung und Leitfaihigkeitszunahme zur Folge. Folgender Versuch 
zeigt den EinfluB von Gasen noch besonders deutlich (Fig.6). Von zwei 
gleichzeitig in tiberwiegendem Stickstoff aufgestaubten Schichten wird 
die eine zunachst bei 550°C an Luft getempert, wobei sich die Absorp- 
tionskante von 2,85 nach 2,37 eV verlagert. Dann werden beide Schichten 
eine Stunde lang bei 350°C im Vakuum getempert. Danach zeigt die 
vorher nicht getemperte Schicht I eine starke Rotverschiebung, wahrend 
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‘ Die Hall-Konstante von CdO andert sich bei Abkithlung von 20° auf 
—180° C innerhalb der MeBgenauigkeit nicht: G. BAUER, 1. c. 
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Schicht II eine schwache Riickverschiebung der Kante aufweist. Eine 
anschlieBende Temperung in Stickstoff ergibt in beiden Fallen eine 
Riickverschiebung. Dieses Ergebnis zeigt also, daB auch der Stickstoff 
selbst eine Verlagerung der Absorptionskante ins kurzwellige Gebiet zur 
Folge hat. Eine anschlieBende Temperung im Vakuum ergibt wieder 
eine Rotverschiebung, die sich durch weiteres Tempern in reinem Sauer- 
stoff fortsetzt. Fiir die Leitfahigkeit ist der Kurvenverlauf dihnlich wie 
in Fig. 6, d.h. Tempern in Stickstoff ergibt eine Leitfahigkeitserhéhung, 
Tempern in Sauerstoff eine Leit- 
fahigkeitsabnahme nach Tempe- 
rung im Vakuum. Tragt man 
deshalb die Lage der Absorp- 
tionskante tiber der zugehérigen 
Leitfahigkeit bei Zimmertempe- 
ratur auf, so zeigt sich ein relativ 
guter Zusammenhang. In Fig. 7 
sind Punkte enthalten, die sich 
durch Tempern an Luft zwischen / 
400 und 600°C und durch nach- oF ae 98 40 12-107 4 
tragliches Tempern bei 350°C spez.Leitftihigkett be/20T = Q'cm" 

in Stickstoff, Sauerstoff und im sag ayers senna der one und 
Waki ergaben 1 Nach éiner er Lage der + See 
Temperung oberhalb 350°C ist 

also eine Leitfahigkeitszunahme mit einer Kantenriickverschiebung und 
umgekehrt eine Verlagerung der Absorptionskante nach gréBeren Wellen- 
langen mit einer Leitfahigkeitsabnahme gekoppelt. 
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Die bei einer Temperung in reinem Sauerstoff auftretende Leitfahig- 
keitszunahme um mehr als eine Zehnerpotenz bei relativ kleiner Kanten- 
riickverschiebung scheint mit diesem Ergebnis etwas in Widerspruch zu 
stehen. Nach den Strukturuntersuchungen von HELwiG findet in dem 
entsprechenden Temperaturgebiet sowohl bei den in reinem Sauerstoff 
als auch bei den in iiberwiegendem Stickstoff hergestellten Schichten 
eine Ausheilung der relativ starken Gitterfehler, mit denen aufgestaubte 
CdO-Schichten behaftet sind, statt. Wie das Minimum in der Leit- 
fahigkeitskurve I in Fig. 5 zeigt, wird offenbar auch bei den in tiber- 
wiegendem Stickstoff hergestellten Schichten eine Abnahme der Leit- 
fahigkeit von einer Zunahme tiberkompensiert. Da durch Storungen des 
Gitters in der Hauptsache die Beweglichkeit der freien Elektronen 
verringert wird, hangt diese Zunahme der Leitfahigkeit zwischen 180 
und 300° C bei beiden Schichten wohl stark mit einer Zunahme der 


1 Die Kurve gilt streng nur fiir eine spezielle Schicht, da die Lage und die 
Steigung entsprechender Kurven sich bei anderen Schichten etwas unterscheiden. 
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Beweglichkeit der Elektronen zusammen. Zu einer genaueren Klarung 
dieser Verhaltnisse sind Messungen der Hart-Konstante notig. 

Die Steigung entsprechender Kurven wie in Fig. 5 bei Temperungen 
um 350°C ist bei verschiedenen Schichten unter Umstanden deutlich 
verschieden, und zwar in dem Sinne, daB Schichten, die langsam auf- 
gewachsen sind, eine relativ kleine Steigung aufweisen. Zugleich ist bei 
solchen Schichten die BeeinfluBbarkeit der Leitfahigkeit und der Ab- 
sorptionskante durch Tempern in Gasen kleiner als bei Schichten, die 
relativ schnell gewachsen sind. Offenbar spielt der kristalline Aufbau 
der Schichten fiir die Vorgange, die sich beim Tempern abspielen,eine 
groBe Rolle. Dafiir spricht auch, daB sich bei 500° C, wo CdO gering- 
fiigig zu verdampfen anfangt und sich der Schichtaufbau entsprechend 
einer schwachen Zunahme der Lichtstreuung sichtbar verschlechtert, 
die Steigung der Kurve in vielen Fallen wieder zunimmt (Kurve J in 
Fig. 5). Wahrscheinlich haben adsorbierte oder chemisorbierte Gase bei 
den geschilderten Vorgingen ebenfalls eine gewisse Bedeutung’. Die 
Beobachtung von HELWwIG, daB eine Schicht, die nach der Herstellung 
mit Luft in Beriihrung kam, auch bei einer Messung im Vakuum einen 
anderen Kurvenverlauf zeigt, als eine Schicht, die nicht an Luft kam, 
ist wohl durch adsorbierte Gase zu erklaren, die sich im Vakuum nicht 
vollstandig abpumpen lassen. Die hier festgestellte Tatsache, daB eine 
Messung wie in Fig. 5, die im Vakuum durchgefiihrt wurde, sich nicht 
wesentlich von einer Messung an Luft unterschied, ist, da die Schicht 
nach jeder Temperung zur Messung an Luft kam, ebenfalls mit dieser 
Vorstellung in Einklang. 

Dann ist noch zu erwahnen, daB sich bei der Rotverschiebung der 
Kante eine gewisse Grenze anzudeuten scheint. Es war weder durch 
Herstellung in reinem Sauerstoff noch durch langeres Tempern in reinem 
Sauerstoff von 1 Atm Druck bei etwa 500°C méglich, die Absorptions- 
kante tiber den Wert von 2,35eV — in dem in Fig. 5 verwendeten MaB — 
hinaus zu verschieben. Im kurzwelligen Gebiet scheint die Grenze im 
wesentlichen durch die Ausscheidung von metallischem Cd bestimmt 
zu sein, 

: D, Diskussion der MeBergebnisse. 

Das wesentliche Ergebnis der vorliegenden Messungen besteht darin, 
da® sich der annahernd exponentiell abfallende Auslaufer der Eigen- 
absorption, den man als Absorptionskante zu bezeichnen pflegt, bei CdO 
in relativ starkem MaBe durch Veranderung der Herstellungsbedingungen 
oder durch nachtragliche Temperung verschieben liBt, und daB — be- 
sonders deutlich nach Ausheilung der Gitterfehler — ein Zusammenhang 

1 CdO ist bekanntlich ein Stoff mit starker Oberflachenaktivitat: FrIckE, R., 


u. IF. Brascuxe: l.c. Siehe auch: HEALEY, F. H., I. M. Fetsxo u. A. C. ZETTLE- 
MOYER: J. phys. Chem. 57, 186 (1953). 
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zwischen der Lage der Absorptionskante und der spez. Leitfahigkeit 
besteht, bei der es sich bekanntlich um eine UberschuBleitung handelt 1, 
Da mit einer Verlagerung der Kante nach gréBeren Wellenlangen eine 
Abnahme der Leitfahigkeit verbunden ist, kann die Anderung der Ab- 
trennarbeit, die der Kantenverschiebung entspricht, nicht die Ursache 
fiir die Leitfahigkeitsinderung sein, was ja auch schon aus der GréBe 
der Abtrennarbeit (~2eV) und der GréBenordnung der Leitfahigkeit 
(10* bis 10? Q cm™) hervorgeht. Man wird deshalb bei der Deutung 
einen anderen Weg einschlagen miissen. 

Die geschilderten Ergebnisse lassen sich auf zwei grundsatzlich ver- 
schiedene Arten betrachten. Einmal kann man davon ausgehen, daB 
die Absorptionskante bei einem ungestérten CdO-Kristall im kurz- 
welligen Gebiet liegt, und da sich vor diese Kante in ganz stetiger Weise 
eine neue Absorption legt, die auf irgendwelche Abweichungen vom Ideal- 
gitter zurtickzufiihren ist. Kurz oberhalb des besetzten Energiebandes 
treten dann also eine groBe Anzahl von neuen besetzten Zustanden auf, 
die sich praktisch kontinuierlich an das Band anschlieBen miissen. Da 
gleichzeitig eine Leitfahigkeitsabnahme auftritt, stammen die Elek- 
tronen in diesen neuen Zustanden offenbar aus dem Leitfahigkeitsband. 
Kantenverschiebung und Leitfahigkeit haben also verschiedene Ur- 
sachen, weil sich ja auch bei Annahme einer konstanten hohen Leit- 
fahigkeit durch den EinfangpiozeB unmittelbar die Beziehung zwischen 
Leitfahigkeit und Lage der Absorptionskante ergibt. Fiir diese Vor- 
stellung spricht die bekannte Tatsache, da8 Gitterstérungen sich im 
spektralen Verlauf der Absorptionskonstanten durch eine mehr oder 
weniger starke Absorption vor der Absorptionskante bemerkbar machen. 
Es handelt sich dabei zwar normalerweise um wesentlich geringere 
GréBenordnungen der Absorptionskonstanten, aber CdO ist ja wegen 
seiner ungewohnlich hohen Leitfahigkeit schon etwas Besonderes. Dann 
spricht fiir dieses Bild noch die Tatsache, daB sich bei den Verbindungen 
von Cd mit den Elementen der 6. Gruppe des Periodischen Systems die 
Absorptionskante in der Reihe CdS—CdSe—CdTe immer mehr nach 
gréBeren Wellenlangen verschiebt, was mit der Abnahme der Elektronen- 
affinitat von oben nach unten in der Gruppe zusammenhangt. Bei CdO 
sollte demnach eigentlich die Absorptionskante bei kiirzeren Wellenlangen 
liegen als bei CdS. Da es aber durch sein NaCl-Gitter in der Reihe eine 
Ausnahme darstellt, und da bei ZnS die Absorptionskante ebenfalls 
etwas weiter im kurzwelligen Gebiet liegt als bei ZnO®, ist es auch 
durchaus méglich, da8 bei ungestértem CdO die Kante weiter im roten 
Gebiet liegt, als bei CdS. Die Hauptschwierigkeit bei dieser ersten Auf- 
fassung besteht wohl darin, daB man bei dem Halbleiter CdO den 


1 Zum Beispiel BAvER, G.: l.c. 
4 "Morrwo, E.<' Lc. 
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idealen Gitterzustand in der Richtung sucht, in der die Leitfahigkeit 
sehr groB wird. Zudem haben normalerweise neue Elektronenzustande 
oberhalb des besetzten Bandes, die mit lokalisierten Fehlordnungs- 
zustanden zusammenhangen, Absorptionsbanden zur Folge, wie wir sie 
z.B. bei den Alkalihalogeniden kennen, wahrend sich bei CdO die vor- 
gelagerte Absorption nicht als Absorptionsbande deuten 1aBt. 

Da man das besetzte Band bei CdO wahrscheinlich den Sauerstoffionen zuzu- 
ordnen hat, wird man zur Deutung der sehr zahlreichen Zustande kurz oberhalb 
des Valenzbandes wohl irgendwie fehlgeordnete Sauerstoffionen anzunehmen haben. 
Man kénnte z. B. an die in der Umgebung einer Cd-Liicke sitzenden Sauerstoffionen 
denken!. Da neben jeder Cd-Liicke aus Griinden der Elektroneutralitat ein Sauer- 
stoffatom vorhanden sein mu, das sich durch Einfang von freien Elektronen wieder 
in ein Sauerstoffion zu verwandeln trachtet, ist die leitfahigkeitsvermindernde 
Wirkung solcher Cd-Liicken bei einem UberschuBhalbleiter, wie es CdO ist, ver- 
standich. Eine andere Méglichkeit ware vielleicht noch die, daB die an der Oberflache 
sitzenden Sauerstoffionen durch chemisorbierte Gasatome in entsprechender Weise 
beeinfluBt werden. Die Anderung der Leitfahigkeit kame in diesem Falle durch den 
ChemisorptionsprozeB zustande, der ja darin besteht, daB adsorbierte Gasatome 
oder -molekiile Elektronen aus dem Innern der Kristallite einfangen. 

Bei der anderen Betrachtungsweise liegt die Absorptionskante des 
ungestérten CdO-Gitters im langwelligen Spektralgebiet, die sich dann 
mit zunehmender Leitfahigkeit immer mehr nach kiirzeren Wellenlangen 
verschiebt. Die Tatsache, daB in Fig. 1 bei einer Riickverschiebung der 
Kante der exponentielle Teil schon bei kiirzeren Wellenlangen von dem 
linearen Teil abbiegt, 1aBt sich am einfachsten in der Annahme ver- 
stehen, daB optische Ubergangsméglichkeiten, die in einem schlecht- 
leitenden Kristall vorhanden sind, durch die hohe Leitfahigkeit aus- 
geschaltet werden. Leitfahigkeit und Kantenverschiebung sind in diesem 
Bilde also unmittelbar miteinander verkniipft. Wie die Verringerung 
der Absorptionskonstante an der Kante im einzelnen erfolgen wird, laBt 
sich nicht sicher sagen, da man iiber die Ursache des bei manchen 
Halbleitern ziemlich breiten Auslaiufers der Eigenabsorption noch keine 
genaue Vorstellung hat. Eine Erklarung fiir den Zusammenhang zwischen 
Leitfahigkeit und Lage der Absorptionskante ist die, daB diejenigen 
Zustainde, die im Leitfahigkeitsband von den in relativ groBer Zahl 
vorhandenen freien Elektronen eingenommen werden, fiir die optischen 
Ubergiinge ausfallen. Benutzt man fiir eine Abschatzung der Elek- 
tronenkonzentration den von HELWIG? angegebenen Mittelwert fiir die 
Elektronenbeweglichkeit von 20 cm2/Voltsec, so erhalt man fiir die gut- 
leitenden Schichten eine GréBenordnung von 10% bis 1024 cm=8, Das ist 
bei der Molekiilkonzentration von ~4- 1022cm~ fiir einen Halbleiter ein 
auBerordentlich hoher Wert. Da die Elektronen zuniichst die tiefsten Zu- 
stande des Leitfaihigkeitsbandes besetzen, wird dies bis zu einer gewissen 


} Herrn Dr. F. St6cKMANN verdanke ich den Hinweis auf diese Méglichkeit. 
2 Hetwiec, G.: l.c. 
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Grenze gefiillt. Eine genauere Abschatzung des besetzten Energie- 
bereiches 1a8t sich nicht durchfiihren, da man iiber die Breite des Leit- 
fahigkeitsbandes keine verlaBlichen Angaben machen kann. Es er- 
scheint aber verstandlich, daB bei einer Bandbreite von einigen Elek- 
tronenvolt, mit der man im allgemeinen rechnet, das besetzte Energie- 
gebiet durch die hier vorhandene hohe Elektronenkonzentration in die 
GréBenordnung von 0,1eV kommt. Man sieht ebenfalls ohne weiteres ein, 
daB in diesem Modell besonders im langwelligsten Teil der Eigenabsorption 
mit zunehmender Besetzung des Leitfahigkeitsbandes eine Abnahme der 
Absorptionskonstanten auftritt. Da man die Ubergangswahrscheinlich- 
keiten zwischen den verschiedenen Zusténden zweier Bander bisher 
nicht recht kennt, 1aBt sich aber nicht sagen, ob diese Abnahme nur auf 
den langwelligsten Teil der Kurve beschrankt bleibt. Der Einflu8 von 
chemisorbierten Gasen, z. B. von Sauerstoff auf die Lage der Absorptions- 
kante ist in diesem Modell leicht zu verstehen. Durch den Chemi- 
sorptionsprozeB nimmt entsprechend der Zahl der chemisorbierten 
Atome die Konzentration der freien Elektronen im Leitungsband ab. 
Entfernt man diese Atome durch Tempern, so kehren die Elektronen in 
das Leitungsband zuriick. Mit einer Austreibung des an inneren Ober- 
flachen sitzenden Sauerstoffes ist demnach eine Leitfahigkeitszunahme 
und gleichzeitig eine Verschiebung der Absorptionskante nach kleineren 
Wellenlangen verkniipft. Da dieser Vorgang sicher bei tieferen Tem- 
peraturen erfolgt, als die Austreibung gittermaBig gebundenen Sauer- 
stoffs, ist es denkbar, da8 die bei relativ niedrigen Temperaturen auf- 
tretende Kantenriickverschiebung bei den in reinem Sauerstoff aufge- 
staubten Schichten von einem solchen an den Kristallitoberflachen statt- 
findenden Proze8 herriihrt. 

Weiter in Einzelheiten dieses zweiten Modells einzudringen, das bei 
einigen neuen Gesichtspunkten der Gesamtheit der Erfahrungen besser 
gerecht wird, als die gelaufigere erstgenannte Vorstellung, ist nicht 
sinnvoll, da durch weitere Versuche zunachst eindeutig geklart werden 
muB, welche von den beiden Auffassungen zutrifft. Dazu ist es not- 
wendig, die Absorptionskonstante und die Leitfahigkeit oder besser den 
Ha.t-Effekt bei weitgehend ungestérten CdO-Kristallen, méglichst an 
Einkristallen zu messen. Weiteren Aufschlu8 wird die thermische Ver- 
schiebung der Absorptionskante bei sehr tiefen Temperaturen geben, da 
sich hier bei Giiltigkeit der zweiten Vorstellung die im kurzwelligen 
Gebiet liegende Absorptionskante bei gutleitendem CdO — unter der 
Voraussetzung, daB die Konzentration der freien Elektronen dort ab- 
nimmt — wieder nach langeren Wellen hin verschieben miiBte. Die hier 
gemessene Abnahme der thermischen Kantenverschiebung bei einer Ver- 
lagerung der Absorptionskante nach kiirzeren Wellenlangen hat mit 
diesem Effekt wohl noch nichts zu tun, da in diesem Temperaturgebiet 
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die Konzentration der Leitfahigkeitselektronen noch als praktisch kon- 
stant anzusehen ist?. 

Die bei einer Temperung in reinem Sauerstoff auftretende Abnahme 
der Leitfahigkeit nach einer Temperung im Vakuum ist in Uberein- 
stimmung mit den Messungen von BAuMBACH und WAGNER und von 
HocartH2, daB sich mit zunehmendem Sauerstoffdruck die Leitfahig- 
keit verringert. Diese hangt demnach eng mit einem Cd-UberschuB 
zusammen. Darauf weist auch das Ergebnis von HeLwic hin, da8 die 
Leitfaihigkeit von in Argon-+ Sauerstoff aufgestaubten Schichten mit 
abnehmendem Sauerstoffgehalt der Gasmischung zunimmt. Wie einige 
altere Untersuchungen tiber Cadmiumsuboxyde® zeigen, ist die Tendenz 
zur stéchiometrischen Unscharfe bei CdO relativ groB; denn bei diesen 
Stoffen, die als griine oder gelbe Substanzen etwa der Zusammen- 
setzung Cd,O beschrieben werden, handelt es sich wahrscheinlich um 
CdO mit viel MetalliiberschuB+. Die Absorptionskante wird, dem Aus- 
sehen der Stoffe entsprechend, durch einen CadmiumiiberschuB also nach 
kiirzeren Wellenlangen verschoben. BAUER® fand ebenfalls, daB Entzug 
von Sauerstoff rote CdO-Schichten gelb farbt. Diese ganz verschieden- 
artigen Arbeiten bestatigen indirekt den hier gemessenen engen Zu- 
sammenhang zwischen Leitfahigkeit und Lage der Absorptionskante, 
da ein zunehmender MetalliiberschuB die Ursache sowohl einer Leit- 
'fahigkeitszunahme als auch einer Kantenverschiebung nach kiirzeren 
Wellen ist. 

Wabhrscheinlich handelt es sich bei diesem MetalliiberschuB nicht um 
Cd-Atome auf Zwischengitterplatzen, da der hierzu notwendige Energie- 
aufwand wegen der groBen Raumerfiillung eines NaCl-Gitters be- 
trachtlich ist. Das Ergebnis, daB in reinem Sauerstoff aufgestaubte 
Schichten nach einer Temperung im Vakuum oberhalb 350°C eine hohe 
Leitfahigkeit haben, zeigt ebenfalls, daB man unbesetzte Sauerstoff- 
platze bei der Deutung der Leitfahigkeit von CdO in den Vordergrund 
zu stellen hat. Aus Griinden der Elektroneutralitat ist neben den Sauer- 
stoffliicken eine gleich groBe Zahl von Cd-Atomen im Gitter vorhanden, 
die bei Aufwendung der offenbar sehr kleinen Abtrennarbeit Elektronen 
abspalten. Es handelt sich bei CdO also wahrscheinlich um eine ScHoTT- 
Kysche Fehlordnung, bei der bekanntlich die Diffusionsprozesse durch 
eine groBe Oberflache stark begiinstigt werden. Daher ist es verstand- 
lich, daB die Ergebnisse der Temperversuche oberhalb 350° C von dem 

1 Siehe FuBnote 1, S.408. 


* Baumsacu, H. H. v., u. C. WAGNER: Z. phys. Chem., Abt. B 22, 199 (1933). — 
Hocartu, C, A.: Proc. Phys. Soc. Lond. B 64, 691 (1951). 

* Siehe z.B. die zusammenfassende Darstellung: GMELINs Handbuch der an- 
organischen Chemie, 8. Aufl., Nr. 33, S. 69, Berlin-Leipzig: Verlag Chemie 1925. 

4 FRICKE, R., u. F. BLASCHKE: 1. c. 

5 BavErR, G.: 1. c. 
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kristallinen Aufbau der Schichten abhangen. Da die zur Ablésung eines 
Sauerstoffatoms nétige Energie eine wichtige GréBe dieser Fehlordnung 
ist, wird der Grund fiir die hohe Leitfahigkeit von CdO in besonderen 
Bindungsverhaltnissen des CdO-Gitters zu suchen sein. 

Die Ursache der stark leitfahigkeitserhGhenden Wirkung des Stickstoffs liBt 
sich nach den vorliegenden Versuchen nicht genau angeben. Die Temperversuche 
in reinem Stickstoff lassen wohl darauf schlieBen, daB er ins Gitter eindringt. 
Wegen seiner geringen GréGe hat er auch in einem NaCl-Gitter im Zwischengitter 
Platz. Er wird nun entweder selbst Elektronen abgeben, oder aber durch Wechsel- 
wirkung mit dem Sauerstoff freie Elektronen erzeugen; denn die Valenzelektronen 
des CdO-Gitters sind wegen seines relativ starken Ionencharakters eng mit dem 
Sauerstoff verbunden. Da man aber im ersten Fall auch mit einer Wechselwirkung 
des positiven Stickstoffions mit den Sauerstoffionen zu rechnen hat, werden beide 
Méglichkeiten letzten Endes auf eine Wechselwirkung zwischen Stickstoff und 
Sauerstoff hinauslaufen. 

SchlieBlich ist noch darauf hinzuweisen, daB bei CdO ein ganz ahn- 
licher Knick wie bei amorphem Selen! im Verlauf der Absorptions- 
konstanten dort auftritt, wo der exponentielle Auslaufer in den linearen 
kurzwelligen Teil eimmiindet. Wegen der Verschiedenheit dieser beiden 
Stoffe darf man daraus wohl schlieBen, daB dem Knick eine etwas all- 
gemeinere Bedeutung zukommt. Da hier zwei Kurven verschiedener 
Neigung ineinander iibergehen, stellt er den einzigen ,,Punkt“ der Kurve 
dar, wo eine Art Kante vorliegt, zumal man in dem exponentiellen Abfall 
ohne eine vOllig willkiirliche Festsetzung die Lage der Absorptionskante 
nicht angeben kann. 


Herrn Professor Dr. E. Mottwo, Dr. F. STOCKMANN, Dr. E. OSSWALD 
und Dr. W. Durr danke ich fiir wertvolle Diskussionen. 


Niirtingen, Firma Falkenthal und Presser K.G. 


2 SEUKE, J.: Le. 
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Energieverteilung riickdiffundierter Elektronen”. 


Von 
H. KuLENKAMPFF und W. SPYRA. 


Mit 7 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 16. Januar 1954.) 


Mit einer elektrischen Gegenfeldmethode wurde die Energieverteilung der in einen 
Halbraum riickdiffundierten Elektronen an den Elementen Al, Cu, Ag und Pt, 
bei Primarenergien von 20, 30 und 40 keV und bei Auftreffwinkeln der Primar- 
elektronen von 90 und 45° untersucht. Die erhaltenen Gegenspannungskurven 
sind im angegebenen Bereich unabhangig von der Primarenergie, ebenso die Riick- 
diffusionskoeffizienten, fiir die sich relative Werte ergeben, die etwas schwacher 
mit der Ordnungszahl Z anwachsen als friihere Werte von SCHONLAND. Durch 
graphische Differentiation der Gegenspannungskurven ergeben sich die Kurven 
der Energieverteilung, mit einem Maximum bei geringen Energieverlusten und 
einem anfangs steileren, schlieBlich sehr flachen Abfall gegen gréBere Energie- 
verluste. Das Maximum riickt bei steigender Ordnungszahl naher an die Primar- 
energie, ebenso beim Ubergang zum kleineren Auftreffwinkel. 


|. Einleitung. 


Wenn schnelle Elektronen auf Materie treffen, so werden sie beim 
Eindringen gestreut (Diffusion). Ein Teil der Elektronen wird dabei um 
so groBe Winkel abgelenkt, daB sie an der Einfallsseite aus der Schicht 
wieder austreten; man bezeichnet diese Erscheinung nach LENARD als 
Rickdiffusion. Da die groBen Ablenkungen zum weitaus tiberwiegenden 
Teil durch zahlreiche kleine Einzelablenkungen zustande kommen, haben 
die Elektronen bis zum Wiederaustritt unterschiedliche Wege zuriick- 
gelegt und infolgedessen auch unterschiedliche Energieverluste erlitten: 
Bei Elektronen einheitlicher Primarenergie ergibt sich also ein breites 
Energiespektrum der riickdiffundierten Elektronen. 


Die Kenntnis der Anzahl riickdiffundierter Elektronen und ihrer 
Energieverteilung ist von Bedeutung fiir das theoretisch interessante, 
aber noch nicht vollstandig geléste Problem der Diffusion mit Energie- 
verlust. Weiter ist diese Kenntnis erforderlich, wenn man genaue An- 
gaben iiber Energieumsetzungen der Elektronen in der Materie erhalten 
will, etwa iiber die Form des Spektrums der Réntgen-Bremsstrahlung 
oder tiber die Anregungsfunktion von Réntgen-Spektrallinien, da ja die 
riickdiffundierten Elektronen fiir die Strahlungserzeugung fehlen. 

Die relative Anzahl riickdiffundierter Elektronen (Riickdiffusions- 
koeffizient) ist fiir verschiedene Elemente ziemlich gut bekannt; Altere 


* Wiirzburger Dissertation (W. SpyRa, 1951). 
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Ergebnisse sind bei LENARD [1] zusammengestellt, eine spatere Unter- 
suchung ist von SCHONLAND [2] ausgefiihrt worden. Bestimmungen der 
Energieverteilung sind bei mittleren Energien (20 bis 60 keV) von 
WAGNER [3] und Branp [4], bei héheren Energien (370 und 680 keV) 
von BotueE [4] ausgefiihrt worden, simtlich mittels magnetischer Zer- 
legung. Wahrend der Riickdiffusionskoeffizient alle, in einen Halbraum 
wieder austretenden Elektronen umfaBt, beziehen sich die genannten 
Untersuchungen iiber die Energieverteilung jeweils nur auf eine diskrete 
Austrittsrichtung und lassen sich deshalb nicht mit der Gesamtzahl, als 
Energiespektrum aller riickdiffundierten Elektronen, in Beziehung 
setzen. 


Im Zusammenhang mit verschiedenen Untersuchungen iiber die 
R6éntgen-Bremsstrahlung haben wir es deshalb unternommen, das 
Energiespektrum der Gesamtzahl zu untersuchen, und zwar bei ver- 
schiedenen Elementen und Primarenergien. Dariiber hinaus sind diese 
Untersuchungen auch auf die Win- 
kelverteilung ausgedehnt worden, 
wortiber in einer folgenden Arbeit 
gesondert berichtet werden soll. 


2. MeBmethode 
und Versuchsanordnung. 


a) Allgemeines. 


Als MeBmethode ist der Auf- 
gabe, die wir uns stellten, be- = 
sonders angemessen die Methode a cc 
des elektrischen Gegenfeldes in 
kugelsymmetrischer Anordnung. Das Energiespektrum der Elektronen 
erhalt man bei dieser Methode allerdings erst durch eine Differentiation 
der gemessenen Gegenspannungskurven und das dabei erreichbare spek- 
trale Auflésungsvermégen ist nicht sehr groB. Es geniigt aber fiir unsere 
besondere Aufgabe, weil dabei die exakte Form des Energiespektrums in 
gleichem MaBe unerheblich ist wie sie in den Gegenspannungskurven 
verwischt werden kann. Fiir manche Fragen werden auch gerade die 
gemessenen integralen Gegenspannungskurven selbst die passende 
Grundlage sein. 


Das Prinzip der Anordnung ist in Fig. 1 schematisch dargestellt. 
Von den von der Kathode K kommenden Elektronen durchsetzt ein 
enges Biindel einen an die Anode A angesetzten Kanal und trifft auf die 
,Antikathode’’ AK, an der die Riickdiffusion untersucht werden soll. 
Diese befindet sich auf Erdpotential und ist umgeben von einem kugel- 
féormigen, auf gleichem Potential liegenden ersten Gitter E. Die variable 
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Gegenspannung liegt an der MeBelektrode M. Zur Abschirmung und 
zum Schutz gegen vagabundierende Elektronen ist diese schlieBlich noch 
von einer Schutzelektrode S umgeben, die sich auf gleichem Potential 
wie M befindet. 

Neben den schnellen riickdiffundierten Elektronen sendet bekanntlich 
jede von Elektronen getroffene Flache langsame Sekundarelektronen 
aus. Diese haben zum groBten Teil sehr geringe Energien etwa <10 eV; 
es braucht hier nicht er6rtert zu 
werden, daB sich ihr Energiespek- 
trum mit einem schwachen Aus- 
laufer bis itiber 100eV_ erstreckt 
und dort nicht vom Spektrum lang- 
samer riickdiffundierter Elektronen 
getrennt werden kann. Die an der 
Flache AK ausgelésten Sekundar- 
elektronen werden schon durch 
geringe Gegenspannungen daran 
gehindert, die MeBelektrode zu er- 
reichen. Sehr stérend aber ist es, 
daB die riickdiffundierten Elek- 
tronen ihrerseits an der MeBelek- 
trode Sekundarelektronen auslésen. 
Dadurch wiirde der dort gemessene 
Strom sehr stark verfalscht werden, 
insbesondere weil die Sekundar- 
emission stark von der Energie der 
auftreffenden Elektronen abhangt. 

Fig. 2. Vakuumgefi8 mit Elektrodensystem. Es war deshalb unbedingt erforder- 
lich, das Austreten von Sekundar- 

elektronen aus der MeBelektrode M zu verhindern. Materialien mit 
gentigend geringer Sekundiremission sind nicht bekannt; es wurde 
deshalb zwischen FE und M ein weiteres Gitter H angebracht, welches 
gegentiber M ausreichend negativ vorgespannt wurde (Hilfsspannung Uy). 


b) Einzelheiten. 

Die zylindrische Entladungsréhre (Messing, 90 mm Durchmesser) mit 
den kugelférmigen MeBelektroden ist in ihren wesentlichen Teilen in 
Fig. 2 dargestellt. Die Kathode K wird durch ein Glasrohr mit Schliff 
gehalten und ist mittels Federungskérper am oberen Ende genau justier- 
bar. Durch eine Vorspannung von etwa 100 V zwischen Glithdraht und 
WEHNELT-Zylinder gelingt es leicht, die Elektronen soweit zu biindeln, 
daB etwa 50% durch den Anodenkanal von 2 mm Durchmesser hindurch- 
gehen. Die Anodenplatte selbst ist wassergektihlt und mit einigen 
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schragen Bohrungen versehen, um den Kathodenraum hochvakuum- 
maBig mit dem Anodenraum zu verbinden. Die Antikathode AK ist 
mittels Glasschliff vom Réhrenkérper isoliert von unten eingefiihrt und 
gleichfalls wassergekiihlt. 

Die Kugelelektroden (Gitter) E und H sind mit gleichartig angeord- 
neten und méglichst gleichmaBig tiber die ganze Fliche verteilten Boh- 
rungen versehen. Die Lochdichte betragt bei E rund 10 pro cm?2, der 
Lochdurchmesser 1,8 mm bei E, 2,5 mm bei H. E, H sowie die MeB- 
elektrode M bestehen aus Al (Wandstarke 1mm, Durchmesser 46, 56 
und 62mm). Die Abschirmelektrode S besteht aus einer Messingkugel 
von 69 mm Durchmesser und tragt an der oberen und unteren Offnung 
einen starken Wulst, um hohe Feldstarken gegen die geerdeten Teile 
zu vermeiden. 

Die innerste Kugel E wird von einem Messingzylinder getragen, der, 
durch kleine Porzellanscheiben isoliert, auf der Grundplatte befestigt ist. 
Die iibrigen Kugeln werden von drei Porzellansaéulen getragen, an denen 
die auBerste Kugel S direkt befestigt ist. Die MeBelektrode M wird in 
dieser durch Porzellanscheiben gehalten, M@ und H sind voneinander 
durch einige kleine Glaskugeln isoliert. 

Als Spannungsquelle fiir die Primarelektronen diente eine Hoch- 
spannungsanlage mit Gleichrichter und reichlich bemessenen Glattungs- 
kondensatoren. Die Gegenspannung wurde von einem Hochspannungs- 
potentiometer T (30 Stufen zu je 2 MQ) abgegriffen, an dessen Enden 
die gleiche Beschleunigungsspannung liegt (vgl. Fig. 1). Da die Riick- 
diffusion nahezu unabhangig von der Primarenergie ist, wird in dieser 
Anordnung erreicht, daB kleine Schwankungen der Spannung ohne 
Bedeutung sind und da8 auch die Hohe dieser Spannung nicht sehr genau 
gemessen zu werden braucht. Die Messung des primaren Elektronen- 
stromes erfolgte mit einem Mikroamperemeter; der Strom der riick- 
diffundierten Elektronen, welche die MeBelektrode M erreichen kénnen, 
wurde mit einem Spiegelgalvanometer G gemessen. Da dieses sich auf 
der Héhe der jeweiligen Gegenspannung gegen Erde befindet, muBte es 
hochisoliert aufgestellt werden; zum Schutz gegen St6rungen befand es 
sich in einem geschlossenen Blechkasten, in dem auch die Batterie fir 
die Vorspannung U, der Elektrode H untergebracht war. 

Wegen der GréBe der Licher in der Elektrode H ist ein betrachtlicher 
Durchgriff des Feldes zwischen E und M durch diese Locher vorhanden. 
Die negative Vorspannung an H muBte deshalb, wie sich aus Bestim- 
mungen des MeBelektrodenstromes bei Variation der Vorspannung ergab, 
mindestens etwa — 300 V betragen, um die Sekundarelektronen zuriick- 
zuhalten; gearbeitet wurde mit einer Vorspannung von — 330 V. 

Auch aus der MeBelektrode treten natiirlich schnellere riickdiffun- 
dierte Elektronen aus, welche durch die Vorspannung an H nicht 
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zuriickgehalten werden. Diese treffen zum Teil auf H und lésen dort 
gréBere Mengen langsamer Sekundarelektronen aus, die nach M ge- 
trieben werden, so daB der Verlust durch Riickdiffusion aus M teilweise 
kompensiert wird. Durch Wahl von Al als Material der MeBelektrode 
ist dieser verfailschende EinfluB mdglichst klein gehalten; da der Riick- 
diffusionskoeffizient unabhangig von der Elektronenenergie und der 
Sekundiremissionskoeffizient im fraglichen Energiegebiet nicht allzu 
stark von ihr abhangig ist, kann durch diese Einfliisse die Form der 
Gegenspannungskurven nicht merklich verfalscht werden. Etwas 
starker kann der verfalschende Einflu8 auf die Absolutbetrage der ge- 
messenen Riickdiffusionsstréme sein. 


3. Ergebnisse. 
a) Gegenspannungskurven. 


Messungen wurden ausgefiihrt an den vier Elementen Al, Cu, Ag und 
Pt, jeweils bei den drei Primarenergien von 20, 30 und 40 keV. Bei einer 
ersten MeBreihe stand die Antikathode senkrecht zum primaren Elek- 
tronenstrahl (wie in Fig. 1 und 2 gezeichnet), bei einer zweiten MeBreihe 
um 45° dagegen geneigt. 

Beispiele fiir die erhaltenen Gegenspannungskurven aus beiden MeB- 
reihen sind in den Fig.3 und 4 wiedergegeben. Als Abszisse ist die 
Gegenspannung U im Verhiltnis zur Primarspannung U, angegeben; der 
aus dem Abgriff am Hochspannungsteiler sich ergebende Wert ist dabei 
korrigiert hinsichtlich der Vorspannungen am WEHNELT-Zylinder der 
Kathode und an der Hilfselektrode H sowie hinsichtlich des geringen 
Querstromes von E und M, der tiber den einen Teil des Spannungsteilers 
abflieBt. Ordinate ist das Verhaltnis des Elektronenriickdiffusions- 
stromes zum Gesamtstrom der durch den Anodenkanal einfallenden 
Elektronen in willkiirlichen Einheiten. 


Die bei Primarspannungen U,= 20 bzw. 40 kV gemessenen Kurven 
decken sich in allen Fallen nahezu vollstandig mit den hier dargestellten 
Kurven fiir U)=30 kV. Lediglich bei den schweren Elementen Ag und 
Pt sind im steil abfallenden Teil bei U/U, > 0,9 kleine Unterschiede an- 
gedeutet, die aber die Fehlergrenzen nicht sicher iibersteigen und die 
deshalb nicht weiter betrachtet werden sollen. Es kann also festgestellt 
werden, dai Menge und Energieverteilung der riickdiffundierten Elek- 
tronen im Bereich zwischen 20 und 40 kV unabhangig von der Primar- 
energie sind. 

Zu erwahnen ist, da% um den Eintrittskanal fiir die primaren Elek- 
tronen herum (vgl. Fig. 2) ein kleiner Teil der Elektronen, namlich die 
um sehr groBe Winkel abgelenkten, nicht mit erfaBt wird. Es betrifft 
dies einen Kegel mit einem Offnungswinkel von + 30°, dh. bezogen 
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werden kénnen. Die kritische Auseinandersetzung, die dabei zu vollziehen ist, richtet sich gegen © 
den Anspruch der Wesenserkenntnis, der durch eine Vermischung und Vertauschung von Urspriing- — 
lichkeit und Geltung a priori entsteht. Sie ird erganzt durch die Abkladrung eines Weges zu den - 
Erscheinungen und der verniinftigen zaliraed von Menschen unter Menschen, ohne Anspruch auf 
Geltung a priori, Bej der Begriindung des Standpunktes spielt die Auffassung der Mathematik als- 
formalen Denkmittels eine wichtige Rolle. Die Essays des ersten Teiles dienen dem | Zweck, bs 
allgemeinen und einfachen Ziige der mathematischen Denkweise zu vergegenwartigen. 
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auf die Halbkugel einen Bruchteil von etwa 14%. Sofern die Energie- 
verteilung stark vom Riickdiffusionswinkel abhangig ware, kénnte hier- 
durch ersichtlich eine gewisse Verfalschung der Kurven eintreten ; nach 
spateren Messungen ist aber diese Abhangigkeit nicht sehr stark, so daB 
der Fehler ohne wesentliche Bedeutung bleibt. Eine kleine Verfalschung 
kann auch im Verhiltnis der Riickdiffusionsstréme beim Auftreffwinkel 
90 bzw. 45° eintreten, da der fehlende Kegelbereich in beiden Versuchs- 
reihen ja verschieden zur Antikathodenflache liegt. Eine Uberschlags- 
rechnung zeigt, daB dieser Fehler die & 
GréBenordnung von einigen Prozent 
nicht tberschreitet. 
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Fig. 3. Gegenspannungskurven. U,=30kV; Fig. 4. Gegenspannungskurven. U,=30kV; 
Auftreffwinkel der primaren Elektronen 90°. Auftreffwinkel der primaren Elektronen 45°. 


b) Riickdiffusionskoeffizienten. 

Im oberen Teil (kleine U/U,) verlaufen alle Kurven nahe geradlinig 
und lassen sich zwanglos bis U/U, =0 extrapolieren ; der erneute Anstieg 
im letzten Teil der Kurven kann wohl auf Sekundarelektronen zurtick- 
gefiihrt werden und hier auBer Betracht bleiben. Die Schnittpunkte mit 
der Ordinatenachse geben die Gesamtzahl der riickdiffundierten Elek- 
tronen an; sie miissen also auf die Riickdiffusionskoeffizienten P fithren, 
wenn man das Verhialtnis der Stréme noch korrigiert hinsichtlich des 
Verhaltnisses der Summe der freien Lochflachen von E zur Gesamt- 
flache der Halbkugel. Die so erhaltenen Werte sind jedoch gegeniiber 
den aus friiheren Arbeiten bekannten erheblich zu klein. Dies ist darauf 
zuriickzufiihren, daB die gegenseitige Justierung der Lochkugeln E und H 
in der beschriebenen Anordnung nicht genau genug moglich war, so daB 
die Locher von H teilweise abgedeckt waren. Eine zuverlassige Korrektur 
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hierfiir l4Bt sich nicht angeben, so daB aus diesen Messungen nur die 
relativen Werte der Riickdiffusionskoeffizienten entnommen werden 
k6onnen. 

Diese sind in Tabelle 1 zusammengestellt, wobei fiir Cu und Auf- 
treffwinkel 90° P =0,29 gesetzt wurde. Im Vergleich mit den in der 
dritten Spalte angefiihrten Werten von SCHONLAND [2) zeigt sich dann, 
daB wir fiir Al einen hoheren, fiir Pt einen etwas niedrigeren Wert er- 
halten, also einen merklich geringeren Anstieg mit Z. ErwartungsgemaB 
wachst der Riickdiffusionskoeffizient beim Ubergang vom Auftreff- 
winkel 90° zu 45°; Tabelle 1 zeigt, daB diese Zunahme bei den leichteren 
Elementen prozentual wesentlich starker ist als bei den schwereren. Dies 

ist qualitativ verstand- 


Tabelle 1. Riickdiffusionskoeffizienten. lich, wenn man bedenkt, 
daB bei den schwereren 

KULENKAMPFF und SpyYRA 
Element Relativwerte Scokas Elementen schon nach 


90° geringen Wegstrecken 
eine mehr vollstandige 
Diffusion eintritt. 

Die Abdeckung der 
Locher von E und H kann 
bei 90 bzw. 45° etwas 
verschieden sein; zur Kontrolle wurden deshalb besondere MeBreihen 
ausgefiihrt. Dabei waren die drei Kugelelektroden E, H und M mitein- 
ander verbunden und gemeinsam iiber das Galvanometer abgeleitet; 
zwischen der Antikathode und dem Elektrodensystem wurde nur eine 
kleine Hilfsspannung angélegt. Man mifbt dann den gesamten Riick- 
diffusionsstrom, bei negativer Hilfsspannung am Elektrodensystem ver- 
mindert um den Strom der Sekundarelektronen aus den Elektroden, bei 
positiver Hilfsspannung vermehrt um den Strom der Sekundarelektronen 
aus der Antikathode. Es mu8 dann einen Wert der Hilfsspannung geben, 
bei dem sich die beiden Stréme gerade kompensieren. Dieser ist zunachst 
unbekannt, er 1aBt sich aber finden auf Grund der oben festgestellten 
Tatsache, daB der Riickdiffusionskoeffizient unabhangig von der Primar- 
energie ist, waihrend der Sekundiaremissionskoeffizient von der Elek- 
tronenenergie abhangig ist. Man hat also bei verschiedenen Hilfs- 
spannungen als Parameter den vom Elektrodensystem iiber das Galvano- 
meter abflieBenden Strom in Abhangigkeit von der Primarenergie U, 
zu untersuchen und daraus diejenige Hilfsspannung zu ermitteln, bei 
welcher der Strom konstant bleibt. 

Dabei ergab sich, daB die unmittelbar aus den Gegenspannungskurven 
entnommenen 45°-Werte relativ zu den 90°-Werten um 15% zu hoch 
legen; die entsprechende Korrektur ist in Tabelle 1 sowie in den fol- 
genden Fig. 5—7 bereits beriicksichtigt. In Abhangigkeit von Z (bei 
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festem Auftreffwinkel) ergaben sich die gleichen Relativwerte wie aus 
den Gegenspannungskurven; daraus kann geschlossen werden, daB diese 
Bestimmung, auch wenn sie ihrer Voraussetzungen wegen nicht ganz 
zuverlassig ist, sich doch zur Festlegung von Relativwerten eignet. 

Erwahnt sei, daB die 
hierbei erhaltenen Absolut- 
werte nach Anbringung 
einer weiteren Korrektur fiir 
Riickdiffusion aus den MeB- 
elektroden und fiir den 
nicht erfaBten Raumwinkel 
um etwa 20% hoéher legen 
als die Werte der Tabelle 1. 
Dieses Ergebnis ist zwar 
nicht einwandfrei, wir 
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méchten aber doch daraus Yy— 


schlieBen,daBdieWertevon Fig. s. Energieverteilungskurven der riickdiffundierten Elek- 
tronen. Mittelwerte fiir Primarenergien 20 bis 40 keV; Auf- 
treffwinkel der primaren Elektronen 90°. 


SCHONLAND zu niedrig sind. 


c) Energieverteilung. 

Aus den in Fig. 3 und 4 
dargestellten Gegenspan- 
nungskurven ergeben sich 
die Energieverteilungskur- 
ven durch graphische Dif- 
ferentiation ; sie sind in der 
gleichen Auswahl in den 
Fig. 5 und 6 wiedergegeben. 
Entsprechend dem oben 
Gesagten gilt natiirlichauch 
fiir die Energieverteilung, 
daB sie im Bereich unserer 
Messungen, alsovon 20und = 4393-97 95 64708 ~~ Q9~=«* 


40kV, praktisch unabhan- UW — 


j ima j Fig. 6. Energieverteilungskurven der rtickdiffundierten Elek- 
ane der Priméarenergie tronen. Mittelwerte fiir Primarenergien 20 bis 40 keV; Auf- 


ist. Die Ordinaten sind treffwinkel der primdren Elektronen 45°. 
wieder in willkiirlichen, je- 
doch fiir alle Kurven in den gleichen Einheiten angegeben; Abszisse ist 
wieder U/U,. In dem in Fig. 5 und 6 unterdriickten Teil unterhalb 
U/U,=0,2 verlaufen alle Kurven nur schwach geneigt und enden bei 
U/U,=0 bei einem endlichen Ordinatenwert. 

Die Genauigkeit, mit der die Tangentenrichtungen an den Gegen- 
spannungskurven bestimmt werden kénnen, ist in den schwach 
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gekriimmten Teilen recht groB, jedoch geringer in der Umgebung der 
Wendepunkte (Maximum der Energieverteilungskurven) und insbeson- 
dere in der unmittelbaren Nahe von U/U,=1. So ist bei den schweren 
Elementen, insbesondere bei Pt, die Héhe des Maximums und seine Lage 
wenig genau; beim Auftreffwinkel 45° ist bei Pt ein solches tiberhaupt 
nicht mit Sicherheit festzustellen. Auch die Einmiindung bei U/U,=1 
ist aus unseren Messungen nicht zu ermitteln, jedoch lassen sowohl 
die Gegenspannungskurven als auch die Energieverteilungskurven 
ziemlich deutlich erkennen, 
daB die Verteilungskurven 
hier nicht auf den Wert 


y 


J Null herunter gehen. 
In ihrem allgemeinen 
2 Charakter zeigen die Kur- 
ven den erwarteten, aus 
7 friiheren Messungen unter 
— - diskreten Winkeln bekann- 
ee ees ten Verlauf. Bei festgehal- 
aS Wie a ve ace oe tenem Auftreffwinkelergibt 


Fig. 7. Abhangigkeit der Energieverteilung riickdiffundierter sich von Al bis Pt ein starkes 
Elektronen vom Auftreffwinkel. Anwachsen des Maximums 


bei gleichzeitiger Verschie- 
bung zu kleineren Energieverlusten. Bei gréBeren Energieverlusten 
(kleinen Energien) nahern sich die Kurven einander, die Zunahme des 
gesamten Riickdiffusionskoeffizienten (vgl. Tabelle 1) mit steigender 
Atomnummer ist also wesentlich darauf zuriickzufiihren, daB bei den 
schwereren Elementen mehr Elektronen mit geringen Energieverlusten 
auftreten. 

Um den EinfluB des Auftreffwinkels besser zu veranschaulichen, sind 
in Fig. 7 als Beispiele die Verteilungskurven fiir Al bzw. Ag nochmals 
zusammengestellt. Allgemein bemerkt man, daB bei dem kleineren Auf- 
treffwinkel die Maxima sich zu kleineren Energieverlusten verschieben 
und gleichzeitig héher werden ; auBerdem zeigt sich aber, daB die Kurven 
fiir 45° durchweg auch im Gebiet groBer Energieverluste héher liegen. 
Die Zunahme der Riickdiffusion bei Verkleinerung des Auftreffwinkels 
ist also im Gebiet mittlerer Energien am geringsten und hauptsachlich 
durch eine Zunahme an Elektronen gréBeren und kleineren Energie- 
verlustes hervorgerufen, Man bemerkt in Fig. 7, daB sich bei Ag die 
Kurven im Gebiet mittlerer Energien iiberkreuzen: ebenso ist. es 
bei Pt, wahrend sie sich bei Cu ungefahr beriihren. Allerdings muB 
darauf hingewiesen werden, daB die relativen Intensitaten in Fig. 7 
nicht ganz genau sind und daB das Uberkreuzen deshalb nicht voll 
gesichert ist. 
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Tabelle 2. Wahrscheinlichster (w) und mittlerer (m) relativer Energieverlust 
der riickdiffundierten Elektronen. 


Element 


Zur weiteren kurzen Kennzeichnung des Verlaufes der Energie- 
verteilungskurven sind in Tabelle 2 die relativen Energieverluste AU/U, 
zusammengestellt, und zwar fiir jeden Auftreffwinkel einmal der wahr- 
scheinlichste Energieverlust (4U/U,),,, soweit er aus einem Maximum 
der Verteilungskurven festgestellt werden kann, und sedann der mitt- 
lere Energieverlust (AU/U,),, (lineares Mittel der Anzahl Elektronen) ; 
letzterer ist ersichtlich leicht und recht genau aus den Gegenspannungs- 
kurven zu entnehmen. 

Nach einer schon von BRAND [4] und spater auch von BoTHE [6] 
angegebenen qualitativen Uberlegung ist, bezogen auf gleiche Wege, der 
relative Energieverlust proportional Z/U? (Z = Ordnungszahl), die Ab- 
lenkung durch Vielfachstreuung proportional U?/Z?; der relative Energie- 
verlust auf Strecken, die zu einer Ablenkung um einen bestimmten 
Winkel, d.h. hier um mehr als 90°, fiihren, ist also proportional Z. Diese 
Uberlegung gibt natiirlich nur eine grobe Naherung; so zeigt denn auch 
Tabelle 2, daB fiir (AU/U,),, die Proportionalitat mit Z~ gut erfiillt ist, 
daB aber (AU/U,),, sich nur ungefahr proportional Z~°.4 andert. Be- 
sonders sei auch darauf hingewiesen, daB sich beim Ubergang vom Auf- 
treffwinkel 90 zu 45° der wahrscheinlichste Energieverlust stark ver- 
mindert, der mittlere jedoch nur etwa um 15%. Hierin spiegelt sich die 
bereits aus Fig. 7 ersichtliche Tatsache wider, daf fiir die Zunahme des 
Riickdiffusionskoeffizienten nicht nur das Anwachsen der Anzahl Elek- 
tronen mit geringem, sondern auch der mit groBem Energieverlust ver- 
antwortlich ist. 
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Energie- und Winkelverteilung 
ruckdiffundierter Elektronen. 


Von 
H. KuLENKAMPFF und K. RUTTIGER. 
Mit 8 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 16. Januar 1954.) 


Im AnschluB an Untersuchungen von KULENKAMPFF und Spyra (vgl. die voran- 
gehende Arbeit) wurde mittels der gleichen elektrischen Gegenfeldmethode die 
Energieverteilung riickdiffundierter Elektronen unter bestimmten Ablenkwinkeln 
(97, 117 und 137°), bei senkrechtem Einfall der Primadrelektronen, an den Ele- 
menten Al, Cu, Ag und Pt bestimmt. Die Ergebnisse sind nahezu unabhangig 
von der Primarenergie (20 bis 40 keV). In Abhangigkeit vom Material zeigen sich 
qualitativ die gleichen Verhaltnisse wie bei KULENKAMPFF und SpyRa. Mit zu- 
nehmendem Ablenkwinkel werden die Energieverteilungskurven breiter; ihr Maxi- 
mum verschiebt sich dabei nach kleineren Energien. Die Gesamtzahl riickdiffun- 
dierter Elektronen (,,Riickdiffusionskoeffizient pro Raumwinkeleinheit‘’) in 
Abhangigkeit vom Winkel nahert sich mit wachsender Ordnungszahl Z einer cos- 
Verteilung; bei kleinen Z ist jedoch die Elektronenmenge unter gr6Beren Winkeln 
geringer. Hieraus abgeleitete Werte fiir den gesamten Riickdiffusionskoeffizienten 
liegen merklich héher als die friiher von SCHONLAND gemessenen Werte. 


1. Einleitung. 


In der vorangehenden Arbeit [im folgenden mit (1) bezeichnet] haben 
KULENKAMPFF und SpyRra tiber Messungen der Energieverteilung riick- 
diffundierter Elektronen bei Primarenergien zwischen 20 und 40 keV 
an den Elementen Al, Cu, Ag und Pt berichtet. Dabei wurde mit einer 
elektrischen Gegenfeldmethode die gesamte in einen Halbraum aus- 
tretende Elektronenmenge untersucht. 

Wir haben nun diese Messungen fortgefiihrt und mit der gleichen 
Methode die Abhangigkeit der Anzahl und Energieverteilung der Elek- 
tronen vom Riickdiffusionswinkel im einzelnen untersucht. Entspre- 
chend der Zylindersymmetrie der Anordnung konnte dabei der Auf- 
treffwinkel der primaren Elektronen auf den einen Wert von 90° be- 
schrankt bleiben; der Energiebereich war der gleiche wie in (I), ebenso 
die untersuchten vier Elemente. 


2. Versuchsanordnung. 


Die Versuchsanordnung und die Me8methode waren im wesentlichen 
die gleichen wie in (I); es kann deshalb darauf verwiesen werden. Ge- 
dndert wurde lediglich das Elektrodensystem, zugleich wurde nach den 
friiheren Erfahrungen fiir eine bessere Justierbarkeit gesorgt. In Fig. 4 


_s 
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ist dieser Teil der Apparatur, der in das VakuumgefaéB von (I) Fig. 2 
eingesetzt wurde, getrennt dargestellt. 

Die Elektroden bestanden aus Halbkugeln mit kurzen zylindrischen 
Ansatzen, E, H und M aus Al von 1mm Wandstirke, die Schutz- 
elektrode S aus Messing. Letztere ruhte wieder auf drei starken Por- 
zellansaulen ; der untere wulstférmige Ring tragt im Innern zweimal drei 


_kleine Porzellansaulen, von denen je drei die MeBelektrode M bzw. die 


Hilfselektrode H tragen. Die innerste, auf Anodenpotential befindliche 
Halbkugel E war wieder getrennt von einem 
starken Messingrohr gehalten. Das ganze System 
war nicht wie in (I) direkt auf dem Boden des 
VakuumgefaBes befestigt, sondern auf einer ge- 
sonderten Grundplatte. Es konnte so mittels 
besonderer Hilfseinrichtungen auBerhalb des 
GefaBes genau justiert und dann im ganzen in 
dieses eingesetzt werden. 

Wahrend in (I) die Elektroden E und H auf 
ihrer ganzen Flache mit gleichmaBig verteilten 
Bohrungen versehen waren, wurden hier drei 
Paar Elektroden benutzt, von denen jedes Paar 
nur eine Lochreihe langs eines ,,Breitenkreises‘‘ 
besaB, und zwar unter den Winkeln 97 , 147 und a pe REE Men 
137°. Die zwei ersten Systeme hatten je 51 Boh- systems. 
rungen, das dritte 36; die Riickdiffusionsstr6me 
wurden danach umgerechnet. Der Lochdurchmesser betrug wie in (I) 
bei E 1,8mm, bei H 2,5 mm, ebenso waren die Kugelradien die gleichen 
wie friher. 

Wie in (I) naher ausgefiihrt, hat H die Aufgabe, mittels einer nega- 
tiven Vorspannung gegen M die langsamen Sekundarelektronen aus M 
zuriickzutreiben. Die Hilfsspannung, die wegen Felddurchgriffs wesent- 
lich héher sein muB als der mittleren Energie der Sekundarelektronen 
entspricht, wurde gegeniiber (I) noch etwas, auf 360 V, erhoht; zugleich 
wurde durch Studium der Feldverhaltnisse genauer bestimmt, welcher 
Bruchteil davon bei Festlegung der wirksamen Gegenspannung angesetzt 
werden muB. Dies ergibt eine kleine Korrektur bei hohen Gegenspan- 
nungen, die jedoch noch unter 1% bleibt. 


3. Ergebnisse. 
a) Gegenspannungskurven. 

Im folgenden sind die Riickdiffusionsstréme im Verhaltnis zum 
Primirelektronenstrom angegeben, unter Beriicksichtigung der GréBe 
der Lochreihen umgerechnet auf gleiche Raumwinkel 42; sie werden 
als P(#, U/U,) bezeichnet. Die gemessenen Werte sind dabei nur noch 
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korrigiert hinsichtlich Riickdiffusion aus der MeBelektrode M. Dies sind 
rund 17% der auftreffenden Elektronen (Riickdiffusionskoeffizient fiir 
Al; vgl. Tabelle 1), von denen jedoch nur ein kleiner Teil durch die 
Locher zuriicklaufen kann. Rund 90% treffen auf die Hilfselektrode H 
und kénnen dort Sekundarelektronen auslésen oder nochmals rick- 
diffundieren. Es laBt sich nur abschatzen, daB hierdurch der Verlust 
an M etwa zur Halfte kompensiert wird. Wir haben deshalb alle ge- 
messenen Werte um 10% erhdht; 
durch die Unsicherheit dieser 
Abschatzung sind sie mit einer 
Ungenauigkeit von etwa +5% 
behaftet. 

Es zeigt sich, daB ebenso wie 
in (I) auch hier fiir die einzelnen 
Winkel die Ergebnisse fiir die 
Primarspannungen von 20,30und 
40kV innerhalb der Fehlergrenzen 
iibereinstimmen. In den folgenden 
Kurven sind deshalb nur Messun- 
gen bei 30 kV wiedergegeben und 
als Abszisse die relativen Energien 
U/U, gewahlt. 

Fig. 2 zeigt als Beispiel die 
Gegenspannungskurven fiir den 

| Riickdiffusionswinkel 137°. Quali- 
0 02 OY 06 Qe 40 tativ ist der Verlauf ahnlich wie 
Fig. 2. ebReaabeiesters U, = 30 kV. bei den integralen Kurven in (I); 
Riickdiffusionswinkel 137°. _ auch hier ergibt sich zu kleinen 
Gegenspannungen hin nach einem 
zunachst flacher werdenden Verlauf schlieBlich ein erneuter Anstieg, der 
auf Sekundarelektronen zuriickgefiihrt werden kann, wenn auch eine 
reine Trennung experimentell nicht méglich ist. Fiir die anderen unter- 
suchten Winkel ergaben sich ahnliche Kurven; da die Unterschiede 
besser in den Energieverteilungskurven zum Ausdruck kommen, kann 
auf ihre Wiedergabe hier verzichtet werden. 


P (RW) — 


b) Winkelverteilung der Riickdiffusion. 

Die gemessenen Gegenspannungskurven lassen sich, wie in Fig. 2 
gestrichelt angedeutet, zwanglos bis U/U)=0 extrapolieren; die zuge- 
hérigen Ordinatenwerte P(%, 0) kénnen sinngemaB als ,,Riickdiffusions- 
koeffizient pro Raumwinkeleinheit‘' bezeichnet werden. 

Diese Werte sind in Fig. 3 dargestellt, und zwar die Mittelwerte aus 
den Messungen bei 20, 30 und 40 kV, soweit diese kleine Unterschiede 
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ergaben; Abszisse ist |cos #|. Bei vollstandiger Diffusion wird man eine 
Verteilung entsprechend dem LAmpertschen cos-Gesetz fiir selbst- 
leuchtende Flachen erwarten diirfen. Es zeigt sich, daB die erhaltene 
Kurve fiir Pt dieser Verteilung ziemlich nahe kommt, wahrend nach 
leichteren Elementen hin zunehmend starkere Abweichungen auftreten. 


Durch Integration ergibt sich un- 
-_ mittelbar der gesamte Riickdiffusions- 
koeffizient 


—> ale ame aa 


Ons 


mm - — or. 
P= 25 J P(8, 0) O)sinddd.} yj 
x2 


Die hieraus erhaltenen Werte zeigt 
Tabelle 1. 


310 


> 
Tabelle 1. Riickdiffusionskoeffizient P Ss 
(ermittelt aus den Kurven der Fig. 3). Q 


G05) 


Element Al Cu hey Wg: 
2s 0,17 0,32 0,45 0,53 


Die Abhangigkeit yon der Ord- 
nungszahlZ ist dabei ungefahr die 0 EG 250 G75 400 
gleiche wie bei den relativen Werten Icos 2 | —= 
in Tabelle1 von (I). Die Betrage sind, Fig. 3. Winkelabhangigkeit der Riickdiffusion. 
wie dort schon wahrscheinlich ge- 
macht wurde, gréBer als nach den alten Messungen von SCHONLAND [J], 
und zwar ist der Unterschied bei den leichten Elementen prozentual 
groBer als bei den schweren. Die Fehlergrenze unserer Messungen 
wurde oben bereits zu + 5% geschatzt. Dabei ist nicht berticksichtigt, 
daB trotz der verbesserten Justierung der Lochkugeln kleine Verande- 
rungen am Elektrodensystem, etwa durch Warmeausdehnung, auftreten 
kénnen. Jeder derartige Einflu8 bewirkt eine Verminderung der ge- 
messenen Stréme; es kann deshalb nicht ausgeschlossen werden, dal 
unsere gegeniiber SCHONLAND hdheren Werte noch systematisch um 
einen kleinen Faktor zu niedrig sind. 


c) Energieverteilungskurven. 


Aus den gemessenen Gegenspannungskurven wurden wiederum durch 
graphische Differentiation die Kurven der Energieverteilung fiir die drei 
Ablenkwinkel abgeleitet. Sie sind fiir die vier Elemente in den Fig. 4—7 
dargestellt; um die Abhangigkeit vom Material besser zu veranschau- 
lichen, ist diese gesondert in Fig. 8 wiedergegeben fiir den Ablenk- 
winkel 137°, bei dem sie ihren Charakter am deutlichsten zeigt. Die 
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Ordinaten (Anzahl Elektronen N) sind in den gleichen, aus den 
Strommessungen sich ergebenden Einheiten wie in Fig. 2 angegeben: 
_ _ @P (8, U/U) 
N(8, U/ U,) — ee = @(U/U,) . 
O15 


470 


NU W/o) —> 


8 


z 
G2 a4 08 10 a2 a4 a6 08 40 


06 
Wy — W/Uy—~ 


Fig.4. Energieverteilungskurven der riickdiffun- Fig. 5. Energieverteilungskurven der riickdiffun- 
dierten Elektronen. U,=30kV. Aluminium. dierten Elektronen. U,=30kV. Kupfer. 


Die Wahrscheinlichkeit, daB ein mit der Energie e U, in die Anti- 
kathode eingedrungenes Elektron diese unter einem Ablenkwinkel 
925 zwischen #@ und #+ AH mit einer 
Energie zwischen eU und e(U+AU) 
wieder verlaBt, ist also 


ee N(0, U/U,) AQ A(U/U) 
= 2a N(#, U/U,) sind Ad A(U/U,). 
Ors 
S Qualitativ zeigen alle Verteilungs- 
= kurven ebenso wie die fiir die gesamte 
S40 riickdiffundierte Elektronenmenge in 


(I) einen steilen Anstieg zu einem Maxi- 
mum und einen flacheren Abfall zu 
kleineren Energien. Soweit dabei eine 
geringe Abhangigkeit von der Primar- 
energie angedeutet ist, liegt sie in dem 
Sinne, da8 mit wachsender Energie 
. nae das Maximum etwas nach kleineren 
Fig. Romricvertelunesarven der Fiske  U/U, riickt und. (bei den. leichteren 
Elementen) etwas niedriger wird. Je- 
doch iibersteigen diese Unterschiede nicht die Grenzen der MeBgenauig- 
keit, so daB sie hier auBer Betracht bleiben kénnen. 
Zur naheren Charakterisierung des Verlaufes der Gegenspannungs- 
kurven sind in Tabelle 2 die Werte des wahrscheinlichsten relativen 


eh 
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Energieverlustes (4U/U,),, (Maxima der Verteilungskurven) und des 
mittleren relativen Energieverlustes (AU/U)),, (Mittel der Anzahl Elek- 
tronen, entnommen aus den Gegenspannungskurven) zusammengestellt. 

In Abhangigkeit vom Material zeigt sich gleichartig fiir alle Winkel 
eine Verlagerung des Maximums der Verteilungskurven zu hdheren 
Energien mit wachsender Ordnungszahl Z; in  grober Naherung ist 
(AU/U))» proportional Z. Gleichzeitig wird das Maximum scharfer 


N(8 Up) — 
8 
s 


370 


" 42 G4 G6 48 10 
WWg—~ UU —~ 
Fig. 7. Energieverteilungskurven der Fig. 8. Materialabhangigkeit der Energieverteilung. 
riickdiffundierten Elektronen. U,=30kV. Platin. U, =30kV, Riickdiffusionswinkel 137°. 


ausgepragt, wahrend bei kleinen Energien die relativen Unterschiede 
zwischen den vier Elementen sehr viel geringer werden, insbesondere bei 
kleineren Riickdiffusionswinkeln. Die mittleren relativen Energie- 
verluste (AU/U,),, sind nur in geringem MaBe von Z abhangig. 


Tabelle 2. Wahrscheinlichster (w) und mittlerer (m) relativer Energieverlust 
der viickdiffundierten Elektronen. 


Element 
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In Abhangigkeit vom Riickdiffusionswinkel zeigt sich bei allen Ele- 
menten eine Verschiebung des Maximums zu kleineren Energien mit 
zunehmendem Winkel, entsprechend der gréBeren Schichtdicke, welche 
die starker abgelenkten Elektronen im Mittel offenbar zu durchlaufen 
haben; im Bereich unserer Messungen nimmt der relative wahrschein- 
lichste Energieverlust ungefahr linear mit dem Winkel zu, wie Tabelle 2 
unmittelbar zeigt. Bemerkenswert ist, daB bei dem kleinsten Winkel 
(97°), also fast streifendem Austritt der Elektronen, die Verteilungs- 
kurven unterhalb etwa U/U,=0,5 sehr flach verlaufen, mit einer nach 
gréBerem Z systematisch abnehmenden Neigung. Bei den gréBeren 
Winkeln wird der Abfall der Kurven in diesem Teil zunehmend steiler, 
wobei die Unterschiede der Neigung wieder bei den schwereren Ele- 
menten starker ausgepragt sind, so daB schlieBlich bei Pt die Kurven 
fiir 117 und 137° sich tiberschneiden. 

Damit ist in Ubereinstimmung, daB nach Tabelle 2 der relative 
mittlere Energieverlust bei allen Elementen nur wenig mit wachsendem 
Austrittswinkel zunimmt. Hierbei scheint ein schwaches Maximum an- 
gedeutet zu sein; auch wenn man die tiber den Halbraum gemittelten 
Werte aus (I) zum Vergleich heranzieht, mu8 man annehmen, daB bei 
Winkeln > 137° der mittlere Energieverlust wieder geringer wird. 

Da die Gegenspannungskurven nur in endlichen Schritten aufge- 
nommen werden konnten und da bei Annaherung an U/U,=1 die 
Stromstaérken sehr gering werden, kénnen die Energiespektren nicht 
exakt bis U= U, ermittelt werden; insbesondere bleibt der Endwert 
fiir U = U, unbestimmt. Wie schon in (I), deuten jedoch auch hier die 
erhaltenen Kurven darauf hin, daB auch Elektronen ohne Energie- 
verlust wieder austreten. Theoretisch hat BoTHE [2] aus dem RUTHER- 
FoRDschen Gesetz fiir Einzelstreuung ihre Anzahl zu 


N(B, 1) dQ d(U/U) = 7,8 10-°Z ee? px 22 d(U/U,) 
berechnet. In den Fig. 4—8 sind am rechten Rande die so berechneten 
Werte durch © angezeigt; offenbar lassen sich die von uns erhaltenen 
Energieverteilungskurven zwanglos auf diese Werte extrapolieren. 

BotHeE hat ferner unter sinngemaBer Anwendung der Diffusions- 
gleichung eine Theorie der Riickdiffusion aufgestellt und daraus die 
Werte der Riickdiffusionskoeffizienten sowie die Energieverteilung der 
riickdiffundierten Elektronen berechnet. Qualitativ ergibt sich ein 
dihnliches Bild wie bei unseren Messungen, jedoch sind die berechneten 
Werte der Riickdiffusionskoeffizienten zu groB und die Maxima der 
Verteilungskurven zu hoch und zu schmal; insbesondere erfolgt der 
Abfall nach kleineren Energien bei den berechneten Kurven wesentlich 
rascher als nach unseren Messungen. 
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Diese Unterschiede sind, worauf BoTHE selbst hinweist, darauf zu- 
riickzufiihren, daB in der Theorie vereinfachend angenommen wird, jedes 
Elektron, welches einmal umgekehrt (um mehr als 90° abgelenkt) ist, 
trete als Riickdiffusionselektron aus der Schicht wieder aus, sofern es 
bei der Umkehr noch die fiir den Riickweg erforderliche Energie besitzt. 
Tatsachlich wird natiirlich mehrfache Umkehr eintreten, besonders bei 
schwereren Elementen. Dies muB8 sich so auswirken, daB das Maximum 
der Verteilungskurven abgebaut und ihr Ausliufer bei kleineren Ener- 
gien aufgefiillt wird, also im Sinne der beobachteten Kurven. In gleicher 
Weise muB sich auch die Streuung der Energieverluste bzw. Streuung 
der Reichweite (beide sind bei héherem Z relativ gréBer) auswirken, was 
in der vereinfachten Theorie nicht beriicksichtigt ist. 

Nach der Seite kleiner Energien ergibt die Theorie von BorueE einen 
gleichmaBigen Abfall auf den Wert Null bei U =0, wahrend alle unsere 
experimentellen Kurven hier auf einen endlichen Grenzwert hinweisen, 


. sofern man nicht einen sehr groBen und bis zu unwahrscheinlich hohen 


Energien reichenden Teil als Sekundarelektronen auffassen will. Offen- 
bar kann eine einfache Fortfiihrung der BotueEschen Theorie, d.h. Be- 
riicksichtigung mehrfacher Umkehr nach den gleichen Ansatzen, an dieser 
Grenze nicht zu einem endlichen Wert fiihren. Es ist nicht ohne weiteres 
zu tbersehen, ob etwa die Beriicksichtigung der Reichweitenstreuung 
dies leisten und den beobachteten Verlauf erklaren kann. 

Im gleichen Energiebereich wie unsere Messungen liegen experi- 
mentelle Untersuchungen von WAGNER [3] und Branp [4] vor, die 
mittels magnetischer Zerlegung ausgefiihrt worden sind, jedoch lassen 
sich die Ergebnisse wegen verschiedener Einfallswinkel der primaren 
Elektronen nicht genauer vergleichen. WAGNER untersuchte die Riick- 
diffusion unter einem Winkel von 90° gegen den Primarstrahl, wobei 
die Antikathode unter 45° geneigt war; bei BRAND wurde zwar der 
Winkel variiert, jedcch wurde die Antikathode auch hier jeweils normal 
zur Winkelhalbierenden zwischen Richtung der einfallenden und riick- 
diffundierten Elektronen gestellt. Bei wesentlich héheren Energien 
(U,=370 bzw. 680 kV) wurden, gleichfalls mit magnetischer Zerlegung, 
neuere experimentelle Untersuchungen von Borne [5] ausgefiihrt. 
Dabei fielen die primaren Elektronen unter einem Winkel von etwa 25° 
gegen die Flachennormale ein, die riickdiffundierten wurden unter einem 
Winkel von etwa 50° gegen die Normale untersucht. Die Abweichung 
von einem senkrechten Einfall diirfte wohl nur geringen Einflu8 haben, 
so daB die Ergebnisse in grober Naherung mit unseren 137°-Kurven 
vergleichbar sind. Es zeigt sich dann, daB die Lage der Maxima der 
Energieverteilungskurven sich bis zu diesen 10- und 20fach héheren 
Spannungen nicht stark verandert, da® aber ihre Hohe um einen Fak- 
tor 2 bis 3 gréBer wird im Vergleich zu dem Auslaufer langsamer 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 29 


434 H.Kurenxamprr und K. Rirricer: Energie- und Winkelverteilung. 


Elektronen bei U/U, = etwa 0,3 bis 0,4. Dieser Auslaufer konnte von 
Borue nur bis 100 keV herunter verfolgt werden und scheint fiir U =0 
dem Wert Null zuzustreben. Jedoch lassen sich die Kurven offenbar 
auch, in qualitativer Ubereinstimmung mit unseren Messungen bei 
niedrigeren Spannungen, auf einen endlichen Wert fiir U =O extra- 
polieren. 
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Polarisation der Réntgen-Bremsstrahlung 
einer diinnen Antikathode*. 
Von 
H. KULENKAMPrFF, S. LEISEGANG und M. SCHEER, 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. Januar 1954.) 


Mit einer neuen Methode wurde die Polarisation der Réntgenbremsstrahlung einer 
diinnen Aluminium-Antikathode bei einer Spannung von 34 kV untersucht. Die 
Methode beruht darauf, daB mittels eimer Nebelkammer die Anfangsrichtungen 
und die Reichweiten (Energien) der von der Strahlung in der K-Schale von Argon 
ausgelésten Photoelektronen bestimmt werden. Die Auswertung ergibt unmittelbar 
den Verlauf des Polarisationsgrades im Spektrum, der innerhalb der Fehlergrenzen 
gut mit dem aus der SOMMERFELDschen Theorie der Bremsstrahlung abgeleiteten 
Verlauf tibereinstimmt. 


1. Einleitung. 


Messungen an der Réntgen-Bremsstrahlung massiver Antikathoden 
haben ergeben, daB diese in der Nahe der Grenzfrequenz stark polarisiert 
ist; nach kleineren Frequenzen im Spektrum hin nimmt die Polarisation 
rasch ab [1]. Der wahre Polarisationsgrad im Spektrum der Réntgen- 
Bremsstrahlung kann jedoch an massiven Antikathoden nicht unter- 
sucht werden, da die Streuung der Elektronen in der Antikathode natur- 
gemaB einen depolarisierenden Einflu8 auf die erzeugte Strahlung hat. 
Die Polarisation im ElementarprozeB der Bremsstrahlungserzeugung 
kann deshalb nur an extrem diinnen Antikathoden untersucht werden, 
in denen keine merkliche Streuung der Elektronen auftritt. Solche 
Untersuchungen, die durch die 4uBerst geringe Intensitat der Réntgen- 
strahlung sehr erschwert sind, wurden mit Al-Folien als Antikathode 
von KULENKAMPFF [2] bei mittleren Spannungen von 30 bis 40 kV und 
von Piston [3] bei héheren Spannungen von 65 bis 120 kV (Isochro- 
matenmessung) ausgefiihrt. Sie ergaben iibereinstimmend fiir die Grenz- 
frequenz des Spektrums eine fast vollstandige und nach kleineren Fre- 
quenzen bzw. mit wachsender Spannung stetig abnehmende Polarisation. 
Mit schwereren Elementen als Antikathoden haben Piston und spater 
BoaRpDMAN [4] den Polarisationsgrad bestimmt. 

Die Theorie der Bremsstrahlung von SOMMERFELD [4] fiihrt eben- 
falls zu einem Abfall des Polarisationsgrades mit abnehmender Frequenz 
im Spektrum. Dieser Abfall ist aber schwacher als er experimentell 
gefunden wurde. Die Abweichungen liegen auBerhalb der Fehlergrenzen 


* Wiirzburger Dissertation (M. SCHEER). 
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und kénnen auch durch die geringe Streuung der Elektronen in der 
diinnen Antikathode nicht erklart werden [6]. 

Die bisherigen experimentellen Untersuchungen wurden samtlich 
nach der von BARKLA stammenden Methode durchgefiihrt. De bei 
diinnen Antikathoden wegen der geringen Intensitaten eine Zerlegung 
der Strahlung mittels Kristallspektrometer nicht méglich ist, wurde der 
Verlauf der Polarisation im Spektrum dabei durch verschiedene Filte- 
rung, insbesondere nach dem Filterdifferenzverfahren von Ross [7], 
ermittelt. 

Wir haben nun ein neues MeBverfahren angewandt, welches eine 
spektrale Zerlegung einschlieBt und zudem gerade bei geringen Strah- 
lungsintensitaten geeignet ist. Hiermit haben wir neue Untersuchungen 
des Polarisationsgrades der Bremsstrahlung einer diinnen Al-Anti- 
kathode bei einer Elektronenenergie von 34 keV ausgefiihrt. 


2. MeBmethode. 


Die iibliche Methode der Polarisationsmessung an R6éntgenstrahlen 
nach BARKLA beruht bekanntlich auf der anisotropen Winkelverteilung 
der Streustrahlung, welche bei vollstandig polarisierter Strahlung die 
Form sin?g hat, bezogen auf die Richtung des elektrischen Vektors. 

Bei nicht zu hohen Quantenenergien, bei denen die Absorption der 
Réntgenstrahlung vornehmlich durch Photoeffekt erfolgt, kann grund- 
satzlich ebenso die Anisotropie der Winkelverteilung ausgeléster Photo- 
elektronen als Analysator fiir polarisierte Strahlung benutzt werden. 
Auf diese Méglichkeit hat schon 1931 KIRKPATRICK [8] hingewiesen und 
bei teilweise polarisierter Réntgenstrahlung die Winkelverteilung der 
Anfangsrichtungen von Photoelektronen mittels einer Nebelkammer 
untersucht. Wir haben diese Methode zweckentsprechend erweitert und, 
gleichfalls mit einer Nebelkammer, auBer den Anfangsrichtungen auch 
die Reichweiten (wahre Bahnlangen) der Photoelektronen ausgemessen. 
Da die Reichweite der Elektronen ein MaB fiir die Energie der auslésen- 
den Quanten ist, hat man damit eine Methode zur Untersuchung der 
Polarisation fiir bestimmte Frequenzbereiche der Strahlung, d.h. ihres 
Verlaufes im Spektrum. 

Bei vollstindig polarisierter Strahlung sind die Anfangsrichtungen 
der ausgelésten Photoelektronen, projiziert auf eine Ebene senkrecht zur 
Richtung der Réntgenstrahlung und wieder bezogen auf die Richtung 
des elektrischen Vektors, nach einem cos? g-Gesetz verteilt, wie theo- 
retisch von SOMMERFELD und ScuurR [9] abgeleitet und auch experimen- 
tell festgestellt ist; bei unvollstandig polarisierter Strahlung ergibt sich 
der Polarisationsgrad ebenso wie aus der Intensitatsverteilung der Streu- 
strahlung nach der Methode von BarkLa. Allerdings gilt nach der 
Theorie das cos*p-Gesetz nur fiir Photoelektronen aus der K-Schale. 
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Photoelektronen aus anderen Schalen werden auch durch vollstandig 
polarisierte Strahlung zum Teil isotrop ausgelést. Die Methode der 
Polarisationsmessung an Réntgenstrahlen mit der Nebelkammer setzt 
also voraus, daB eine Méglichkeit zur Unterscheidung von Photoelek- 
tronen aus den verschiedenen Schalen besteht. Eine solche Méglichkeit 
bieten die bei der Photoabsorption auftretenden AuGER-Elektronen 
(Photoelektronen zweiter Art). 
Das Fiillgas der Nebelkammer muB also so beschaffen sein, daB 


1. die Ausbeute an AUGER-Elektronen méglichst groB ist und daB 

2. die AUGER-Elektronen sich eindeutig identifizieren lassen. 

Ferner soll 

3. die Absorption der Réntgenstrahlung durch Photoeffekt ihrer ge- 
ringen Intensitat bei einer diinnen Antikathode entsprechend hoch, 
trotzdem aber 

4. die Reichweite der Photoelektronen, die zur Bestimmung der 
Energie der auslésenden Quanten dient, méglichst groB sein. 


Diese Bedingungen lassen sich befriedigend erfiillen durch eine 
Wasserstoffiillung mit einem kleinen Zusatz (etwa 4%) von Argon. Da- 
durch wird namlich bereits eine ausreichende Absorption erreicht, ohne 
daB die groBen Reichweiten einer reinen Wasserstoffiillung zu stark 
verkleinert werden. Gleichzeitig tritt durch die AUGER-Elektronen des 
Argons (Energie 3 keV, Ausbeute 93%) eine eindeutige und hinreichend 
haufige Markierung der Photoelektronen aus der K-Schale auf. 


3. Apparatur. 
a) Vorbemerkung. 

Bei einer ersten MeBreihe, die mit einer Réhrenspannung von 46 kV 
durchgefiihrt wurde und bei der rund 1000 Nebelkammerbahnen nach 
Anfangsrichtung und Reichweite ausgemessen wurden, ergab sich ein 
Verlauf des Polarisationsgrades im Spektrum, der auf eine Fehlerquelle 
schlieBen lieB, die vermutlich auch die friiheren Messungen an diinnen 
Antikathoden verfalscht hat und deren Ausschaltung bei der spater ver- 
wendeten Apparatur besonders angestrebt werden muBte. Das Ergebnis 
soll deshalb hier kurz angefiihrt werden. 

Von einem Polarisationsgrad zwischen 0,9 bis 1,0 an der Grenz- 
frequenz ergab sich nach kleineren Frequenzen im Spektrum hin zu- 
nachst ein Abfall, der ungefahr mit dem bei friitheren Messungen an 
diinnen Antikathoden gefundenen iibereinstimmt. Nach einem ausge- 
pragten Minimum bei etwa y= 0,6 ¥, (v, = Grenzfrequenz) stieg jedoch 
der Polarisationsgrad stark wieder an und fiel weiterhin nur langsam ab, 
mit Werten, die angenadhert mit den theoretisch berechneten und mit 
verbesserter Apparatur auch von uns gemessenen iibereinstimmen. 
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Dieser Verlauf, insbesondere das auffallende Minimum, lieB ’ ver- 
muten, da® eine falschende Strahlung iiberlagert war. Eine solche war 
allerdings zunachst mit iiblichen Methoden nicht festzustellen, zeigte 
sich aber schlieBlich bei einer Untersuchung der spektralen Energie- 
verteilung mittels eines Proportionalzahlrohrs, die von H. AMREHN 
durchgefiihrt wurde. Statt der erwarteten und bei sauberen Versuchs- 
bedingungen auch bestatigten spektralen Verteilung 1, = const ergab 
sich ein diesem Spektrum tiberlagerter , Buckel’‘ mit einem Maximum 
ungefiahr an der gleichen Stelle, an der das Minimum des Polarisations- 
grades aufgetreten war. Bei diesen 
Messungen wurde eine R6ntgenrdhre 
verwendet, die der unten in Fig. 1 
dargestellten ahnlich war, jedoch nicht 
das dort angegebene seitliche Ansatz- 
rohr AR besaB. Eine falschende, sehr 
schwache Strahlung muB von Stellen 
der R6hrenwandung ausgehen, von 
denen sie durch die diinne Antikathode 
hindurch in die Nebelkammer gelangen 
kann. Sie kann erzeugt sein entweder 
von riickdiffundierten und am unteren 
Rohrenteil gestreuten Elektronen oder 
Fig. 1. Aufbau der Réntgenréhre, schematisch. durch Mehrfachstreuung von Réntgen- 

strahlung, die beim Auftreffen des 
primaren Elektronenstrahles am unteren R6éhrenende entsteht. Im 
ersten Fall ist die Strahlung (massive Antikathode) nur sehr schwach, 
im zweiten Fall ersichtlich entgegengesetzt polarisiert. Anscheinend war 
auch eine unpolarisierte charakteristische Strahlung einer Metallverun- 
reinigung schwach iiberlagert. Eine vollstandige Kliarung des Sach- 
verhaltes ware auBerst miihsam und nicht lohnend gewesen; wir haben 
uns deshalb nur bemiiht, bei der endgiiltigen Apparatur derartige Fehler- 
quellen auszuschlieBen, 


b) Réntgenrohre. 

Dies fiihrte zu einem Aufbau der benutzten Réntgenrodhre, der sche- 
matisch in Fig. 1 dargestellt ist. 

Sie besteht im wesentlichen aus zylindrischen Messingteilen mit 
einem erweiterten Mittelteil fiir die Anordnung der diinnen Antikathode. 
Die Elektronen werden zwischen der Kathode K und der Anode A be- 
schleunigt, durchlaufen anschlieBend die diinne Al-Antikathode AK 
und treffen schlieBlich bei E auf das untere Réhrenende. Dieses ist mit 
einer Leuchtsubstanz bestrichen; durch ein Bleiglasfenster B kann dann 
bei herausgeschwenkter Antikathode die GréBe des Brennflecks, bei 
hereingeschwenkter Antikathode aus der Verbreiterung des Elektronen- 


a 
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strahls deren Zustand kontrolliert werden. Unter einem Winkel von 90° 
gegen die Richtung des Elektronenstrahls kann die in der diinnen Anti- 
kathode erzeugte Réntgenstrahlung durch ein Glimmerfenster F in 
Richtung auf die Nebelkammer austreten. 

Um jegliche falsche Strahlung soweit als méglich zu unterdriicken, 
ist gegentiber diesem Fenster ein Ansatzrohr AR angebracht. Die Riick- 
wand dieses Ansatzrohres kann auch von zweimal gestreuten Elektronen 
oder Réntgenstrahlen aus massiven Metallteilen der Réhre nicht ge- 
troffen werden. Zum weiteren Schutz 
sind noch Bleiblenden B, und B, ein- 
gebaut, die auf ihrer der Antikathode 
zugewandten Seite mit Al-Blech belegt 
sind. In der Riickwand des Ansatz- 
rohres ist ein kleines Fenster ange- 
bracht; mittels einer davor gestellten 
Glihlampe G kann eine optische 
Justierung bequem durchgefiihrt wer- 
den. 

Als Hochspannungsquelle diente 
eine Gleichspannungsanlage auBerst 
geringer Welligkeit. Die Kathode der 
R6ntgenréhre war so ausgebildet, daB 


durch eine kleine Vorspannung von 51 
etwa —10V an einem WEHNELT- - 
li g lib m Heizfaden 
Zy linder ou de a Fig. 2. Anordnung von Roéntgenréhre, Nebel- 
der Elektronenstrom gesperrt werden kammer und Beleuchtung. 


konnte. Fir die Nebelkammerauf- 
nahmen wurde mittels Relais und einem geeignet dimensionierten RC- 
Kreis diese Vorspannung kurzzeitig abgeschaltet ; es flie8t dann fiir etwa 
1/,,sec ein Strom von etwa 100uA. 

Die diinne Antikathode bestand aus einer Schicht von 280A Al, 
aufgedampft auf eine Tragerfolie aus Kollodium. Sie war von einem sehr 
leichten Rahmen gehalten und stand unter 45° geneigt gegen den ein- 
fallenden Elektronenstrahl. Die durchsetzte Schichtdicke betragt also 
rund 400A Al. 

c) Nebelkammer. 

Die verwendete Nebelkammer war vom Membrantyp mit 30cm 
Durchmesser und 11 cm Tiefe. Ihre Anordnung zur Réntgenréhre und 
der Aufbau der Beleuchtungseinrichtung gehen aus Fig. 2 hervor. 

Die Réntgenstrahlung tritt in die Nebelkammer in Richtung der 
Kammerachse durch einen Stutzen S¢ ein, der den hinteren Kammer- 
raum mit dem die Expansion auslésenden Ventil V verbindet. Zwischen 
Nebelkammer und Rontgenréhre befindet sich ein starker Bleischirm, 
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der alle nicht von der Antikathode kommende falsche Strahlung ab- 
schirmen soll. 

Die Beleuchtung erfolgte mit einer geradlinigen Xenon-Blitzlicht- 
lampe L von 30 cm Lange und mit einem Kapillardurchmesser von 5mm} 
der Xenondruck war 120 Torr. Die Entladungsenergie pro Lichtblitz 
betrug 300 Joule. Durch einen zylindrischen Parabolspiegel S, wurde 
das Licht parallel gerichtet und iiber einen Planspiegel S, zuriickge- 
worfen. Die Tiefe der beleuchteten Zone in der Nebelkammer betrug 
7a) Cue 

Die richtige zeitliche Folge der fiir die Aufnahmen auszulésenden 
Vorginge wurde mit Hilfe eines elektrisch angetriebenen Nocken- 
schalters iiber Relais-Anordnungen erreicht. 


d) Aufnahmeapparatur. 

Die photographischen Aufnahmen erfolgten mit einer Contax 
(Sonnar f = 5cm) auf Réntgen-Fluorapidfilm und mit einer vorge- 
setzten Anordnung fiir Stereo-Aufnahmen, die ahnlich der von SHIMI- 
zu [10] angegebenen ist. Unmittelbar vor dem Photo-Objektiv befanden 
sich zwei totalreflektierende Prismen und seitlich von diesen je ein Plan- 
spiegel. Die Lange des Lichtweges von der Mitte der Nebelkammer bis 
zur Filmebene betrug 95cm, die Basisbreite 26cm. Die gute Aus- 
leuchtung der Nebelkammer etlaubte die Verwendung von Blende 4,5, 
wodurch fiir den beleuchteten Bereich hinreichende Tiefenscharfe er- 
reicht wurde. 


e) Anordnung zur sterischen Auswertung der Nebelkammeraujnahmen. 


Bei jeder Aufnahme erscheinen auf dem Film zwei Bilder der Nebel- 
kammer aus verschiedenen Richtungen nebeneinander. Ihre Auswertung 
erfolgte mit der gleichen Anordnung (Kamera und Stereo-Vorsatz) wie 
die Aufnahmen, indem der Film von riickwarts beleuchtet und auf einen 
auf einer optischen Bank verschiebbaren Bildschirm projiziert wurde. 
Bei dieser Umkehrung des Strahlenganges ergeben die beiden Bilder 
eines aufgenommenen Objektpunktes zwei Strahlen, die sich genau am 
Ort dieses Objektpunktes wieder schneiden. Bei einer Verschiebung des 
Bildschirmes werden also nacheinander verschiedene Punkte einer Elek- 
tronenbahn zur Deckung kommen. Die x- und y-Koordinaten jedes 
Punktes kénnen auf einer Héhen- und Seitenteilung des Bildschirmes 
die z-Koordinate auf einer Skala an der optischen Bank abgelesen wer 
den. Die Einstell- und Ablesegenauigkeit betrug + 1mm. 


Diese Auswertung 1iBt sich wesentlich erleichtern, wenn man die 


beiden Strahlenginge etwa 5 bis 10mal in der Sekunde durch zwei 
rotierende Sektoren wechselweise unterbricht. Die dann auftretende 


" 


Polarisation der Réntgen-Bremsstrahlung einer diinnen Antikathode. 441 


scheinbare Bewegung eines Punktes der Bahn zwischen den Lagen der 
beiden Einzelbilder verschwindet erst, wenn der Bildschirm auf die 
richtige Tiefe eingestellt ist!, 


4. Auswertung der Nebelkammeraufnahmen. 
a) Auswahl der K-Photoelektronen. 

Wie in Abschnitt 2 angegeben, diirfen nur die Bahnen solcher Photo- 
elektronen ausgewertet werden, die sicher aus einer K-Schale ausgelést 
sind. Kenntlich als solche sind nur im Argon erzeugte Photoelektronen, 
und zwar 93% der insgesamt aus der 


K-Schale des Argons ausgelésten; alle Se ee ee x) ot 
ubrigen Elektronenbahnen miissen aus- ib Sigh ER 


geschieden werden. Beispiele fiir die (= EY cas 
Erkennbarkeit zeigt ein Ausschnitt aus Se Rina 
einer Nebelkammeraufnahme in Fig. 3. 
Die beiden unteren Bahnen sind an ihrem 
Anfang (in Fig.3 oben) durch ein AUGER- 
Elektron von 3 keV als aus der K-Schale ~ 3. ™s 
des Argons stammend gekennzeichnet. “+=, 
Die obere Bahn ist nicht durch ein AUGER- oa 


oa 


, "mal 

- > ~ Ht E: r . * * 
Elektron markiert; da also nicht fest- => evr ey ~ 
gestellt werden kann, wo die Absorption #*~ ~ 3«+* ae. oe ee 
des auslésenden Quants erfolgt ist, wird ~ prea ss Tae ee 


Fig. 3. Ausschnitt aus einer Nebelkammer- 


diese Bahn nicht weiter ausgewertet. aufnahme (zweifach nattirliche GréBe). 


b) Bestimmung des Polarisationsgrades. 


Von den hiernach auswertbaren Bahnen werden als N, alle Bahnen 
gezahlt, deren Anfangsrichtungen in einem Winkelbereich + Ap bzw. 
a+Ag um die Richtung des Elektronenstrahls liegen; entsprechend 


als N, alle, die in einem Winkelbereich ; +Ag bzw. x +Agy um 


diese Richtung liegen. Der Bereich Ag kann im Interesse einer gréBeren 
Gesamtzahl ohne Beeintrachtigung der Genauigkeit ziemlich groB ge- 
nommen werden, da die entsprechende Korrektur exakt angebbar ist. 
Im Hinblick auf eine praktisch einfache Auswahlvorschrift im Koordi- 
natennetz wurde tg4gy = 4 (Ag = 0,464 = 20°34’) gewahlt. 

Aus dem cos? y-Verteilungsgesetz fiir vollstandig polarisierte Strah- 
lung ergibt sich dann durch eine einfache Rechnung der Polarisations- 


grad zu -)°249 — m=, 2Ay 


oe : = 1,10. | 
P= sin (24g) N +N! sin(2dg) 7” (1) 


1 Dieses Verfahren gleicht dem in der Luftbildauswertung bekannten Zonen- 
blinkverfahren. (Vgl. L. Fink, Photographische MeBtechnik, S, 208. Miinchen: 
Verlag Oldenbourg 1940.) 
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c) Energiebestimmung aus der Reichweite der Photoelektronen. 


In einer Voruntersuchung wurde der Zusammenhang zwischen der 
Energie der Quanten und der Reichweite der ausgelosten Photoelek- 
tronen mit der gleichen Nebelkammer und der gleichen Gasfiillung unter- 
sucht [15]. Die Réntgenstrahlung wurde dabei mit einer normalen 
Rontgenréhre erzeugt und mittels Kristallspektrometer zerlegt, so dab 
annihernd monochromatische Strahlung verschiedener Wellenlangen 
zur Verfiigung stand. Von den Nebelkammerbahnen wurden Stereo- 
Aufnahmen gemacht und daraus die wahren Bahnlangen bestimmt. 

Fiir das verwendete Gasgemisch (91,2% H,, 4% A, 4,8°% C,H;OH) 
lassen sich die Ergebnisse gut durch folgende Beziehung darstellen: 


R = 0,143 (E — Ex)s6 (2) 


mit R — wahrscheinlichste wahre Reichweite in mm (0° C, 760 Torr); 
E=hy = Energie der auslésenden Quanten in keV; Ex = A-Abtren- 
nungsarbeit fiir Argon = 3 keV. 

Diese Formel wurde der Auswertung der Nebelkammeraufnahmen 
zugrunde gelegt. 

Zugleich wurde bei diesen Untersuchungen die Schwankung der 
Reichweiten um den Mittelwert bestimmt. Diese la8t sich im Rahmen 
der erzielten Genauigkeit durch eine GAvss-Verteilung darstellen; die 
relative mittlere Streuung «/R ergab sich schwach abhangig von der 
Reichweite und betrug etwa 


B/R=+0,15 bei R= 27mm (U = 20keV), 
wWR=+011 bei R=100mm (U = 42keV). 


Da zu erwarten ist, da® der Polarisationsgrad der Réntgenstrahlung sich 
im Spektrum stetig und nur langsam andert, bedeutet dies fiir die vor- 
liegende Aufgabe, daB das Auflésungsvermégen beziiglich der Quanten- 
energien ausreichend ist. 


5. Ergebnis der Messungen. 


Auf 1020 Nebelkammeraufnahmen fanden sich 673 Bahnen mit 
Anfangstichtungen in den fiir die Auswertung in Betracht kommenden 
Winkelbereichen, die durch AUGER-Elektronen eindeutig als aus der 
K-Schale des Argons stammend identifiziert werden konnten. Sie 
wurden in sechs Reichweitegruppen zusammengefaBt. 

Die einzelnen Daten der Auswertung sind in Tabelle 14. zusammen- 
gestellt, wobei die Reichweiten auf 0° C und 760 Torr umgerechnet sind. 
Die mittlere Reichweite jeder Gruppe ist mit R bezeichnet; in der fiinften 
Spalte der Tabelle 1 sind die daraus nach Gl. (2) berechneten Quanten- 
energien als ¥/», (vy, = Grenzfrequenz des Spektrums) angegeben. Aus 
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Tabelle 1. Ergebnis der Auswertung. 


reed Fe | N Ny »/Y9 p + Ap 
eee 

9,2—18,0 14,2 | 93 29 0:50 | 0,64 | o 08 
48,0—25,6 22.0 | 454 41 | > 0:62 0,67. | 0,06 
25,6—35,2 28 ht 247, | 24 He ge 0,83 0,06 
35,2—44,0 39,2 | 104 20° | 0,83 0,79 | 0,07 
44,0—52,5 47,3 46 | 5 | 0,90 0,93 0,09 

> 52,5 56:2 | ee fornific O97 0,93 (0,20) 


den Anzahlen N; und N, ergibt sich nach Gl. (1) der Polarisationsgrad 
sowie der in der letzten Spalte angegebene statistische Fehler + Af. 
Dieser hat natiirlich bei der geringen Anzahl von Bahnen bei groBen 
y/y, nur formale Bedeutung; daB 
die Anzahl dort so gering ist, liegt 
an der mit steigender Frequenz 4% 
rasch abnehmenden Photoabsorp- , 46 
tion. ay 
- Nach kleinen | Frequenzen 4 
konnte die Auswertung nur bis 
v/v, =0,5 erfolgen, weil Elektro- Ss Qi G2 03 O¥ 05 06 07 G8 09 10 
nenbahnen mit R <10mm nicht eg car 
sicher ausgewertet werden k6n- Fig. 4. Verlauf des Polarisationsgrades im Spektrum, 
4 a 2 Die ausgezogene Kurve ist aus der Theorie 
nen. Man kénnte den Verlauf im von SOMMERFELD abgeleitet. 
Spektrum natiirlich weiter her- 
unter verfolgen, wenn die Roéhrenspannung héher gewahlt wiirde; dies 
hatten wir bei der in Abschnitt 3a erwahnten ersten Aufnahmeserie 
getan. Fiir die endgiiltigen Messungen haben wir die niedrigere Span- 
nung von 34 kV gewahlt, weil dann die Voraussetzung der Theorie B< 1 
etwas besser erfiillt ist und weil hier im Institut bei der gleichen 
Spannung neue Untersuchungen iiber das Spektrum und die Winkel- 
verteilung der Bremsstrahlung ausgefiihrt werden. 


40 


Der Verlauf des Polarisationsgrades im Spektrum ist in Fig. 4 dar- 
gestellt; zum Vergleich ist als ausgezogene Kurve der Verlauf einge- 
tragen, der sich aus der Theorie von SOMMERFELD [4] ergibt, wenn man 
diese unter Verzicht auf mathematische Naherungen exakt auswertet. 
Dies hat WeINsTOCK [11] mittels Reihenentwicklung der auftretenden 
hypergeometrischen Funktionen getan. Im Anschlu8 daran haben 
KIRKPATRICK und WIEDMANN [12] umfangreiche numerische Berech- 
nungen fiir den praktischen Gebrauch ausgefiihrt; nach den von ihnen 
angegebenen Werten haben wir die Kurve in Fig. 4 gezeichnet. Sie 
unterscheidet sich im Mittel nur um wenige Prozent von einer frither 
von Etwert [13] abgeleiteten Kurve, der die SoMMERFELDsche Theorie 
durch eine andere Naherungsmethode fortgefiihrt hat. KrrKPATRICK und 
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WIEDMANN haben bei ihren Berechnungen auch die Abschirmung be- 
riicksichtigt ; diese macht sich aber erst bei kleinen 9/7, bemerkbar, die 
auBerhalb des Bereiches unserer Messungen liegen. 

Fig. 4 zeigt, daB unsere MeBwerte innerhalb der Fehlergrenzen gut 
mit der theoretischen Berechnung iibereinstimmen. 

Wie schon in der Einleitung angefiihrt, haben demgegeniiber frithere 
Messungen von KuLENKAMPFF [2] und PIsToN [3] einen ungefahr um 
einen Faktor 2 steileren Abfall des Polarisationsgrades nach kleineren 
Frequenzen bzw. héheren Spannungen ergeben. Wir halten es fiir wahr- 
scheinlich, daB die Erklarung fiir diesen Unterschied nicht in dem ge- 
anderten MeBverfahren zu suchen ist, sondern daB die friiheren Mes- 
sungen durch iiberlagerte falsche Strahlung entstellt waren, wie sie sich 
auch bei unseren Voruntersuchungen (Abschnitt 3a) ergab. Wieweit ein 
derartiger Einflu8 bei den Messungen von Piston wirksam sein konnte, 
1aBt sich mangels genauerer Angaben iiber die Apparatur nicht sicher 
beurteilen. Bei den Polarisationsuntersuchungen von KULENKAMPFF 
wurde die gleiche Réntgenréhre verwendet wie bei alteren Messungen 
der Winkelverteilung der Bremsstrahlung [/4), jedoch mit einem wesent- 
lich gr6éBeren Strahlaustrittsfenster (kreisf6rmig mit 12mm Durch- 
messer) als bei der Bestimmung der Winkelverteilung (Spalt 1 x 10 mm?). 
Infolgedessen konnte ein gréBerer Anteil falschender Strahlung iiberlagert 
sein, die 1m wesentlichen durch riickdiffundierte Elektronen am Rahmen 
der diinnen Al-Folie und in der R6hrenwandung erzeugt worden ist; 
nach einer Abschatzung kann dieser Anteil, der sehr schwach polarisiert 
ist und nach kleineren Frequenzen im Spektrum stark zunimmt, zur 
Erklarung des Unterschiedes gegeniiber unseren jetzigen Messungen aus- 
reichen. 


Den Herren cand. phys. H. GustnpE und A. ZIRKELBACH danken wir 
fiir wertvolle Hilfe bei der Auswertung der Nebelkammeraufnahmen. 
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Interferenzbrechung von Elektronenstrahlen. I. 


Zur Theorie der Elektroneninterferenzen 
an parallelepipedischen Kristallen. 


Von 
K. MoLreRE und H. NIEuRs. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 24. Januar 1954.) 


Die Untersuchung der Interferenzbrechungseffekte, welche in der Feinstruktur der 

Elektronenbeugungsreflexe kleiner Kristalle zum Ausdruck kommen, gestattet eine 

quantitative Priifung der dynamischen Beugungstheorie. Es erweist sich als 

méglich, aus der gegenseitigen Lage der zu einem Reflex gehorigen Intensitits- 

maxima den Mittelwert und die Fourrer-Koeffizienten des Kristallpotentials 
(Strukturfaktoren) zu ermitteln. 


Im I. Teil der Verdffentlichung wird die dynamische Interferenztheorie fiir endliche 
Kristalle kurz diskutiert. Die Geometrie der Strahlvektoren wird insbesondere fiir 
einen von zwei nichtparallelen Flachen begrenzten und fiir einen parallelepipedi- 
schen Kristall in einer fiir die Auswertung der Experimente bequemen Weise 
formuliert. Der Theorie entsprechend umfa8t die Feinstruktur eines Beugungs- 
reflexes bei geeigneter Lage des Kristalls im Héchstfalle 13 Intensitatsmaxima, 
die auf 3 Geraden verteilt sind. Diese bilden ein Dreieck, dessen Flache dem 
Quadrat des (kinematischen) Anregungsfehlers proportional ist. 


Problemstellung und Plan der Arbett. 


Dynamische Interferenzeffekte — das sind solche, in denen die 
gegenseitige Beeinflussung der im Kristall erregten Wellensysteme zum 
Ausdruck kommt — treten bei der Elektronenbeugung an Kristallen 
zwar qualitativ sehr deutlich in Erscheinung. Es fehlt aber bisher so 
gut wie ganz an quantitativen Experimenten, welche die dynamische 
Beugungstheorie wirklich tiberzeugend bestatigen. 


Die mangelnde Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment ist ver- 
standlich, soweit es sich um die Reflexion von Elektronen an makroskopischen 
Einkristallflachen handelt. Bei sehr kleinem Einfallswinkel konvergieren die 
dynamischen Naherungsverfahren bekanntlich schlecht; ferner ist der Einflu® der 
Absorption bisher nicht gut erfaBbar. Aber auch die Diskussion der Intensitaten 
bei durchstrahlten Pulver- oder Einkristallpraparaten von sehr kleiner Kristall- 
groBe hat nicht zu klaren Ergebnissen gefiihrt. Die Messungen einiger Autoren 
scheinen bei sehr kleinen Kristallen fiir die Anwendbarkeit der kinematischen 
Theorie zu sprechen. Andererseits werden, insbesondere bei Kristallen, deren 
Durchmesser etwa 500A iibersteigt, die Intensitaten sehr offensichtlich nicht 
durch die kinematischen Strukturfaktoren wiedergegeben. Im Einklang damit 
zeigen die Interferenzversuche im konvergenten Strahlenbiindel (KossEL und 
M6LLENsTEDT [/]) bei sehr diinnen Einkristallplatten Streifensysteme, welche der 
kinematischen Theorie entsprechen. Die bei gréBeren Dicken der Platten (z. DB. 
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oberhalb 500 A) feststellbaren Verschiebungen in den Lagen der Streifen beruhen 
offenbar auf dynamischen Effekten. C. H. McGILLavRy (2) hat bekanntlich ver- 
sucht, unter Zugrundelegung der einfachsten Naherung der dynamischen Theorie 
aus diesem Effekt (d.h. ohne Intensitatsmessungen) Strukturfaktoren zu bestim- 
men, Leider hat sich in spateren Nachpriifungen (ACKERMANN [3]) keine gute 
Ubereinstimmung zwischen Theorie’ und Experiment erzielen lassen. 

Seit etwa 6 Jahren ist es bekannt, daB auch bei der Beugung an 
einzelnen, kleinen Kristallen von wohldefinierter, polyedrischer Gestalt 
dynamische Interferenzerscheinungen nachweisbar sind. Benutzt man 
zur Beugung ein einfallendes Elektronenbiindel von sehr kleinem Apertur- 
winkel, so beobachtet man eine Aufspaltung der LAvE-Flecken in eine 
Anzahl von Einzelpunkten. Es ist zuerst von STURKEY [4) 1948 erkannt 
worden, daB diese Feinstrukturen nicht nur auf Grund der geometrisch- 
optischen Brechung an den einzelnen, prismatischen Teilen des Kristall- 
polyeders zustande kommen, sondern daB man zusatzlich ,,dynamische 
Doppelbrechung“’ anzunehmen hat. Der zugrundeliegende Effekt, 
welcher mit dem aus der Optik bekannten Begriff der Doppelbrechung 
nichts zu tun hat, ist, wie STURKEY nicht bekannt geworden zu sein 
scheint, durch von LAUE [5] 1940 theoretisch vorausgesagt worden. Es 
handelt sich um einen direkten Nachweis der beiden starken Wellenfelder 
mit etwas verschiedenen Ausbreitungsrichtungen, welche sich nach der 
dynamischen Theorie bei Anregung einer starken Interferenz ausbilden 
sollent. Falls die Kristallflache, durch welche die Wellen ins Vakuum 
austreten, nicht parallel zur Eintrittsflache ist, so ergeben sich namlich, 
anders als bei der planparallelen Platte, hinter dem Kristall im Vakuum 
je 2 Nullstrahlen und 2 Interferenzstrahlen® mit etwas voneinander ab- 
weichenden Richtungen. Die von STURKEY gegebene Theorie der Er- 
scheinung ist unndétig vereinfacht. Sie kommt zu der Feststellung, es 
gabe im Kristall nicht einen einheitlichen Brechungsindex mit dem 
brechenden Potential ®,, sondern deren zwei mit ®,+@, bzw. D,—@, 
(PM) = mittleres Potential; ®, = Strukturamplitude, FouRtER-Koeffi- 
zient des Potentials zu den Indizes g = g,, gy, g3). Abgesehen davon, daB 
wir diese Behauptung deshalb fiir ungliicklich halten, weil sie allzusehr 
die Sprache der geometrischen Optik benutzt, werden wir unten zeigen, 
daB sie streng genommen niemals und naherungsweise nur in den ziem- 
lich selten realisierten Fallen richtig ist, wenn die Einfallsrichtung die 
3 LAvE-Bedingungen der betreffenden Interferenz exakt oder fast exakt 
befriedigt. Es ist zu beriicksichtigen, daB nach der dynamischen Theorie 
betrachtliche Interferenzintensitat auch dann entstehen kann, wenn der 
Anregungsfehler wesentlich von Null abweicht. Dann ist die STURKEY- 


1 Bei gleichzeitiger Anregung mehrerer Interferenzen hatte man im Kristall 
eine entsprechend héhere Anzahl starker Wellenfelder und miiBte dann sinngemaB 
den Namen ,,Interferenz-Vielfachbrechung“' gebrauchen. 

* Bei Anregung von N starken Interferenzen: Je N+-1 Strahlen. 
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sche Theorie zur Auswertung der Feinstrukturen nicht brauchbar. — 
Die dynamische Theorie der Elektronenbeugung am endlichen Kristall- 
polyeder ist itbrigens inzwischen, besonders im Hinblick auf die Einfliisse 
der Kristallgr6Be, von N. Kato {6} ausfiihrlich behandelt worden. 

In den nachstehenden Veréffentlichungen berichten wir tiber die 
Ergebnisse unserer Untersuchungen iiber Interferenzdoppelbrechung 
und die damit durchgefithrte Priifung der dynamischen Beugungstheorie: 
Wir werden zunachst die theoretischen Grundlagen diskutieren und, im 
Hinblick auf unsere Anwendungen, die Geometrie der Strahlvektoren 
beim keilférmigen und parallelepipedischen Kristall in einer bequem 
anwendbaren Weise formulieren. Die Theorie sagt voraus, daB die Fein- 
struktur der Beugungsreflexe eines parallelepipedisch begrenzten Kri- 
stalls bei geeigneter GréBe und Lage desselben im Hoéchstfalle 13 Inten- 
sitatsmaxima umfassen kann, welche auf 3 Geraden verteilt sind. Die 
3 Geraden bilden ein Dreieck, dessen Fliche dem Quadrat des (kine- 
matischen) Anregungsfehlers proportional ist. 

AnschlheBend wird iiber die Experimente berichtet werden, welche 
durch eine Aufnahmetechnik mit extrem hohem Auflosungsvermégen 
die Feinstrukturen in gut ausmeBbarer Weise zu registrieren gestatten [7]. 
Die Auswertung fihrt zu einer sehr guten Bestatigung der dynamischen 
Theorie und liefert die Méglichkeit, mittlere Potentiale und Struktur- 
faktoren aus der Geometrie der Interferenzfiguren zu berechnen. 


I. Theoretische Grundlagen. 


A. Elektronenbeugung an einem Kristall 
von endlicher Ausdehnung. 


1. Die theoretischen Ansdtze von N. Kato [6]. 


Eine exakte Durchfiihrung des Beugungsproblems fiir ein endliches 
Kristallpolyeder, die etwa von den Ansatzen von EKSTEIN [8] auszu- 
gehen hatte, ist bisher noch nicht gelungen. N. Kato hat auf der Grund- 
lage der BetHEschen Theorie (J0) fiir den Fall der Einfachanregung 
eine brauchbare Naherungslésung angegeben. Die endliche Ausdehnung 
der einzelnen Grenzflichen des Kristalls, welche von den Elektronen- 
wellen durchlaufen werden, verbietet es natiirlich, die Wellenfelder so, 
wie es in der dynamischen Theorie der unendlichen Kristallplatte ge- 
schieht, aus diskreten, monochromatischen Planwellen zusammenzu- 
setzen. Man hat die Wellenfunktion, abgesehen von einer einfallenden, 
ebenen Vakuumwelle, durch Fourter-Integrale (Wellengruppen) dar- 
zustellen, welche insgesamt die Stetigkeitsbedingungen an den Grenz- 
flachen des Kristalls erfiillen miissen. Kato rechnet anstatt dessen mit 
einem einfallenden Strahl, dessen Ausbreitung durch FRAUNHOFERsche 
Beugung an einer Offnung von der Form der einzelnen Eintrittsflache 
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modifiziert ist. Jede Teilwelle dieses Strahlenbiindels soll, wie in der 
dynamischen Theorie des unendlichen Halbgitters, unter Erhaltung der 
Tangentialkomponente des Ausbreitungsvektors im Kristall die be- 
kannten Wellenfelder der BetHEschen Theorie erregen. Die gesamte 
Wellenfunktion im Kristall soll beschrieben werden als ungestorte 
Superposition aller derjenigen Wellenfelder, welche man erhalten wiirde, 
wenn man alle Flachen des Kristalls bis auf jeweils eine durch einen un- 
durchlassigen Schirm abblenden wiirde (KrrcHHOFFsche Grenzbedin- 
gung). Unter diesen Annahmen ist, genau wie in der BeEetTHEschen 
Theorie [10], der Wellenzustand im Kristall nur von den Einfallsbedin- 
gungen, aber nicht von der Lage der Austrittsflachen abhangig. (Als 
solche bezeichnen wir mit Kato die der Elektronenquelle abgekehrten 
Flachen des Kristalls.) Die LAvE-Strahlen hinter dem Kristall werden 
berechnet, indem wiederum die Beugung an einzelnen Blendendffnungen 
von der Form der Austrittsflachen beriicksichtigt wird. Die Richtungs- 
verteilung der Intensitéat in diesen Strahlenbiindeln enthalt dann als 
Faktoren die beiden FRAUNHOFERSchen Beugungsfunktionen von je 
einer Eintritts- und Austrittsflache. Ein Strahlenbiindel, welches somit 
durch die Lage, Form und GréBe von 2 Kristallflachen definiert ist, 
wird um so diffuser, je kleiner die Projektionen dieser Flachen auf die 
Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung sind. Da die Kristalle in 
der Praxis immer lineare Abmessungen besitzen, welche sehr groB gegen 
die Elektronenwellenlange (etwa 0,05 A) sind, behauptet die Katosche 
Theorie sicher zu Recht, daB die Intensitatsmaxima der aus dem Kristall 
herauskommenden Interferenzstrahlenbiindel im allgemeinen in den- 
jenigen Richtungen legen, die man nach der dynamischen Theorie des 
unendlich ausgedehnten Kristalls erwartet. Somit kann man diese ein- 
fachere Theorie benutzen, wenn es sich um die Berechnung der Beugungs- 
maxima handelt, es sei denn, daB die beteiligten Paare von Kristall- 
flachen mit den durchlaufenden Strahlen einen sehr kleinen Winkel 
bilden oder senkrecht zur Ausbreitungsrichtung eine zu kleine, gemein- 
same Projektionsfliche besitzen. In den letzteren Fallen aber ist der 
Beugungsfleck diffus und meistens nicht beobachtbar oder ausmeBbar. 
Das ist ibrigens immer der Fall, wenn die Elektronen den Kristall durch 
eine der Elektronenquelle zugekehrte Fliche (Eintrittsflache) verlassen 
(im BRAGG-Fall). Da namlich die Interferenzstrahlen bei der Elektronen- 
beugung immer einen sehr kleinen Winkel (von der GréBenordnung 1072) 
mit dem einfallenden Strahl bilden, wird im BracGG-Fall immer eine 
Kristallflache streifend getroffen. Es geniigt also, zur Berechnung der 
Beugungsmaxima allein den Durchstrahlungsfall (LAvE-Fall) in Be- 
tracht zu ziehen, wie es auch in der Nomenklatur (Eintrittsflachen— 
Austrittsflachen) schon angedeutet ist. Kato zeigt, daB im Lavr-Fall 
und bei geniigend steilem Eintritt des Strahles auf allen Eintrittsflachen 


Interferenzbrechung von Elektronenstrahlen. I. 449 


die nach seiner Methode berechnete Wellenfunktion im Kristall die 
Grenzbedingungen an der ganzen Oberfliche annihernd zu erfiillen ge- 


stattet (d.h. abgesehen von Gebieten, welche den Kanten eng benachbart 
sind). 


2. Interferenzdoppelbrechung an keilformigen Kristallgebieten. 


Fur die Praxis ist es zweckmaBig, wenn man sich das Innere des 
Kristalls in einzelne Gebiete aufgeteilt denkt, welche durch Projektion 
der Umrandungen der Eintrittsflaéchen in der Richtung des einfallenden 
Strahles entstehen. In jedem_ dieser 
Kristallsegmente, welches somit einer be- 
stimmten Eintrittsflache zugeordnet ist, 
kann man ein einheitliches System von 
Wellenfeldern annehmen, das annahernd, 
abgesehen vom Rand der Gebiete, der 
Lésung der dynamischen Grundgleichun- 
gen fiir das unendliche Halbgitter mit der 
betreffenden Eintrittsgrenzbedingung ent- 
spricht. In der schematischen Fig. 1 sind 
diese Kristallsegmente durch verschiedene 
Schraffur unterschieden. Bei Anregung 
einer Starken Interferenz gibt es somit in 
jedem dieser Kristallgebiete zwei starke _ i 2 ns 
Wellenfelder, welche je eine starke Null- ee er 
welle und Interferenzwelle enthalten. Die Wellenfeldern. 0; Eintrittsflachen; o; 
beiden Interferenzstrahlen haben nahezu re eae oem Fa ket 
gleiche Amplitude und geringe Unter- del von austretenden Interferenzstrahlen. 
schiede in den Ausbreitungsrichtungen, 
und dhnliches gilt fiir die beiden Nullstrahlen. Da die Ausbreitungs- 
vektoren beider Strahlenpaare in den zur Eintrittsflache tangentialen 
Komponenten tibereinstimmen, kénnen sie sich beim Austreten ins 
Vakuum dann und nur dann wieder zu je einem einzigen Nullstrahl und 
Interferenzstrahl vereinigen, wenn die Austrittsflache zur Eintrittsflache 
parallel steht. Die austretende Intensitat ist dann, wie bekannt, eine 
periodische Funktion der Kristalldicke und zeigt auch Schwankungen 
bei Anderung des Einfallswinkels. Liegt die Austrittsflache aber schief 
zur Eintrittsflache, so tritt jede Einzelwelle unter Erhaltung der zur 
Austrittsflache tangentialen Komponente des Wellenvektors ins Vakuum 
iiber, und die beiden Nullstrahlen und die beiden Interferenzstrahlen 
k6nnen sich in ihrer Richtung um meBbare Winkel unterscheiden. Diese 
Aufspaltung der Strahlen bezeichnet man als Interferenzdoppelbrechung. 


Interferenzdoppelbrechung wird beobachtbar sein, wenn die Apertur 
des einfallenden Strahles klein gegen die Winkeltrennung der dynamisch 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 30 
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konjugierten Strahlenpaare ist ; ferner wenn die GroBe und Orientierung 
der beteiligten Ein- und Austrittsflache nicht durch ihren FRAUNHOFER- 
schen Beugungseffekt die Trennung der Strahlen verwischt. Kato findet 
fiir wiirfelformige Magnesiumoxydkristallchen bei exakter Erfiillung der 
kinematischen Interferenzbedingungen fiir die Indizes 002 und bei einer 
Einfallsrichtung in der Nahe von [410], daB die Wiirfelkante langer als 
270 A sein muB, damit die Interferenzbrechung beobachtet werden kann. 
(Die Zahlen beziehen sich auf eine Beschleunigungsspannung von etwa 
40 kV.) Zu ahnlichen Ergebnissen kommt K.ARTMANN [9]. — Bei 
gréBeren Kristallen diirfte der Einflu8 der Absorption dafiir sorgen, daB 
jeweils nur relativ schmale Kristallbereiche in der Nachbarschaft der 
Kanten zur Beugung beitragen, so daB eventuell bei sehr groBem Ab- 
sorptionskoeffizienten die Beugungsmaxima wegen der Schmalheit 
dieser Bereiche diffus oder nicht beobachtbar sind. — Im Gegensatz 
zu ARTMANN [9] halten wir bei groBen Kristallen das Auftreten von 
FRESNELschen Beugungserscheinungen fiir unwahrscheinlich. 


B. Der LAUE-Fall fiir ein groBes, 
durch zwei Flachen begrenzes Kristallsttick. 


1. Grundlagen und Definitionen. 

Fiir das Folgende miissen wir zunachst die Aussagen der dynamischen 
Elektronenbeugungstheorie in Kirze formulieren, soweit sie zur Deutung 
der spater zu beschreibenden Experimente wichtig sind. Wir beschranken 
uns auf den Fall der ,,Einfachanregung“*. Der Kristall sei also gegen den 
einfallenden Strahl so orientiert, daB fiir ein bestimmtes Indextripel 
£(=£1, 82, gs), und nur fiir dieses, die Interferenzbedingungen der kine- 
matischen Theorie exakt oder mit einer gewissen Annaherung erfiillt 
sind. Wir diskutieren ferner nur den Fall der Durchstrahlung (LAvE- 
Fall). 


Wir betrachten ein Kristallstiick, welches nur 2 Flachen, namlich eine 
(der Elektronenquelle zugekehrte) ,,Eintrittsflache‘‘ 6, mit der inneren 
Normalen 3, und eine (vom einfallenden Strahl S nicht getroffene) 
,Austrittsflache™ o, mit der duperen Normalen 3, haben soll (s. Fig. 2). 
Die linearen Dimensionen dieser Flachen sollen sehr gro8 gegen die Va- 
kuumwellenlange A sein, so daB man die Strahlen sowohl im Kristall, 
wie im Vakuum, als Uberlagerungen von diskreten, monochromatischen 
ebenen Wellen beschreiben und damit die Stetigkeitsbedingungen an 
diesen Flachen mit geniigender Naherung als erfiillt ansehen kann. (Man 
denke sich die Begrenzungen der Flachen etwa durch geniigend groBe 
Offnungen in undurchlassigen Schirmen definiert.) 


Die Potentialverteilung im Kristall denken wir uns in der MaBeinheit E 
(Beschleunigungspotential der einfallenden Elektronen) ausgedriickt. 
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Wir verwenden also an Stelle des raumlichen Mittelwertes @, bzw. des g. 
FourtEr-Koeffizienten ®, des Kristallpotentials die reinen Zahlen 


Py 


Ve ee 


Fir E=45 kV ist im allgemeinen gy) 33 - 
te die Ausbreitungsvektoren &, 


_. Pg 


10-4; 
so aatiiest da8 im Vakuum 


| & | =k =14/A (reziproke Vakuumwellenlinge) ist, und fiir die Vektoren b, 
des x ea Gitters fiihren wir reduzierte Vektoren ein, indem wih 


als MaBeinheit ebenfalls die GréBek 
wahlen. Unsere reduzierten Vek- 
toren sind somit 


I 
~ 


S "fe (2) 
B, = Ar by. (3) 
Die Wellenvektoren im Vakuum 
(im allgemeinen aber nicht die im 
Kristall) haben also den Betrag 1. 
Die in Frage kommenden |%,| 
haben in der Regel die GréBen- 
ordnung 1072. 

Die Definitionen der GréBen, 
durch welche wir die Wellenvek- 
toren bzw. die Omrentierung des 
Kristalls kennzeichnen wollen, er- 
sieht man aus der Fig. 2 und der 
darunter stehenden Aufstellung. 

Es bedeutet in Fig. 2 und im 
folgenden: 


‘ 
ad 


Fig. 2. Zur Beugung an einem keilformigen Kristall. 

Die Kreisbégen sind Schnitte der um L,, A und Li, 

geschlagenen Kugeln vom Radius1 mit der Zeichen- 

ebene. Die Figur stellt den Spezialfall dar, daB 

alle Strahlen in der Ebene senkrecht zur Kristall- 
kante verlaufen. 


&, die Einfallsrichtung, 


Go, S,= Gy + 8,{ 


die Ausbreitungsvektoren eines Paares 
von Kristallwellen, r (4) 


el) ela) a Ausbreitungsrichtungen eines Paares | 
gan von LAveE-Strahlen. 


Die zur Beschreibung der Strahlen benutzten geometrischen bzw. 
dynamischen BestimmungsgréBen sind: 


ao E, + 8, , Bezugsvektor der Interferenz g“, (5) 
o=s(1— eS) ,Anregungsfehler“, (6) 
= (SG, — S,, 3.) »»Anpassung“. (7) 


30* 
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Die Abkiirzungen fiir die Komponenten der Vektoren $,, Gg und G, 
nach den Flachennormalen sind: 


B= (By Be) s B, = (Bz, ba); (8) 
Boe oo (Sy, e) , Boa = (So, ba); (9) 


Bs =a (S,, be) = Boe 5 By, Ba a (S,, 3a) a Boa aie By. (10) 


Da wir mit diesen Bezeichnungen die Theorie hier nicht noch einmal 
durchzufithren gedenken, geben wir zur Erleichterung des Verstandnisses 


i 
Fig. 3. Zusammenhang der in der Betueschen Theorie tiblichen Darstellung mit der hier gewahlten Be- 
zeichnungsweise. Die in der Beschriftung der Figur angefiihrten ne eee (=~) sind unter 


Vernachlassigung von GréBen der Ordnung K - 2 bzw. K - o° giiltig. E, — E, ,,Au®ere“ Ausbreitungskugel 
um L, mit Radius K = pe E—E ,,innere“ Ausbreitungskugel um L sate Radius K 1+) =%.- Aus- 


breitungsvektoren: R = L,Ocinfallender Vakuumstrahl; t= 40 Nullstrahlenim Kristall; ty =, +27 by=AG 
Interferenzstrahlen im Kristall. Hilfsvektoren: ite = LO Ausbreitungsvektor einer Welle, die in einem 
Medium mit dem. homogenen Brechungsindex ] 1-+q@, durch den Vakuumstrahl an der Flache Ce erregt 


werden wiirde; y= x +22 EG, Geometrische GréBen: 6, Gg Winkel zwischen 4¢ und Xe bzw. gi 

¢=x,—xg Anregungsfehler (BetHe) = Abstand des reziproken Gitterpunktes G von der inneren Ausbrei- 

tungskugel E—E. Dynamische GréBe: d=LA Anpassung (BetHe), bezogen auf Xo. x9. Die tibrigen 
Bezeichnungen sind unter Fig, 2 erklart. 


in Fig. 3 eine Ubersicht iiber den Zusammenhang unserer Symbole mit 
denen, welche in der Theorie von BeTHE [10] und der Mehrzahl der 
neueren Arbeiten benutzt werden. Wir halten uns z.B. an die bekannte 
Darstellung des LAvE-Falles bei C. H. MCGILLAvRyY [2). 


In den meisten Darstellungen werden die in der Fig. 3 eingezeich- 
neten Vektoren x, bzw. x, mit den Betrigen x)= K|/1 +g und x,=%)—C 
zusammen mit den BETHEschen GréBen ¢ und d fiir die Beschreibung 
der Strahlen im Innern des Kristalls herangezogen. (Diese Vektoren 
sind unter Fig. 3 in ihrer Bedeutung erklirt!.) Wir vermeiden es, @, in 


1 Ahnlich wie Xp in der BetnHeschen Theorie ist der Vektor t(2) bei “M. von 
Lave [11] definiert. 
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einer solchen Weise implizit auftreten zu lassen, zumal diese Grébe, 
wenn man sie tiberhaupt als klar definierbar ansieht, meist eine Unbe- 
kannte des Kristalls ist. Wir benutzen zur Festlegung der Ausbreitungs- 
vektoren den Vakuumstrahl ©, bzw. den Vektor S.+ 8,=6,, den 
wir als den ,,Bezugsvektor der Interferenz g“ bezeichnen wollen. 


Zu unserer Definition des Anregungsfehlers 9 ist folgendes zu bemerken: 
Offenbar lautet in unserer Bezeichnungsweise die Vektorbeziehung, welche die 
Erfiillung der drei kinematischen Interferenzbedingungen fiir das Indextripel 
m(=m,, Mm, m3) im Falle des unendlichen Kristalls mit Po = 0 kennzeichnet: 


1S] =|) + B,,| = 4 
(s. Ewatpsche Konstruktion; die Ausbreitungskugel hat in unserem MaBsystem 
den Radius 1). Fiir die allgemeine Diskussion der dynamischen Theorie ist es vor- 


teilhaft, den Anregungsfehler der Interferenz m, d.h. die Abweichung von der Er- 
fiillung dieser Beziehung, durch 


(1 — &,) = —(G, B,,) — $B, 
= — (By, S + $ Bn) =| Bm > ( (sind, — sind») 


zu definieren. (Hierin bedeutet %,, den wirklichen, Brn den Braccschen Glanz- 
winkel, fiir welchen gilt: sind,, = +|%,,|-) Man sieht leicht, da®B fiir kleine 9,, 
der Abstand 1— Son des reziproken Gitterpunktes M von der Ausbreitungs- 
kugel mit 9,, identisch wird. 0,, ist positiv, wenn M innerhalb der Ausbreitungs- 
kugel liegt. 

Die Durchfiihrung der Theorie und auch die Experimente zeigen, da8 merkliche 
Intensitat eines Interferenzstrahles G,, nur erscheinen kann, wenn | 9,,| nicht sehr 
groB gegen y,(* 10-4) ist. Bei der Betrachtung der Einfachanregung setzen wir 
also voraus, daB auBer o,, welches beliebig klein werden darf, fur alle m Si ONG 
gelten soll: | 0,,| > gp ?. Im folgenden wird der Anregungsfehler der hervorgehobenen 
Interferenz g ohne Index geschrieben, also: g anstatt g,. 

(Es ist tibrigens festzustellen, was vielfach nicht bekannt zu sein scheint, daB 
fiir die Giiltigkeit der einfachsten Naherung der dynamischen Theorie auch hin- 
sichtlich der zuldssigen Einfallswinkel bzw. der GréB8e B,, die Voraussetzung 
B32, > Gp eingefiihrt werden muB. Bei streifendem Einfall der Strahlen ist die dyna- 
mische Theorie in der ersten Naherung nicht ausreichend.) 


(6a) 


2. Die Wellen im Knistall. 


Fiir die Ausbreitungsvektoren (und in erster Naherung ebenfalls fiir 
die Amplituden) der Wellen im Kristall sind allein die Grenzbedingungen 
an der Eintrittsflache «, maBgebend. Diese verlangen, dafi die Tangen- 
tialprojektionen der Wellenvektoren beim Durchtritt durch o, erhalten 
bleiben miissen. 

Wie hier nicht ausgefiihrt zu werden braucht [10], [12], laBt sich das 
dreifach unendliche System der linearen Grundgleichungen der dyna- 
mischen Theorie, aus welchem die Amplituden zu bestimmen sind, 
im Falle der Einfachanregung in erster Naherung auf 2 Gleichungen 


1 Nach (6a) ist 9)=0. 
2 Genauer: (%/0)* soll gegen 1 vernachlassigbar sein. 


d= 
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reduzieren. Wir kénnen fiir die Wellenvektoren G, und ©,, da diese sich 
nur in ihrer zu o, senkrechten Komponente von S, bzw. ©, unterscheiden 


k6énnen, schreiben: pS 
Sp Soh th 
0 0 é 3 (1 1) 


Zur Bestimmung von Tt, dient die Dispersionsgleichung (Lésbarkeits- 
bedingung des linear-homogenen Gleichungssystems). Sie wird in T, 
quadratisch, und wir erhalten fiir diese GréBe, welche in unserer Formu- 
lierung die ,,Anpassung“‘ d der BetHEschen Darstellung ersetzt, 


Darin bedeutet: ‘ 
dee Ee 1 Be 
Y= G0(1+ 5 pe) —a Pee + 200 5] a8) 
| 1 By # oye ay Ba VP Be 
6, =\\e2 3 PoB rar (2,2 x00 + ) Py —2.6 P Boe’ (12b) 
ee Pr—m* Pm— y 
Jn a i, mit k,l=0,g (42c) 
(£0, 2) 
Der in den Formeln auftretende Ausdruck 7* — ae (Bs ae) 
Boe Boe (Spo se) 


ist in der Regel von der GréBenordnung 10~*. Die Gittersummen 2, 
beriicksichtigen die Mitwirkung der tibrigen Interferenzen. Sie spielen 
zwar nur dann keine Rolle, wenn die GréBen qo/|o,,| fiir alle m+ 0, g 
gegen 1 vernachlassigbar klein sind. Wir wollen aber zur Vereinfachung 
der Diskussion diese ,,dynamischen Zusatzpotentiale’’ zunachst in den 
Gleichungen weggelassen denken. 


Man tiberzeugt sich leicht, daB der in der Arbeit von McGILLavry! angegebene 
Ausdruck ftir die ,,Anpassung": 


1 {Vir cosOy | Vag 


= _cos@, Vas |\Vig? cos@, 
2cos@, |2x%) cosO | 2x, F| : 2 ‘| 


2 
2%, cosQ@ zit] + x, cos@ 


= 
oo 


mit dem unsrigen fiir r,, abgesehen von kleinen GréBen der Ordnung % bzw. o? 
aquivalent’ist. Man liest namlich aus der Fig. 3 ohne weiteres die folgenden Zu- 
sammenhiange ab; 


:. © Sake, -|/z 1 B. 1 B 
C=% m= K-Vi te — KV S+ ®—- = Kip == e 
2 "° Boe PRB: Boe |’ 
d= (% — K+ &,%) — Kee ~ K (5 Po =}, 
2 Boe 
2 
cooO~ Boe, cosOz ~ B, = Boe + Be, = sail 


1 Siehe Gl. (8) der genannten Arbeit [2], S. 337. 
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Ferner folgt aus den Definition (6) der genannten Arbeit: 


Vip = K2 2 9, Vag K* Ley, As=— K°p_, + K*X, 
Damit laBt sich die oben angegebene Beziehung zwischen d und ¢ bestatigen, 
Fiir die zusatzlichen Komponenten der Ausbreitungsvektoren der 


Kristallwellen senkrecht zur Eintrittsflache, bezogen auf S bzw. S,, 
gibt die Theorie somit zwei mégliche Werte 1, und t,_ (entsprechend dem, 
Vorzeichen der Quadratwurzel d,). Es existieren also im Kristall neben 
den in der ersten Naherung vernachlissigten schwachen Wellen, zwei 
starke Wellenfelder, welche je zwei starke Strahlen enthalten: So4, Se4 
und So_, S,_. Es ergibt sich, worauf hier nicht einzugehen ist, daB die 
Amplituden der uns hier besonders interessierenden Strahlen G,, und 
©, gleiche GréBe, aber verschiedenes Vorzeichen haben. Das fiihrt 
auf die bekannte Interpretation des gesamten Interferenzstrahlenfeldes 
im Kristall als Schwebungserscheinung mit zur Eintrittsflache paral- 
lelen Ebenen gleicher Intensitat (EWALDsche Pendellésung). Die beiden 
©, unterscheiden sich ja nur in ihrer 3,-Komponente um den Betrag 
6,/B.. (Ahnliches gilt fiir die beiden Nullstrahlen.) 


3. Die LAvE-Strahlen beim keilformigen Kristall. 

Liegt die Austrittsflache o, des Kristalls nicht parallel zur Eintritts- 
flache o,, so haben die beiden starken Interferenzstrahlen U,, e~?7'*(Ss+®) 
und U,_e~?*‘*(©-") auf o, miteinander keine auf der ganzen Flache 
identische Phasenbeziehung. Man muB jetzt fordern, daB mit jeder der 
beiden Kristallwellen einzeln eine ins Vakuum austretende, ebene Welle 


(a) ,—22ik (S@ r) (a) ,—27ik(S™ r) 
U;4 e 7 bzw. Ue g 


korrespondiert. Aus Griinden der Stetigkeit miissen die Tangential- 
komponenten von G,, und S) baw. S,_ und S” einander entsprechen. 
Da wir kohadrente Streuung vorausgesetzt haben, miissen die beiden 
Vektoren ©) (im MaBe 1/A) den Betrag 1 haben. Somit sind diese Rich- 
tungen bertimnbat, da ja S,. und ,_ bekannt sind (entsprechendes gilt 
natiirlich fiir die Fortsetzungen der Nullstrahlen auf der Austrittsseite 
des Kristalls). 


Fiir das Quadrat der zu o, tangentiellen Komponenten kann man einerseits 
schreiben (unter Fortlassung der Wellenfeldkennzeichnung) : 


1— (GP 4a)’. 13a) 
Diese GréBe entspricht nach Gl. (12) unter Beachtung von (6) und (10): 


{S, — (Gp 4a) sah = {G, + T° je — [Ba + Te (Se 5a) ] 5a}* 


~ 6} — fh — 2Baldeta — Balt (13b) 
ete ieee oe (eae) — F*]} 
i aaa A 
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In der zweiten Zeile haben wir GréBen der Ordnung 1? (bzw. QP 0 0”) gleich meme aen 
lassigt. Der Vergleich beider Ausdriicke ergibt fiir die Normalkomponente von ©, 


+t 


(S 4) ~ Ba + aes | ' 


Be 


Die Tangentialprojektion von ( oy steht in der Klammer der ersten Zeile von (13). 


Also ist 
— Bete 
"3 ——~ $a" 
a 
Jetzt beachten wir, da® gemaB (12) B,t, = 4(o+y,+6,) geschrieben werden 
kann; es folgt 


oo G4. 5 lotr F 8.) + 5 Ore £ 6 ie (14) 


Es empfiehlt sich nun, die folgenden beiden, in der Ebene senkrecht 
zur Kante des Kristallkeils liegenden Hilfsvektoren zu definieren: 


eP= = ©, + Te be + 


= be oe 4a 15 
pat So si 
ce be; aa (16) 
Be Ba 
Damit erhalten wir die Schreibweise 
Ge = 6, 4+ 40-2443 ly. F 4): dv. (17) 
Wegen der Definitionen (6), (10) fiir 6,, 6, und o gilt 
(S, 7 
ferner ~ 
(S,r) = 2, 
und folglich ~ 
(S,+tex)?~1 (18) 


(bis auf GrdBen der Ordnung 0”). Also liegt der Endpunkt von S, +tor 
praktisch auf der Ausbreitungskugel; er ist der vektorielle Mittelwert 
der beiden Strahlen 


(Si? 


to und S. +o % (19) 

’ B, g 

welche ebenfalls praktisch Einheitsvektoren sind (,,Stachelrichtungen“‘ 

der v. LAuEschen kinematischen Theorie des Kristallformfaktors). 
Der 3. Summand in (47) stellt ein Paar von Vektoren dar, welche 


von diesem Endpunkt aus senkrecht zur Kante des Kristallkeils und in 


~ 


der Tangentialebene der Ausbreitungskugel | & S, verlaufen. 


Der Winkelabstand der beiden dynamisch konjugierten Strahlen G7) 
und SG” ist 


nee Ve — 4% 5) +ipelt(t + 22) ee). (20) 


~~ 
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Hinsichtlich der Amplituden ist folgendes zu bemerken: Jede der beiden, etwa 
gleich starken Kristallwellen U, - e~®7'4(€9t) kann an der Unstetigkeitsflache Oa 
gegen die sie anlauft, natiirlich genau genommen nicht allein mit einer Vakuuni- 

z (a) 
welle Se -g 2™th(Sy"*) socammen die Stetigkeitsbedingungen erfiillen. Es muB 


jeweils noch eine an g, nach innen reflektierte Kristallwelle hinzugenommen werden. 
Deren Amplitude wird allerdings vernachlassigbar sein, solange 


o— Bete Po 
& = hy IP 
2 Ba Ba 


wie leicht einzusehen ist. Es darf also auch §, nicht allzu klein werden. 
Dies vorausgesetzt, kann man annehmen, da’ praktisch 


1 ieee 

[P| = tee =| —|G-|— + lel a, (21) 
daB also die beiden dynamisch konjugierten Strahlen gleiche Intensitat haben}, 
(Der letzte Ausdruck folgt aus der Diskussion der Grenzbedingungen an der Ein- 
trittsflache, wie hier nicht gezeigt werden soll.) Im Prinzip passen die nach innen 
reflektierten Wellen nicht in das als allgemeine Lésung angenommene System der 
Wellenfelder. Dieser Umstand muB als ein gewisser Schénheitsfehler der dynami- 
schen Theorie in ihrer vorliegenden Form angesehen werden. 

Zur Diskussion von (14) bzw. (17) betrachten wir zunachst den Grenzfall, daB 
das Kristallpotential ® (also gy und alle g,,) sehr klein wird, so daB y, ~ Ound 6, ~ | o| 
wird. Man sieht am besten aus (14), daB als Richtungen der Interferenzstrahlen 
die Vektoren (19) resultieren, also die Stachelstrahlen der LauEschen Theorie. 


| 
LaSt man dagegen g, endlich bleiben, nimmt aber an, daB |g,| << 9 — an Po Pe! | 
ist, so ergeben sich 2 Interferenzstrahlen nach den Richtungen ¢ Boe 
a 1 
a 
Sg ten +7 P0'h 
aw Sage fe 


und 
4a 1 B, 

: OF. tl 4 to, 

Seren 5 7 a} 19) 


Das wiirde einer durch die gewohnliche Brechung modifizierten Stacheltheorie ent- 
sprechen. (Verlagerung der Beugungsrichtungen von den Stachelrichtungen her 
in der Richtung von y, d.h. von oy Prismenkante des Kristalls weg.) 


Der andere Grenzfall 9 — 5% _<J|g,| fiihrt zu den beiden Interferenz- 
strahlen fi 


oe 
Set 5 rts 145 (Go F | G,\)°9- 


Betrachtet man |gy| und xe , als gegen 1 aie GroBen, so laBt 
sich in diesem Spezialfall das von SturKEy [4] (s. Einleitung) behauptete Ergebnis 
ungefahr aufrechthalten. 

Fiir die dazwischenliegenden, praktisch wichtigen Falle wird die Formel (17) 
spater im Zusammenhang mit den Experimenten ausfihrlich diskutiert. 

Fiir die beiden Nullstrahlen ergibt eine analoge Rechnung ein etwas anderes 
Ergebnis: bs is 1B 

SP = So + Boe te’ Mo = Sp + 2 B, (0 + Ye F 92) * Yo (22) 
mit ‘ , 
je a 
rs Boe Boa : 


1 Das gilt nicht fiir stark absorbierende Kristalle. 
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Die beiden Strahlen erscheinen also in einer durch den einfallenden Strahl ©, 
hindurchgehenden Ebene senkrecht zur Kristallkante abgelenkt. 
Fiir die Amplituden gilt, wie man aus den Grenzbedingungen folgern kann 


Pe Seme .”7 
1 Fale ~ 
Ute a= 5 4+ Boe U2 (23) 
é 
Fiir | p,| <0 — > Po * gehen die beiden Strahlenrichtungen iiber in 

0 


~ 1 = ~ 1 B 
Co = Gy + 2 Fo Mo: SH = Ey + (0 + > 0) “BH Wo- 


Anscheinend hat man also auch in diesem kinematischen Grenzfall 2 Nullstrahlen. 
Im Falle y,— 0 verschwindet nun der eingeklammerte Faktor in (23) im Falle 
des unteren Vorzeichens proportional zu |p,|?. Wir haben also, in Ubereinstimmung 
mit der kinematischen Theorie, praktisch nur einen Nullstrahl Gf als direkte 
Fortsetzung des einfallenden Strahles. 


Der andere Grenzfall 9 — 5% 5 <\,| liefert die beiden Nullstrahlen 
oe 
ie ae | ss, PRS 
6,4 the loti Pe) 1) = a 
- Be ve 


die Strahlen haben in diesem Fall nahezu gleiche Intensitat. 


C. LAUE-Fall fiir einen parallelepipedischen Kristall. 
1, Die Richtungen der Intensitdtsmaxima. 
Wir betrachten einen Kristall von parallelepipedischer Gestalt und 
beschreiben seine Lage durch Angabe der Richtungscosinus des einfallen- 
den Strahles S, bezogen auf drei innere Normalen 3,seiner Grenzflachen: 


Boi = (So ai) (¢ = 1, 2, 3). (24) 
31> 32> 3g Selen so gewahlt, daB 


(31 [32 43]) > O, 


und £1, Bo2, Pos Samtlich positiv sind. 

§1» 32» $3 bezeichnen also die inneren Normalen der 3 Eintrittsflachen 
01, 02, 6, und gleichzeitig die 4uBeren Normalen der 3 Austrittsflachen 
07, 3, 0g des Kristalls (im LAvr-Fall). In Abschnitt A,2 ergab es sich, 
da8 bei gentigend groBen Kristallen unter Umstanden die aus bestimmten 
Gebieten jeder Austrittsflaiche kommenden Lavr-Strahlen nach der in 
Abschnitt B behandelten dynamischen Theorie des 2-flachigen, groBen 
Kristalls berechnet werden kénnen. Die Abgrenzung dieser Gebiete er- 


halt man, indem man die Kanten der Eintrittsflachen in der Richtung E, 


(oder der unwesentlich davon abweichenden Richtung des Vektors &,) 
auf die Austrittsflachen projiziert denkt (s. Fig. 4) 
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Die hinter jeder der 3 Eintrittsflichen erregten Wellenfelder haben 
also (im Héchstfalle) die Méglichkeit, durch drei verschiedene Austritts- 
flachen LAvE-Strahlen ins Vakuum zu entsenden. Umgekehrt ist jeder 
hinter dem Kristall erscheinende Strahl einer Eintrittsflache und einer 
Austrittsflache zuzuordnen. 


Es bedeutet im folgenden S'’ (ohne Index g) einen Interferenzstrahl, 
welcher aus der Wellengruppe mit der Eintrittsflache o; und der Aus- 
trittsflache o; entstanden ist. Von den Strahlen mit i= j, also paralleler 
Ein- und Austrittsflache, kann bei gegebener Lage des Kristalls jeweils 
nur einer merkliche Intensitat haben. Denn beim 
Parallelepiped gibt es jeweils nur ein Paar von 
Gegenflachen, das eine gemeinsame Projektion 
auf eine gegebene Ebene besitzt (s. Fig. 4). Wir 
bezeichnen diese Strahlen unabhangig davon, ob 
sie nun im Einzelfall Intensitat haben oder nicht, 


als ,,Stachelstrahlen“: 


Fig. 4. Aufteilung der Aus- 
trittsflachen des Kristalls in 
Gebiete, aus welchen einheit- 


eet S. si galls o liche Systeme von Lauve- 

7 By Strahlen hervorgehen. Blick- 

~ richtung parallel zum ein- 

G22 &. 0 2 (25) fallenden Strahl. Der erste 

; Bs Index bezeichnet die Ein- 

ae F | trittsflache, der zweite die 

G33 _ Ss. Ae 7 Be. | Austrittsflache der betreffen- 
ri a 8 den Wellengruppe. 


Es handelt sich ja um die Richtungen, in welchen nach v. LAUEs kine- 
matischer Theorie vorwiegend Intensitat zu erwarten ist; sie ergeben 
sich dort, wie auch hier, durch den Schnitt der von den Punkten des 
reziproken Gitters in Richtung der Kristallflachennormalen ausgehenden 
Stacheln mit der Ausbreitungskugel. 
Weiter haben wir 6 Wellengruppen mit nichtparalleler Ein- und Aus- 
trittsflache (¢ +7), deren jede wegen der dynamischen Doppelbrechung 
2 Interferenzstrahlen GS? enthalt. Diese Flachenpaare liefern also ins- 
gesamt 12 Strahlen. 

Betrachten wir gemeinsam alle Wellengruppen mit Eintritt an o;, 
Austritt an o; bzw. mit Eintritt an o,, Austritt an oj, so sind nach Gl. (14) 
die dazugehérigen Richtungen der Interferenzstrahlmaxima 


1 2 | 
eit — | [+5 +6){# — BY | 
mes , 1 =si0y) ne ta \ | 
= 6+ fap) 2” dtp i ' (26) 
Stiles tan eminhnt | care 2). | 
1 fa 32 | 
cri Bayer fe eras | 
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Entsprechendes gilt offenbar auch fiir die Indexpaare 2, - bzw. 3, 1. Die 
4 Gln. (26) verstehen sich also einschlieBlich der zyklischen Vertau- 
schungen der Indizes 1, 2,3 (im folgenden durch ~~ bezeichnet). 

Wir definieren, wie beim keilférmigen Kristall, s. (15), (16), die 
Vektoren x; und 4;: 


— 31 32 und ay (27) 
a eee 3 > 

— h_# ynd . (28) 
"3 Pacemelia iB 


Man kann nun schreiben: 


2 81 = t+ yy = fy — Ye- 
1 
Damit erhalt man fiir die Richtungen der 6 Interferenzstrahlen, die aus 
denjenigen Wellenziigen hervorgehen, welche die senkrecht zu 3, bzw. j2 
liegenden Kristallflachen durchlaufen, die folgende Schreibweise : 


en) {+4005 

sam + bo: + am 

et | ope Haba oes 
Sti — — 4(7Y2 — 92) 0s 

@21 — — 3 (Y2 + 45) 0s 

G22 — l—ton,, | 


Es ist wie frither [vgl. (18)| 
stehen natiirlich senkrecht auf ©, und auf (3, 3,). Folglich liegen die 
Endpunkte der genannten 6 Einheitsvektoren auf einer Geraden, welche 
senkrecht zu der Achse [3, 3.) der beteiligten Kristallflachenzone in der 


+40orx;|~1, und die Vektoren py, 


"Sn 


senkrecht zu S, an die Einheitskugel gelegten Tangentialebene verlauft 
und dort den Endpunkt des Vektors S, + ox, schneidet. (Es ist offen- 
bar erlaubt, an Stelle des kleinen, in Frage kommenden Bezirks der 
Ausbreitungskugel deren Tangentialebene zu substituieren.) 

Fir die beiden anderen Flachenzonen [3, 33] und [35 3,] des parallel- 
epipedischen Kristalls gilt entsprechendes. Die gesamte Interferenzfigur 
in der Tangentialebene | S, der Ausbreitungskugel kann also folgender- 
maben beschrieben werden: 

Die Beugungsmaxima sind auf 3 Geraden verteilt, welche nur im 
Falle @=0 durch einen Punkt gehen (sternférmige Feinstruktur), im 
allgemeinen aber ein Dreieck bilden. Die Eckpunkte des Dreiecks ent- 
sprechen den Stachelstrahlen (25). Von diesen kann je nach den Ein- 
fallsbedingungen nur einer merkliche Intensitaét haben. Ferner kénnen 
auf den Geraden je vier weitere Maxima erscheinen, herrithrend von je 
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zwei dynamisch konjugierten Strahlenpaaren. Im Héchstfalle sind also 
13 Interferenzmaxima zu erwarten. 


Das zu beobachtende Interferenzbild kann durch Projektion der 


genannten Figur vom Ausbreitungspunkt aus auf die senkrecht zu S, 
im Abstand L liegende photographische Platte konstruiert werden, Da 


S, und ©, miteinander nur einen Winkel der GréBenordnung 1072 bil- 
den, wird man in der Praxis meist mit der Projektion auf die Ebene senk- 
recht zu ©, rechnen kénnen, also mit einer geometrischen Abbildung im 


MaBstab 1:1. 


2. Beziehungen zur kinematischen Theorie. 

Von Interesse ist der Zusammenhang der hier dargestellten dyna- 
mischen Interferenzbrechung mit der v. LAvEschen Theorie des Kristall- 
formfaktors (,,Stacheltheorie‘‘): Offenbar miissen je 4 der 12 Intensitats- 
maxima, welche nichtparalleler Eintritts- und Austrittsflache zuzuordnen 
sind, bei verschwindendem Kristallpotential in einen der Stachelpunkte 
ubergehen. 

Im kinematischen Grenzfall ®O—0 fallen gemaB Gl. (29) mit dem 
Stachelstrahl ©! zusammen die Strahlen: 


Si?, S*1, et* S*! bei positivem 0; 


G71, 612, S*!, Gt bei negativem o. 


Fiir die iibrigen Indizes folgen die entsprechenden Beziehungen durch 
zyklische Vertauschung. 


3. Zusammenhang der Feinstrukturfigur mit der Kristallstellung. 


Vernachlassigt man die in den Definitionen von y; und 6; gemaB 
Gl. (12a, b) auftretenden kleinen GréBen B;/B);, sowie die dynamischen 
Zusatzpotentiale X,,,;, so entsprechen die Aufspaltungsbilder eines Inter- 
ferenzstrahles bei endlichem 9 und geeigneten Werten der GréBen y; 
und 6, dem Schema der Fig. 5. Sieht man von der Kriimmung der 
Ausbreitungskugel ab, so lassen sich offenbar einer beobachteten Drei- 
ecksfigur 2 Lagen des Kristalls zuordnen, die durch eine Drehung um 
den Winkel z mit dem Vektor S, als Achse auseinander hervorgehen ; 
die eine Lage gehort zu positivem, die andere zu negativem Anregungs- 
fehler 0 (Fig. 5a, b). 

Aus der Geometrie eines Feinstrukturdreiecks muB sich |@| be- 
stimmen lassen; seine Flache ist zu g? proportional. Das Vorzeichen des 
Anregungsfehlers hat wegen der geringen Krimmung der Ausbreitungs- 
kugel (im MaBe 1/A) und der Kleinheit der Beugungswinkel nur einen 
geringen Einflu8 auf die Winkel, welche die Dreiecksseiten mit dem 
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Radius des DEBYE-SCHERRER-Kreises bilden, sowie auf die Lagen der 
Intensitatsmaxima auf den 3 Geraden. Das Vorzeichen von @ wird sich 
also nur bei sehr genau vermeBbaren Interferenzfiguren ermitteln lassen, 
es sei denn, daB man Aufnahmen vom selben Kristall in gleicher Orien- 
tierung und mit verschiedenen Wellenlangen herstellen kann. 


Fig. 5a u. b. Zuordnung des Feinstrukturdreiecks zur Lage des Kristalls. Zeichenebene ist die Tangential- 

ebene der Ausbreitungskugel 1S, mit Blickrichtung vom Ausbreitungspunkt her. Der reziproke Gitter- 

punkt G, Eckpunkt des eingezeichneten Parallelepipedes, das aus den Flachennormalen 3; des Kristalls ge- 

bildet wird, ist im Falle a, 9>0, im Abstand @ oberhalb, im Falle b, o<0, im Abstand |@| unterhalb der 
Zeichenebene zu denken. 


Offenbar ist die Kenntnis des Vorzeichens von o und desjenigen der 
Differenz y;— 6; Vorbedingung fiir eine Zuordnung der Intensitats- 
maxima zu bestimmten Eintritts- und Austrittsflachen. Die Méglich- 
keiten, die Zuordnung zu entscheiden und die Aufnahmen hinsichtlich 
der Strukturfaktoren auszuwerten, sollen spater diskutiert werden. 
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Die Thermodynamik irreversibler Prozesse 
und ihre Anwendung auf Transportphiinomene. II*. 


Von 
HELMUuT G. REIK. 
Mit 6 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 16. November 1953.) 


In §V wird das Ficxsche Gesetz aus der allgemeinen Trausportgleichung abgeleitet, 
wobei die Diffusionskonstante durch das Zeitaxiom als Funktion der Temperatur, 
des Drucks und der mittleren Zusammensetzung des Systems bestimmt wird. Fiir 
den Fall der Gase ist die aus dem Zeitaxiom gewonnene Diffusionskonstante mit 
der aus der kinetischen Gastheorie hergeleiteten identisch. Fiir kondensierte Phasen 
hefert das Zeitaxiom fiir D den bekannten zweiparametrigen Ausdruck 


wobei D, und Q, durch die thermodynamischen Funktionen des Normalzustandes 
und des Zwischenzustandes bestimmt sind. 


Eine Forme! fiir die Druckabhangigkeit der Diffusionskonstanten wird angegeben. 
Nach der Zeitaxiomstheorie ist die Abhangigkeit der Diffusionskonstanten von der 
Zusammensetzung des Systems eine andere als nach den Arbeiten von JOHNSON 
und BiRCHENALL und MEHL. Nach diesen sollte der Ausdruck 


von der Zusammensetzung unabhangig sein, nach dem Zeitaxiom dagegen nicht. 
Versuche zeigen, da8 dieser Ausdruck tatsachlich von der Zusammensetzung 
abhangig ist. 


In §VI werden die Formeln fiir die Ionenleitung in Festkérpern angegeben. Es 
wird gezeigt, daB die ErnstEeinsche Beziehung zwischen Beweglichkeit und Diffu- 
sionskonstante ein Grenzgesetz fiir den Fall idealer Mischungen ist. 


Unter Zuhilfenahme der EinstErnschen Beziehung werden Formeln fiir die Tem- 

peratur- und Druckabhangigkeit der elektrolytischen Leitfahigkeit angegeben. 

Die Experimente von Jost und Nentep lassen sich durch die Leitfahigkeits- 
Druckformel zutreffend beschreiben. 


In §VII werden andere Theorien iiber Diffusion und Ionenleitung kritisch be- 
trachtet. Die iiblichen Modelltheorien lassen erwarten, daB die Werte von Dy in 
der GréBenordnung 10~* cm?/sec liegen. Das ist nicht der Fall. Jost und NEHLEP 
zeigten, daB man nach Einfiihrung einer plausiblen Korrektur des Modells die 
Abweichungen der gemessenen D, vom Modellwert verstehen kann. 


* Erste Mitteilung: Z. Physik 137, 333 (1954). 
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Man sieht leicht, daB die Jostsche Theorie die im Sinne des Zeitaxioms unvoll- 
standige Modelltheorie so modifiziert, daB die korrigierte Theorie vollstandig im 
Sinne des Zeitaxioms ist. 


In §VIII wird die metallische Leitfahigkeit behandelt. Es wird gezeigt, daB die 
Temperaturabhangigkeit der metallischen und der elektrolytischen Leitfahigkeit 
demselben allgemeinen Gesetz gehorcht. 


Die vollkommen verschiedene Temperaturabhangigkeit der beiden Leitfahigkeiten 
ist darauf zuriickzufiihren, daB die in das Gesetz eingehenden thermodynamischen 
Funktionen in den beiden Fallen ganz verschieden sind. 


Die vom Zeitaxiom geforderte GesetzmaBigkeit fiir die Veranderung der metalli- 
schen Leitfahigkeit mit dem Druck wird von den BrrpGManschen Daten befolgt. 


§ V. Diffusion ungeladener Teilchen in isotropen Systemen'. 


Wir ermitteln im folgenden die Abhangigkeit des Vektors rs fiir den 
Diffusionsstrom von den Zustandskoordinaten des Systems und der 
raumlichen Veranderung derselben. 


Dazu untersuchen wir ein System, das in bezug auf seine Zusammen- 
setzung nicht uniform ist. Ist das System isotherm und isochor, so be- 
nutzen wir die allgemeine Transportgleichung in der Form (11.13). Da 


(sata(Teds (SE =e (1) (Sea 


‘sschreibt sich diese: 


f4(T,¢4)—f*(T,1) 


'- = =y 4 gradu 4 é RT — —A grad Gy 4. (V.2) 


Ist das System isotherm und isobar, so benutzt man als Ausdruck fiir 
den Diffusionsstrom (11.14). Da 


(aq) = ea(Tbxa)s (58) = 8° (7.9.4) (V.3) 
erhalt man: | 
~ &4(T,p, 4) - @* (T, p,1) 
I, = —/ grad Ua e€ RT = —A grad G, As (V.4) 


Da in (V.2, 4) nur die Zusammensetzung des Systems raumlich ver- 
‘nderlich ist, sind bei der Gradientenbildung nur diejenigen Funktionen 
zu beriicksichtigen, die von der Zusammensetzung abhangig sind, In 
(V.2) sind dies /4 (7, c4) und /*(T, 1) in (V.4) gy (T, p, x4) und g* (T, p, 1). 


* Vel. die ausgezeichnete Monographie von W. Jost: Diffusion in Solids 
Liquids, Gases. New York 1952. ; 
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Man erhalt also aus (V.2, 4) 


2 ta (Ty e4)—#* (T,1) 
I,=—- > or he il 
A Auge ae grad [f4(T,¢4) — f*(T, 1)] (V.sa) 
= — Dygrad [fy (T,c4) — f(T, 1)) 
¥4(T,¢4)—#* (7,1) : 
ee : RT co c 
Apa! rE yee lL (sb) 
' X [fa(T, ¢4) — f*(T,1)] grad c, 
—— D; grad C4 > 
=i galT, Pp, *4)—8* (T,?,1) 
I, = —Apyge RT 7 grad x 
V.6a) 
x (ea (T, dp, x4) — 2°72; P, 1))] ( 
= — D, grad [g4(T, p, x4) — g*(T,, 1)] 
84 (T,P, ¥4)—8* (T,P,1) - 
= —Ayye Rr ees 
ox 
7 (V.6b) 


x [ga(T, py x4) — g*(T, p,4)] grad x, 
= — Di grad x4. 


Die Gln. (V.2, 5a, 5b) und (V.4, 6a, 6b) stellen nichts anderes dar, 
als den Ausdruck fiir das FicKsche Diffusionsgesetz, das wir hier aus 
der allgemeinen Transportgleichung und damit aus dem Zeitaxiom ab- 
geleitet haben. Durch (V.5a, 5b) und (V.6a, 6b) werden die Diffusions- 
konstanten D,, D; bzw. p 5 D, als Funktionen der Zustandskoordinaten 
bestimmt. Die theoretisch hergeleitete Abhangigkeit der Konstanten 
wird von den Experimenten bestatigt. Insbesondere sind die vom Zeit- 
axiom geforderten GesetzmaBigkeiten fiir die Veranderung der Diffu- 
sionskonstanten D,, D; bzw. D,, D, mit der Temperatur, dem Druck 
und der Zusammensetzung mit den experimentell erschlossenen identisch ! 

Da es uns gelingt, das Diffusionsgesetz aus der allgemeinen Transport- 
gleichung abzuleiten und die Diffusionskonstante in ihrer Abhangigkeit 
von den Zustandskoordinaten in Ubereinstimmung mit den Experi- 
menten zu bestimmen, folgt, daB die aus dem Zeitaxiom gewonnenen 
Funktionen Gi, , bzw. G, 4 die Diffusionsvorgange zutreffend beschreiben. 

Wenn es ums lediglich gelange, aus dem Zeitaxiom Ausdriicke der Form 

Fa = — Digradcy; a = — D, grad %4 (V.7) 
fiir den Diffusionsstrom herzuleiten, dagegen nichts weiteres tiber die Konstanten 
auszusagen, so wiirde dies allein noch nicht entscheidend fiir das Zeitaxiom sprechen. 

Jede Theorie irreversibler Vorgange liefert namlich bei der Beschrankung auf 
Gleichgewichtsnahe, d.h. bei der Entwicklung ihres ,allgemeinen Zeitgesetzes‘ 
mit Abbruch nach dem linearen Glied einen Ausdruck von der Form (V.7) fiir den 
Diffusionsstrom. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 31 
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Wir wollen nun unsere Gln. (V.2, 4) auf spezielle Diffusionsprobleme 
anwenden und betrachten zunichst die Diffusion zweier Gase im iso- 
therm-isochoren System. Dafiir ist (V.2) anzusetzen. Da 


i, (T.t) = —RT IZ, (T,e)? PAS RTS ee 


erhalt man 
= £PtTy 4) 
I, =-—/A grad 4 ge, : (V.9) 


Die Zustandssummen kann man noch aufspalten in ein Produkt, dessen 
einer Faktor den translatorischen, dessen zweiter den inneren Freiheits- 
graden der betrachteten Molekiile zukommt. 


Z4 (T,¢4) =Z 4 transl Oe C4) "Laie (A )3 £* (7,4) = Liem (T, 1) * Linn (T) : 


Nun ist zu bedenken, daB der aktive Zwischenzustand einen stabilen 
Freiheitsgrad weniger besitzt als das normale Molekiil. Der instabile 
Freiheitsgrad ist im Falle der Diffusion ein translatorischer (vgl. hierzu 
MIV)!. Da beim Ubergang des normalen Molekiils in den aktiven 
Zwischenzustand lediglich die translatorische Bewegung geandert wird, 
die inneren Bewegungen (Rotationen und Oszillationen) davon unberiihrt 
bleiben, gilt 
Z inn (T) —— Zinn (T) - 


Damit schreibt sich (V.9) 


ce Ztransi (T, 1) 
I, ==—Aeond ss, V.i10 
A g (A ‘dishes ( a 4) ( ) 
Da 
(2am4k T)3 2am,4kT 
LA transl (T; C4) = s <ae Ny ; y Ae (T, 1) — —- ; 


N4 = Zahl der Molekiile A pro cm? 
und nach MII Gl. (IV.3)? 
ha = h <4) 


wobei z4 eine dimensionslose Zahl von der GréBenordnung 1 ist, erhalt 
man fiir den Diffusionsstrom der Komponente A 


» 


kT h le 
I,= —A grad z L=—Az - ' 
A § h *4 (nm,hT) Ny Az, | 2a m4 grad Ny, : 
FF (V.411) 


2am, ~ 


" REIK, H.G.: Ann, Physik (6) 13, 73 (1954). 
* Rerk, H. G.: Ann, Physik! (6) 11, 407 (1953). 
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Durch genau dieselbe Uberlegung erhalten wir fiir den Diffusionsstrom 
der zweiten Komponente B 


> — AT 
ime —Az,|/- Samp etad Nz; D; =A," ren MRE) 
Da bei konstantem T und V an jedem Ort des Systems 
, Na+ Ng=N (V.13) 
gilt 
grad N, = — grad N,. (V.14) 
Ferner fordert (V.13), daB 
also muB gelten: 
kT kT 
Az,| 2a m4 =Az,| 20 mp’ 
ae? ma +mp : , _|/ma+tme 
ay | mp , ss ae m4 ae (V.16) 
Damit erhalt man fiir (V.11, 12) 
I4=—I,=—A|/ 22 M..4 grad Ny; Me 
kT 
D; =A| 20 Mea (V.18) 


In (V.17, 18) haben die Diffusionsstrome ‘F und Tp die Dimension Molekiile/cm?sec. 
Also ergibt sich fiir die Diffusionskonstante die Dimension cm?/sec wie iiblich. 

Da bei den Gasen ein Konstanthalten von T und V gleichbedeutend 
ist mit einem Konstanthalten von T und #, so muB in unserem Fall 
die Anwendung von (¥.4) fiir den Diffusionsvorgang dieselben Ergeb- 
nisse liefern wie die Anwendung von (V.2). Es ist allerdings dabei zu 
beachten, daB der Zwischenzustand in diesen beiden Gleichungen ver- 
schieden normiert ist. Da 


ga(Z>P, X4) =talT, 0,4) +P v=—RT In (2mmgkT)! kT | 


eh? pr *a4 
2amgkT kT 
e*(T, p, 1) =f*(T, 2,1) + p-0= —hiln ama — (V.19) 
PLB o 1 m4a+mp . ma-~-mp . 
Ha; *A? ool Serahonrwet } Fe z4=|/ a e; t2=|/ mnie we. 


erhalt man fiir den Diffusionsstrom 


= 7 “or / 
I, =—1z= — Al/=*e grad x, = —D,-gradx,. (V.20) 


an" 
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Hier ist die Dimension der Diffusionsstrome J, und J, cm/sec. Der 
Diffusionsstrom gibt also hier an, wie groB die resultierende Geschwin- 
digkeit der Teilchen A und B ist. Die Diffusionskonstante hat die 
Dimension cm?/sec. Wie man aus (V.20) sieht sind die Diffusionskon- 
stanten D, und Dj identisch dieselben. Multipliziert man die Diffusions- 
stréme in (V.20) mit N (der Gesamtzahl der Molekiile pro cm’), so er- 


halt man 


a Pa ea BE 
i N=—-1,N=I,=—-Ip=—A | ; grad N- x, 
7 Med r 
; (V.21) 
kT 
Ss | Ty" Wace. 


— 


Die Diffusionsstrome 7, und J, der Gln. (V.17, 18) sind identisch mit den 


Diffusionsstromen J’, N und I’gN der Gl. (V.21). Damit ist gezeigt, daB im Falle 
der Gase die Anwendung von (V.2) und (V.4) zum selben Ergebnis fiihrt. Insbeson- 


dere sieht man, daB die Diffusionsstréme Jy, J und I’, Ig zwar in Dimension und 
Zahlenwert verschieden sind, aber physikalisch denselben Sachverhalt zum Aus- 
druck bringen. Ferner sind die Diffusionskonstanten D; und D, identisch. Das ist 
eine Folge der verschiedenen Normierung der Zwischenzustande in den Gln. (V.2) 
und (V.4). Vgl. hierzu auch den SchluB von § II. 

Die Beziehung D; - D; 


bleibt auch im Falle kondensierter Phasen annahernd erhalten, allerdings aus 
anderen Griinden wie bei den Gasen. Dort bekamen wir sie, weil beim isobaren 
Ubergang von ein Mol Teilchen in den Zwischenzustand sich das Volumen des 
Systems nicht anderte, der Ubergang also gleichzeitig isochor war. 

Hier erhalten wir die Beziehung deshalb, weil das Glied V um das sich die 
Funktionen f und g unterscheiden im Falle der kondensierten Phasen kaum ins 
Gewicht fallt. Dementsprechend ist der Einflu8 des Druckes auf die Diffusions- 
konstante, der nur vermittels der Funktion g, also fiir die Konstante a ableitbar 
ist, recht klein. 

Es bleibt aber festzuhalten, daB, trotz der annahernden Identitat 
der Konstanten D; und D! bei Behandlung von isotherm-isobaren Sy- 
stemen prinzipiell nur die Konstante Dj, also Gl. (V.6b) uns die Er- 
scheinungen i allen Stiicken richtig beschreibt. Man hatte also nach 
Gl. (V.6) mit Diffusionsstrémen der Dimension cm/sec und mit Gradienten 
der Molenbriiche zu rechnen, 

Da man bei der Durchfiihrung von Experimenten aber mit Diffu- 
sionsstrémen Teilchen/em*sec und mit Gradienten der Konzentrationen 
rechnet, muB man (V.6) links und rechts mit der Zahl der Teilchen pro 
cm* multiplizieren und erhalt so die prinzipiell richtige, den Experi- 
menten angepaBte Diffusionsgleichung. 

oh 4 (T,p, *4)—8* (T, ,1) P 
NI, = —Apyge RT ee 


RT 6x, * (V.6c) 
x [e4(T. Py X4) — B*(T, p,1)] grad N+ x4. 
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Mit dieser Diffusionsgleichung behandeln wir jetzt die Erscheinungen 
in kondensierten Phasen. Da man hier iiber die thermodynamischen 
Funktionen der diffundierenden Teilchen und des aktiven Zwischen- 
zustandes nicht so genau Bescheid wei, wie im Falle der Gase ist es 
hier nicht méglich, explizit anzugeben, wie die Diffusionsstréme bzw. die 
Diffusionskonstanten von den Zustandskoordinaten T, p, x, abhangen. 

Es empfiehlt sich daher, zunachst bei konstantem p und x, die 
Veranderung der Diffusionskonstanten mit T zu verfolgen und dann 
fir die Druck- und Konzentrationsabhingigkeit der Diffusionskon- 
stanten entsprechend vorzugehen. 


Die Temperaturabhangigkett der Diffusionskonstanten. 
Zur Untersuchung der Temperaturabhiangigkeit gehen wir von (V.6c) 
aus. Man erhalt: 
ga(T,?, ¥4)—8* (T, p, 1) 


’ [a To ee I aa To 
D,=Awus eé ie RT Ox4 (ga(T,P, x4) ote (T,?, 1) : (V.22) 
Logarithmiert man (V.22) so wird 

’ Sal)" (2) S4— Ss” 
oi SRN T eG ams | 


3 (V.22a) 
(ga(T, p, X4) — 9*(T, #, 1)]. | 

In dieser Gleichung sind s,, s* und das logarithmische Glied von vorn- 
herein wenig temperaturabhangig. Fiir die Temperaturabhangigkeit der 
Differenz 1,4(7T)—171*(T) gibt es zwei Grenzfalle. Man schreibt 


1 
+InA sw, RT éx, 


ze 
t4(T) — 1*(T) =14(0) — 1*(0) +J (Cp. — &f) at | 


= 44 (0) — 1*(0) + (Cpa F)T, 
wobei 74(0) und :*(0) die Nullpunktsenthalpien, c, 4 und cf die spezi- 
fischen Warmen (fiir 6 = const) des Normalzustandes und des aktiven 
Zwischenzustandes sind. . tree 

Im ersten Fall iiberwiegt auf der rechten Seite von (V.23) die Diffe- 


(V.23) 


1 
renz 14 (0) —7* (0) gegeniiber f (c, ,—c¥) dT, d.h. die Enthalpiedifferenz 
0 


fiir T° wird hauptsachlich durch die Differenz der Nullpunktsenthalpien 
bestimmt. Dann erhalt man 


ig(0)—140) |, a 1 sant 


iD = —— = + (r4—%) R ae R itp 


+n Apa per Gq, Wall Ps, Xa) — 8*(T, B,1)). 


Im Fall 1 wird also In Di gegen 1/T aufgetragen nahezu eine Gerade er- 
geben, deren Neigung durch die Nullpunktsenthalpie der Aktivierung 
bestimmt ist. Wir wollen Fall 1 daher als ,,Aktivierungsfall’ bezeichnen. 


(V.24) 
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Die Experimente zeigen uns, daB wir im Falle der Diffusion tatsach- 
lich einen ,, Aktivierungsfall‘‘ vorliegen haben, da sich die experimentellen 
Werte fiir Di), durch zweiparametrige Ausdriicke folgender Art wieder- 


geben lassen: 
Q% 
Di,= Dio: e ®T (Dzo und Qy wenig temperaturabhangig). —_ (V.25) 


Dabei wird durch (V.24) folgender Zusammenhang zwischen den experi- 
mentellen Parametern und den thermodynamischen Funktionen des 
Normalzustandes und des aktiven Zwischenzustandes hergestellt. 


(cpa—%) _ Sa” 


Dip=Ange * BRE bx, Ball b x4) — 8*(T, P.1))! (W.26) 
Qo = #* (0) — 44(0). 


Man sieht aus (V.26), daB D,, wenig temperaturabhangig ist. 
Im Falle idealer Mischungen wird 
a 
s4=54(T,p,1)+RTIn x4; ith ied ie 
A 


und man erhalt a 
(Cpa — %) s4(T,p,1) —s*(T,p,1) 
, Ring eee Ir 9 
Dgy =A pag € : (V.26a) 


Im zweiten Grenzfall tiberwiegt das zweite Glied in (V.23) also 


5 a 
#40) == 4" (0) => On 9 vay (8 (ZT) a (Cpa — 0p) dT = (Cy4 — cp) T. 


Damit erkennt man aus (V.26), daB D. wesentlich schwacher temperatur- 
abhangigkeit zeigt wie im ,,Aktivierungsfall. Insbesondere hangt D{ 
nicht exponentiell von der Temperatur ab. Wie die Experimente zeigen, 
findet man Fall 2 nicht bei der Diffusion in festen Stoffen, dagegen z.B. 
bei der Warmeleitung und der metallischen Elektrizitatsleitung (vgl. 
§§ VIII, LX). 


Man kann auch das Differentialgesetz fiir die Temperaturabhangigkeit der 
Diffusionskonstanten angeben. Dazu differenzieren wir (V.22a) nach T: 


élnD, a i*(T) —i,4(T) 1 Cu4 re. CA } 
aT RT? Ai OT °° A OH 
; 1 oO ' 
: a ORF by, ba (TP ¥a)— 8° (TH) 
at 7 . C T aa a - : 
px, Ba(T>P, x4) —6"(T.P.1)) i“ 
ie ee ce a eens V.22b 
OlnDd — i* (0) —i4 (0) + GJ—ep aT 1 G4 1 0A | ( 
aT RT? peer’ Aer * 
a 
+ RT "RE Og 80) ee en 


fal si : aT 
jy, BAT P,¥a) — 8" (TPA) ; 
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Da A in kondensierten Phasen wenig temperaturabhangig ist, wird das Glied mit 
A klein. Auch der letzte Summand ist klein, im Falle idealer Mischungen ver- 
schwindet er identisch, da dann 


aga (Tp, x RT g*(T,,1 
ga(T.b. *4) =84(T.P.1) + RTInz,; (84(F Pa) _ RT 0@*(T,p,1) 


Ox4 - v4 4 Ox 4 me 

Diese Summanden kann man also im Grenzfall 1, in dem praktisch die gesamte 

Temperaturabhangigkeit durch den ersten Summanden wiedergegeben wird, weg- 
kT 
h 

eln D, i* (0) =s 14 (0) = IG; a Cha) i RT 


eT RT? 


lassen. Damit erhalt man mit uw. = 


(V.27) 


Auch das Differentialgesetz zeigt, da8 im ,,Aktivierungsfall eine lineare Ab- 
hangigkeit des Logarithmus der Diffusionskonstanten von 1/T zu erwarten ist. 


Die Druckabhangigkeit der Diffusionskonstanten. 


Zur Untersuchung der Druckabhangigkeit der Diffusionskonstanten 
differenzieren wir (V.22a) nach #. 


éln D, 14 — v* 14 eu 1 6A 
t= 4 t+ A St 
op Bae Ht Ma Op A ép 
RT 
5 > K 
—— [ga(T. p. x4) — g*(T. P, 1)] (V.28) 
Cx, 
Fee Bees etd, plese, wetT pI) 
x BT: Cx4 ho ; 


op 
Die drei letzten Summanden sind dabei gegen den ersten vernachlassig- 
bar, so daB man erhalt?: 


elnD 4 v4 — v* V.2 
Yas Fa iy 25) 


a ie 


Streng genommen darf der letzte Summand auf der rechten Seite von (V.22b, 28) 
nur im Falle idealer Mischungen weggelassen werden. Bei der Verwendung von 
(V.27) und (V.29) setzen wir also praktisch ideale Mischungen voraus. Der durch 
das Weglassen des letzten Summanden in (V.22b, 28) im Falle nichtidealer Mi- 
schungen entstehende Fehler ist allerdings sehr klein. eae 

Die Druckabhangigkeit der Diffusionskonstanten ist sehr klein. Wie eine Ab- 
schatzung in §VI lehrt kann man etwa erwarten: 


Pee 
4 OD, 


¥ x oak as xj 2/kp,. V.30 
Di op 10-4 cm?/kp (V.30) 


1 Vgl. hierzu Barrer, R. M.: Trans. Faraday Soc. 38, 78 (1942). BARRER be- 
handelt allerdings die Druckabhangigkeit nicht vermittels der freien Enthalpie, 
sondern vermittels der freien Energie. Damit er aus seinen Formeln ein zu (V.29) 
analoges Ergebnis erhalt, mu8 er bei der Differentiation nach dem Druck eine 


Hypothese machen, 
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Die relative Druckabhangigkeit kommt also erst fiir Drucke der GréBenordnung 
102 kp/cm? in die GréBenordnung det Prozente. Da die tiblichen Diffusionsmessun- 
gen nicht sehr genau sind, haben Versuche verschiedener Autoren? zu dem Ergebnis 
gefiihrt, da® ein etwa vorhandener Druckeffekt innerhalb der analytischen Fehler- 
grenzen liegen muB. Vgl. aber auch die Ergebnisse von RADAvicH und SMOLU- 
CHOWSKI?. 

Wenn auch die direkten Diffusionsmessungen keine Bestatigung von Gl. (V.29) 
erbracht haben, so bestehen auf Grund anderer Daten keine Zweifel an der Richtig- 
keit der Gleichung. Da namlich die Diffusionskonstante mit der elektrolytischen 
Beweglichkeit in Beziehung steht, und die Bestimmung derselben mit wesentlich 
groBerer Genauigkeit méglich ist, kann man auf solche Bestimmungen zuriick- 
greifen (vgl. § VI). Dabei zeigt sich, daB fiir die Diffusion in Elektrolyten (V.29) 
quantitativ bestatigt wird. Da wir unserer Theorie keinerlei spezielle Modell- 
vorstellungen unterlegt haben, besteht damit auch kein Zweifel an der Richtigkeit 
von (V.29) fiir nicht-elektrolytische Transportsysteme. 


Die Abhdngigkett der Diffustonskonstanten 
von der Zusammensetzung des Systems. 
Zur Behandlung der Abhangigkeit der Diffusionskonstanten von der 
mittleren Zusammensetzung des Systems geht man von (V.22) aus. 
Betrachte! man zuerst den Fall idealer Mischungen, setzt man also 


&a(1,, %¥4) = @4(T,~,1) + RT In xy; 


= *(T,p,1) = 


= . V31 
: ga(7Z, p, %4) = ry ; (V3 ) 


Ce 
Ox, 


so wird die Diffusionskonstante unabhangig von der mittleren Zusam- 
mensetzung des Systems 


Do=Apseé “RT (V.32) 

Im Falle nicht-idealer Mischungen gilt dagegen: 

Ga(T, Pp; X4) = 8a(T, b,Pa Xa = 1) + RT Ing 24; (v.34 

a Sita 
*(T, p, x4 = 1) = g* (T, p,p* «* =1) + RT Ing* hi 

Damit erhalt man fiir die Diffusionskonstante: 

i Ba (TP, 04 *4=1)—8* (7, Pg" 2 =1) 
D, = Ajuge RT meee 
[Pa fy 4 @lnga — @lngty (V.32a) 
g* | | é@lnxy  élnxy \. 


Wie man sieht, ist diese Diffusionskonstante von der Zusammen- 
setzung des Systems abhangig, da der Ausdruck in der eckigen Klammer 


1 OstRanp, C. E. van, u. F. P. Dewey: U. S. Geol. Survey Prof. Paper 95 G 
q ee — SeitH, W., u. H. Erzoip: Z. Elektrochem. 40, 829 (1934); 41, 122 
1935). 


* Rapavicn, F., u. R. SMoLucHowsky: Phys. Rev. 65, 62 (1944). 
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von der Zusammensetzung abhingt. Die Veranderung dieses Ausdrucks 

mit der mittleren Zusammensetzung des Systems beruht allein auf dem 

nicht-idealen Verhalten der Funktion g in bezug auf den Molenbruch. 
Ware die Veranderung der Diffusionskonstanten mit der mittleren Zusammen- 


setzung auf das nicht-ideale Verhalten der Konzentration zuriickzufiihren, also 
einer GréBe 


dann wiirde nicht nur das Verhalten des Systems in bezug auf die Mischung (Ein- 
fluB von #4) sondern auch in bezug auf die Verdiinnung (EinfluB von v) die Diffu- 
sionskonstante beeinflussen. Abweichungen vom idealen Verhalten von c4 kénnten 
dann durch Abweichungen vom idealen Verhalten von v bedingt sein, die man 
bereits bei realen Gasen kennt, die sich in bezug auf Mischung noch ideal verhalten. 


Wir wollen sehen, welche Aussagen andere Theoricn iiber die Ver- 
anderung der Diffusionskonstanten mit der Zusammensetzung des 
Systems machen und diese mit unseren Formeln (V.32, 32a) vergleichen. 

Im allgemeinen schreiben phanomenologische Theorien das FicKsche 
Gesetz in der Form: 


— 


L,=—D'gradz;-N: Na, =c;. (V.33) 


Dabei hangt die Konstante D’ nach Aussage der Theorien noch von 
der Temperatur ab, dagegen nicht von der Zusammensetzung des Sy- 
stems. (Auch die Druckabhangigkeit von D’ wird meist nicht bertick- 
sichtigt.) 
(V.33) ist dabei der Sonderfall der sog. ,,allgemeinsten Form des 
Fickschen Gesetzes“ fiir die die phadnomenologischen Theorien setzen 
> 24D’ 


I4=—-pp 8tadga(T, B, x4) -N. (V.34) 


Aus (V.34) erhalt man namlich fiir den Fall idealer Mischungen [Giltig- 
keit von (V.31)] die GI. (V.33) zuriick. Im Falle nicht-idealer Mischungen 
Giltigkeit von (V.31a)] erhalt man dagegen’ 


7 r) ’ elng, ay ih oY, Ate olnga r 
oe ely 7 1 + FatA| grad xy-N; DY =D 1 + Smet]. (V5) 


Dabei ist der vor der eckigen Klammer stehende Faktor unabhangig 
von der Zusammensetzung, so daB die eckige Klammer allein fiir die 
Veranderung der Diffusionskonstanten mit der Zusammensetzung des 
Systems verantwortlich zu machen ist. 

Ein Vergleich von (V.35) mit (V.32a) lehrt, daB die von den beiden 
Theorien geforderte Abhangigkeit der Diffusionskonstanten von der 
Zuasammensetzung eine verschiedene ist. Welche Theorie ist nun die 
richtige ? 
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Nach Aussage der ,,Phainomenologischen Theorie“ miuBte man er- 
warten, daB wenn man die experimentell als Funktion der Zusammen- 
setzung ermittelten Konstanten durch den ebenfalls experimentell er- 
mittelbaren Ausdruck 

oln GA 


dividiert, einen fiir jeden Wert des Molenbruches konstanten Wert, 
naimlich D’ erhalt. Die Zeitaxiomstheorie dagegen laBt erwarten, daB 


cling ; 
man durch die Division von (V.32a) durch 1 + —— ?4 cinen Ausdruck 


cln x4 
D’ 8 aT, P,P4 Xa=1) — 8*(T, B, F* ¥*=1) 
tes Yi Bye RT x 
elnga 
oln x 
; éing* ( V.36) 
PA | eln x4 
x ra 1h Siege 
P | elngas 
Se ete 


erhalt, der von der Zusammensetzung des Systems nicht unabhangig ist. 


Solche Messungen und Berechnungen sind durchgefiihrt worden!, mit 
dem Ergebnis, daB man bei Division der experimentell ermittelten 
Diffusionskonstanten durch den Aus- 


druck 4 + oe ta GréBen erhielt, die 
elnx, 


sich zwar mit der Zusammensetzung des 
Systems weniger veranderten, wie die 
urspriinglichen experimentellen Diffu- 
sionskonstanten, die aber im allgemeinen 
von der Zusammensetzung des Systems 
abhangig sind. Dies ist auf Grund 
der Zeitaxiomstheorie irreversibler Vor- 
gange zu erwarten. 


0 20 40 60 80 %oCu 700 


Fig. 1. Verinderung der Diffusionskon- 
stanten mit der Zusammensetzung des 

Systems, Cu—Ni bei 1025° C. Die ,, Phanomenologische Theorie‘ erklarte 
diesen Befund dadurch, daB sie fiir ihn eine 
mégliche Veranderung der Fehlordnung und des Wanderungsmechanismus mit 
Anderung der Zusammensetzung verantwortlich machte. In der Tat wird ja durch 
die eckigen Klammern in (V.32a) und (V.35) nur der Veranderung der Diffusions- 
konstanten durch die Nicht-Idealitat Rechnung getragen. Insofern kénnte also z. B. 
in (V.32a) der vor der eckigen Klammer stehende Ausdruck durchaus sekundar noch 


1 GruBE, G., u. A. JEDELE: Z. Elektrochem. 38, 799 (1932). — JEDELE, A.: 
Z. Elektrochem, 39, 691 (1933). — Matano, C.: Jap. J. Physics 8, 109 (1933). — 
MATANO, C.: Proc. Phys. Math. Soc. Jap. 15, 405 (1933). — JouNson, W. A.: 


Trans. Amer. Inst. Min. Metallurg. Engrs. 143, 107 (1941). — Rurngs, F.N., u. 
R. F. Ment: Trans. Amer. Inst. Min. Metallurg. Engrs. 128, 185 (1938). — Brr- 
CHENALL, C. E., u. R. F. Ment: Metals Technology Techn. Publ. Nr. 2168, 1947. 


4 


— 


Die Thermodynamik irreversibler Prozesse. IT. 475 


von der Zusammensetzung abhingen, wenn durch die beschriebenen Einfliisse z. B. 
A; wai 8a(T.P.~4a%4=1); g*(T, p.p* x* =1) 


sekundar von der Zusammensetzung abhingen. (V.32a) zeigt uns einen Weg, wie 
man experimentell nachweisen kann, ob eine solche sekundare Abhangigkeit gegeben 
ist oder nicht. Man braucht namlich nur fiir verschiedene Werte der Molenbriiche 
die Temperaturabhangigkeit der Diffusionskonstanten zu messen. Ist dabei die 


Neigung von In Ds gegen 1/7 immer die gleiche, so ist eine solche sekundire Ab- 
hangigkeit nicht vorhanden. 


Setzen wir dies voraus, so sprechen die Versuchsergebnisse gegen (V.35) und 
fiir (V.32a) also fiir das Zeitaxiom! 


Ein Vergleich der Ableitungen der Gln. (V.32a) und (V.35) lehrt, daB (V.32a) 
ohne irgendeine Zusatzannahme direkt aus der allgemeinen Transportgleichung 
(V.4) und damit aus dem Zeitaxiom erhalten wird. Dahingegen sieht man, daB die 
,. Phanomenologische Theorie“ die ja wie in §III gezeigt, keine Aussagen iiber die 
Abhangigkeit ihrer Konstanten von den Zustandskoordinaten des Betrachteten 
Systems machen kann, die Abhangigkeit der Diffusionskonstanten von der Kon- 
zentration, wie sie in (V.35) zum Ausdruck kommt, in den Ansatz (V.34) von vorn- 
herein hineingesteckt hat. 

(V.34) ist eine ,,ONSAGER-Gleichung*. Da wir solche Gleichungen wie in §III 
gezeigt aus unserer allgemeinen Transportgleichung gewinnen k6nnen, wollen wir 
aus (V.4) zunachst die ONsaGER-Gleichung herleiten und dann diese auf ihre Ab- 
hangigkeit von der Zusammensetzung des Systems untersuchen. Dabei erhalten 
wir natiirlich eine Gleichung vom Typ (V.35). Wir sehen aber dabei wie es kommt, 


' : élng* 
daB beim Weg iiber die ONSAGER-Gleichung das subtraktive Glied ae ver- 
lorengeht. VA 
T, p, ¥4) 
In (V.4) haben wir folgende RechengréBe! r= ba ( P ae 
Damit erhalt man aus (V.4) folgende ONsaGER-Gleichung 
ga(T, b, £4) — 8* (T, P}) 
* 1 eat oat Z * 4) 
' RT is GILT eo 
T,=+Apge p grad foe AV 37) 


Wenn wir nun die Gradientenbildung durchfiihren und beachten, dab das System 
lediglich in bezug auf die Zusammensetzung nicht uniform ist, so erhalten wir im 
Fall nicht-idealer Mischungen (V.31a) 


84(T, P, Pa a=) — 8*(T, BD, G* =) 


cln | 
se RT PA oi, F 
I,=—-Apge £4 f1 4 eet Here XA 
wobei ey 1) (V.38) 
£2, =1) — g* (T, p,¢* #*#= 5 
. sat P a4 RT <a eee ein P4 | 
D =A pase g* | éln x4 


olng* 
oln x4 
der Onsacerschen Theorie nur den Gradienten von g4(T, p, 4) bildet, also auch 
nur die Konzentrationsabhangigkeit von g4(T, p, ¥4) in den Gradienten eingeht, 
nicht aber die der Funktion g*(T, p, 1). 


deshalb verloren, weil man in 


Wie man sieht, geht das subtraktive Glied 


1 Wegen der Definition der RechengréBe r vgl. die erste Mitteilung, Z. Physik 
137, 333 (1954), oder ausfiihrlicher in RErk, H. G.: Ann. Physik (6), 13, 73 (1953). 
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§ VI. Diffusion von Ionen und die dadurch bewirkte 
Elektrizitatsleitung in isotropen Systemen. 

Wenn wir die Diffusion elektrisch geladener Teilchen in einem iso- 
therm-isobaren System betrachten, das in bezug auf die Zusammen- 
setzung und das elektrische Potential nicht uniform zu sein braucht, so 
haben wir fiir den Diffusionsstrom der i-ten Ionenart die allgemeine 
Transportgleichung in Form von (I1.17) anzusetzen. 

x gt (T, p, xi)— sf (T,P,I+NpmegeP 
I,=—A grad ju; € RT (VI.4) 
n,; — elektrochemische Wertigkeit der 7-ten Ionenart. 
Im Gegensatz zu den in § V behandelten Beispielen wirkt hier alsosowohl 


der Gradient des Molenbruches wie auch der Gradient des elektrischen 
Potentials auf den Diffusionsstrom. Wir entwickeln (VI.1) und erhalten: 


gi(T, pb, xj)—af (T, b, 1)+Nyn,yeP 


T, == —Ap,e ak x 
1 @ + 
Bs A(T, $, x)-— gF jerad x, — : 
XRT dz, Bills Px) — WF (T, p, 1)] grad x; (V1.2) 
g;(T, p, x)—2eF (T, b, N+Ny me N. 
—Au;e “> ee pred 
Ms 7 ph ke 4 


oder abgektirzt: 
I, = — Dj, grad x; — u; x, n,,e grad@D 
u; = elektrische Beweglichkeit der z-ten Ionenart 
gi (T, pb, x)—afF (T, >, D+Ny mn, ¢ ® a 
Dy =+Aun;e KT : 4 
a as RT Ox = 
x [8i(1,p, %4) — sF(T,b,1)]} (V1.3) 
a; (T, p, ¥4)- sf (T, p, 1) +N, neP 
u;x,= +Ap;e aid as 
kT 


Im Falle idealer Mischung gilt: 


gi(T, b, x) =9(T, p,1) + RT In x;; ~—g*(T, p, 1) =0 
: Ox; 
damit 
: 8 (T,P,1)—aF (T,),1I) + Nn, ,e®8 
D,,«=Ap;e RT 
8; (7, pb, 1)— a? (T, p, 1) + Nin ye® (VI.4) 
u; = Ap;e RT : 


ae es 
damit erhalt man aus (VI.4) fiir ideale Mischungen: 


_ Dg | 
hte (VI.5) 


a 


~ 


} 


Die Thermodynamik irreversibler Prozesse. II. 477 


die bekannte EINSTEINsche Beziehung iiber den Zusammenhan g zwischen 
Diffusionskonstante und elektrolytischer Beweglichkeit '. 

Wie man aus (V1.3) ersieht, erhalt man im Fall nicht-idealer Mischun- 
gen einen anderen Zusammenhang zwischen diesen beiden Konstanten. 
Es ist namlich 


& (7, p, x) = g,(T, P.O % = 1) + RT In Pi Xi; 
gi (T, p, 1) = 9,(T, p, pF x¥ = 1) + RT Ing? 


84 (T, 0,05 %=1) — 87 (T, oF xF=1) 4 Ny ny pe® 


D,;= Ape RT x 


x [Pi fy 4 Blo “Re 
of lit ging; dina J] }  (VI-4a) 
84 (T, P, 95 = 1) — 87 (T, P,9F 27) + Nine D 
u; =A pn; e RE eee Se 
‘ gy; kT 
D; 
= 7 
“; = wrli a emg: eingt) * (VI.5 a) 
| gaa x; éln #; 


Da6 Gl. (VI.5) nur fiir den Fall idealer Mischungen gilt, d.h. nur wenn Di 
und w; unabhangig von der Zusammensetzung des Systems sind, zeigt auch die 
tibliche Herleitung von (VI.5). 

Betrachten wir Ionen von der Ladung ”, ;e in einem Feld der Starke © = — grad® 
so erhalt man nach BottzMann fiir den Molenbruch x; an der Stelle mit dem Po- 


tential ® (isobares-isothermes System vorausgesetzt) : 


peace: 
*;(~) = *;(0) e ae (V1.6) 
Fir das Gleichgewicht I, = 0 hefert uns (VI.3) folgende Differentialgleichung fiir 
den Molenbruch 
_ Di; grad 7; — u,; *;n,;e grad @ = O. (V1.7) 


Integriert man diese fiir den Fall, daB Ds und uw, unabhangig von Molenbruch sind, 
also fiir ideale Mischungen, so erhalt man: 
= Mg pO D UM; 
x;(~) = x; (0) e pas. (VI.8) 


Daraus folgt: 


Im Falle der nicht-idealen Mischungen kann (VI.7) nicht in der angegebenen Form 
integriert werden. Fiir diesen Fall kann man also auch die Beziehung (VI.5) nicht 
aus der Differentialgleichung (VI.7) gewonnen werden. 

Unsere Gl. (VI.2) stellt fiir den Fall grad x,;=0 nichts anderes dar 
als das Oumsche Gesetz. Da jedes Teilchen der 7-ten Ionenart die 
Ladung ,,;e besitzt braucht man (VI.2) nur mit dieser Ladung zu 


1 ErnstE1n, A.: Ann. Physik (4), 17, 549.(1905). 
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multiplizieren und erhalt fiir den Vektor des elektrischen Stroms 


a: 5 (T,p, %;) — et (T,P, 1) + Ny, eP ices 
I; = —Apje at | F- grad D (V1.9) 


und damit fiir die Leitfahigkeit der 7-ten Ionenart 
Hj =U; K; Me; (VI.10) 
oder bei Verwendung von (VI.5) (also im Falle idealer Mischungen) 


D,; 
“= — Xj Mei C*. (VI.10a) 
Gl. (VI.9) die wir anschaulich aus (VI.2) hergeleitet haben, 1aBt sich auch in 
einfacher Weise aus dem Integrabilitatstheorem gewinnen. Wir schreiben fiir den 
Vektor des elektrischen Stroms: 
af £6(T, B, 4) 8 (TPF Na mere ® 
Tie) = —A grad jer é is ; (VI.41) 


Dabei gilt fiir das Gleichungssystem (VI.1, 11) 


G(T. Pd. y + ' (VI.12) 


1=— 
: N,T 


Also liefert das Integrabilitatstheorem 


8 (TP, x) —8F(T, d, D+Npnege® 


RT 
eo, @D Mi; 
sae 
Lo 
&:(T, P, x) —sP(T,p, D+ Nz n,;¢® 
= : ; \ CMiel & a 
a(— PACH he 
N,T 
2,(T, p, x) —et(T, p,1) +N, “ an > 
By Nei me pb Se 1) Lei? ‘ 8 (T, P, 4) ALL Se ab 
ae aks = — Bel = ¢ 


Hie = Hi mete: (VI.13) 
Dies in (VI.8) eingesetzt gibt fiir den Fall grad x;=0 Gl. (VI.9). 

Die Tatsache, daB es uns gelingt, aus der allgemeinen Transport- 
gleichung das OuMsche Gesetz herzuleiten und die Konstante des OHM- 
schen Gesetzes, die spezifische Leitfahigkeit als Funktion der Zustands- 
koordinaten so zu bestimmen, daB das theoretisch geforderte Verhalten 
bei Veranderung der Temperatur und des Druckes dem experimentell 
erschlossenen entspricht, ist eine weitere Bestatigung der , Richtigkeit‘ 
des Zeitaxioms. 


P Wiirde es uns lediglich gelingen, fiir den Vektor des elektrischen 
Stromes einen Ausdruck der Form 


=> 


I: = — x; gradD (V1I.14) 
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herzuleiten, ohne daB iiber x; nahere Aussagen gemacht werden kénnten, 
so wurde dies allein noch nicht fiir das Zeitaxiom sprechen, da jede 
Theorie irreversibler Vorgange in erster Naherung auf diesen Ausdruck 
fiir den Vektor des elektrischen Stromes fithren muB. 

Zur Ableitung der Temperatur- und Druckabhingigkeit der elektri- 
schen Leitfahigkeit brauchen wir nach (VI.10a) nur auf die Formeln 
des §V zuriickzugreifen. 

Fir die Temperaturabhangigkeit erhalten wir nach (V.27) 


2 


dln x; éln Dt; 24. i* (T) — i,;(T) 4#(0) — #;(0) + (c#, — cy,) T ( 


OT oT 7 RT? . Bee at 


VI.15) 


Daraus sieht man, da8 im Grenzfall 1 ,,Aktivierungsfall ((i* (0) — 7; (0)) 
> (c¥;—¢,;)T) Inx; gegen 1/T aufgetragen nahezu eine Gerade ergibt. 

Die Experimente zeigen, daB man bei der Ionenleitung tatsadchlich 
den ,,Aktivierungsfall“ vorliegen hat, da sich die experimentellen Werte 
fir x; durch zweiparametrige Ausdriicke folgender Art wiedergeben 
lassen : 


jig 8 (VI.16) 


Dabei sind x;, und Q, nur wenig temperaturabhangig. Es besteht fol- 
gender Zusammenhang zwischen den experimentellen Parametern und 
den thermodynamischen Funktionen des Normalzustandes und des 
aktiven Zwischenzustandes 


Hig =Apjze *® BO ig ts 0, = 5 (0) = 4: (0)~ . (V1.7) 


Dabei ist in (VI.17) das mittlere elektrische Potential des Systems gleich 
null gesetzt. 
Fir die Druckabhangigkeit von x; erhalt man aus (V. 29) 


a a / oes * 
élnx; _ élnD,; a coal f 


(VI.18) 


opti‘ SD Rr 
Aus (VI.18) sieht man, daB man fiir D;; und %; quantitativ dieselbe Druck- 
abhdngigkeit erhalt. Dies sowie die fast-quantitativ gleiche Temperatur- 
abhangigkeit der beiden Konstanten ist nach §III nicht verwunderlich, 
wenn man bedenkt, daB wir hier den Grenzfall 1 von §IIIc vorliegen 
haben. Die Kopplung ist hier aber noch staérker wie im dortigen Bei- 
spiel, da 


t 5 


as ajed,. (VI.19) 


Dieser enge Zusammenhang zwischen J;,, und J; ist besonders im Falle 
der Druckabhiangigkeit der Diffusion und der Ionenleitung von Bedeutung. 
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Hier sind namlich die Effekte klein. Leitfahigkeitsmessungen sind nun 
mit wesentlich gréBerer Genauigkeit durchftthrbar als reine Diffusions- 
messungen. Die Bestatigung von (VI.18) durch Leitfahigkeitsmessungen 
stellt also gleichzeitig eine Bestatigung der Gl. (V.29) fiir die Druck- 
abhangigkeit der Diffusionskonstanten dar. 

Wenn man annehmen darf, daB v; —v* sowohl wenig druckabhangig 
als auch wenig temperaturabhingig sei, dann ergibt sich aus (VI.18), 
daB In x, gegen den Druck aufgetragen eine Gerade liefert, deren Neigung 
von der Temperatur abhangig ist. Der Einflu8 des Druckes auf die 
elektrolytische Leitfahigkeit ist nach (VI.18) bei héherer Temperatur 
kleiner als bei tieferer. 

Unter den genannten Voraussetzungen kann man (V1.18) integrieren 
und erhalt: 


n Hi(T~) _ MY (VI.20) 
x; (T, 0) RT ‘ 
(1, ?) 
i (Tj, 0) — T, iT 92 
Cr ee ae 
(Ty; 0) 


Auf Grund von Modellbetrachtungen kann man annehmen, daB v*¥> 9;, 
d.h. aber, daB ee <0 und damit, da® die Leitfaihigkeit mit wach- 
(4 


sendem Druck kleiner wird. Die GréBenordnung des Druckeffekts kann 
man abschatzen, wenn man fiir (v;—v*) plausible Annahmen macht. 
Setzt man fiir das Molvolumen der ?-ten Ionenart im Gitter v; » 10 cm* 
und fiir v* einen um 20% héheren Wert, so erhalt man fiir Absolut- 
temperaturen von etwa 500 bis 700° 


: = ew — 10-4cem? kp (V1.22) 
cp 
[vgl. hierzu Gl. (V.30)}. 

Jost und NEHLEP! haben den EinfluB des Druckes auf die elektro- 
lytische Leitfahigkeit bei AgBr und AgCl gemessen. Die Resultate ihrer 
Messungen sind in Fig. 2 und 3 sowie in Tabelle 1 zusammengestellt. 

In Fig. 2 und 3 wiirden sich die Geraden 1 und 2 iiberdecken, da die Neigung der 
beiden Geraden dieselbe ist (vgl. auch Tabelle 1). Gerade 2 ist daher in der Ordi- 
natenrichtung um 0,0025 nach unten verschoben. 

Aus den Figuren ist zu ersehen, daB In x; gegen p aufgetragen, wie 
von (V1.20) gefordert, eine Gerade ergibt. v;—v* ist also innerhalb des 
betrachteten Druckintervalles nicht vom Druck abhangig. Aus der 

+ Jost, W., u. G. Neutep: Z. physik. Chem. B 32, 348 (1936), vgl. auch Jost, W., 


S. MENNENOH u. F. H. MULLER: Z. Naturforsch. 4a, 227 (1949). — Jost, W., u. 
S. MENNENGH: Z, phys. Chem, 196, 189 (1950). 
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Tabelle 1. Abhdangigkeit der Leitfdhigkeit vom Druck. 


é In x; ( qT) Abweichungen des 


ainx, op experimentellen 
Stoff Temperatur Op éln xi (T) Wace Xt 
ep Naherungs- 
- —— gleichung (VI.21) 
cem?/kp exp. | nach (VI.21) berechneten 


ee. 250° C 
AgBr rT = 300°C 1,095 

T, = 300° C — 14,59 
Agtl | 7 ioorc 1,175 Abr 


Tabelle 1 erkennt man, daB durch unsere Abschatzung Vorzeichen und 
GréBenordnung des Druckeffektes richtig herauskommen. 


Dagegen sieht man, daB die 
Voraussetzung, da8 v;—v* von der 


Q03 


02 
Po 
Se 
XX 
2 001 
; 3 a 7 2:70 ay 
Druck \p/om Druck Xp/cm? 
Fig. 2. Anderung der elektrolytischen Leitfahigkeit Fig. 3. Anderung der elektrolytischen Leitfahigkeit 
mit dem Druck. Kurve 7: AgBr 250°C; mit dem Druck. Kurve 7: AgCl 400°C; 
Kurve 2: AgBr 300°C. Kurve 2: AgCl 300°C. 


Temperatur unabhangig sei nicht gerechtfertigt ist, da nach Tabelle 1, 
Spalte 6 gréBere Abweichungen zwischen dem experimentellen Wert von 
é In x;(T)) / é In x; (73) 
op op 
theoretisch berechneten auftreten. 


Es ist aber doch bemerkenswert, daB der Druckeffekt im Falle des AgBr wie 
vorausgesagt mit der Temperatur abnimmt und bei AgCl gleichbleibt, daB also 
keinesfalls eine Zunahme des Druckeffekts mit steigender Temperatur anftiitt. Ein 
solches Temperaturverhalten des Druckeffekts wiirde, wenn man fiir das Tempe- 
raturverhalten von v; — v; plausible Annahmen macht, der Gl. (VI.18) widerspre- 
chen (vgl. auch §§VIII, IX, X). 

Wir haben in §§V, VI gesehen, daB8 die an das Zeitaxiom anschlieBende 
Theorie irreversibler Prozesse im Falle der Diffusion und der Ionen- 
leitung die Druck- und Temperaturabhangigkeit dieser Vorgange richtig 
beschreibt. Auch die GréBenordnung dieser Abhangigkeiten laBt sich 
bei Zugrundelegung unserer Formeln verstehen. 

Im nachsten Paragraphen wollen wir andere Theorien, die sich mit 
diesen Erscheinungen befassen einer kritischen Betrachtung unterzichen. 
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und dem unter der genannten Voraussetzung 
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§ VII. Uber Josts und NEHLEPs halbempirische Theorie 
der Ionenleitfahigkeit in isotropen Festkérpern. 
a) Zur Erklarung der einfachen GesetzmaBigkeit, die durch die zwei- 


parametrigen Ausdriicke 
Qo Qo 


D,=Diyye #7 ; iy 6 RE (VII.1) 
wiedergegeben wird, sind von verschiedenen Autoren’ Modelle vorge- 
schlagen worden, die die folgenden Vorstellungen im groBen und ganzen 
gemeinsam haben: 

Man nimmt an, daB ein gewisser Prozentsatz aller Teilchen im Fest- 
k6rper ,,frei beweglich‘‘ sei und fordert fiir diese einen Wanderungs- 
mechanismus, der dem der elementaren kinetischen Gastheorie entspricht. 

Fiir den Anteil der ,,frei beweglichen“‘ Teilchen ergibt sich also ein 


Exponentialausdruck 
Qo 


e RT, (VII.2) 


in dem sich Q, (je nach der zugrunde gelegten Vorstellung tiber die Fehl- 
ordnung) aus zwei Summanden, Q,, (der mit der Fehlordnungsenergie 
zusammenhiangt) und Q,, (Hohe der Energieschwelle, die die fehlgeord- 
neten Teilchen bei der Wanderung zu tiberwinden haben) zusammensetzt. 

Auf Grund der Vorstellung iiber den Wanderungsmechanismus der 
» frei beweglichen Teilchen“ erhalt man fiir Dio 

cy 
Deo = ye > (VII.3) 

wobei A die ,,mittlere freie Weglainge‘‘, w die ,,thermische Geschwindig- 
keit‘‘ der ,,freien Teilchen‘’ bedeutet. 

Beachtet man, daB A von der GréBenordnung der Gitterdimensionen d sein 
mu und schreibt man fiir die thermische Geschwindigkeit 

w—>dy (vy = Grenzfrequenz der Gitterschwingungen) 

so erhalt man die DusHMAN-LANGMUIRSche Formel 


Dey oe =”. (VIL.4) 


Aus (VII.2, 3) erhalt man also folgenden Ausdruck fiir die Diffusions- 


konstante 
ers 


+ Aw — 
D, & = e RT, (VIL.5) 
der formal mit (VII.1) iibereinstimmt. 


? Braune, H.; Z. physik. Chem. 110, 147 (1924). — BRAUNBEK, W.: Z. Physik 
44, 648 (1927). — FRENKEL, I.: Z. Physik 35, 652 (1926). — DusHMAN, S., u. 
I. Lancmuir: Phys. Rev. 20, 113 (1922) (Notiz). — Lanomutr, I.: Phys. Rev. 
22, 357 (1923). — Lrempr, J. A. M. van: Z. anorg. allg. Chem. 195, 366 (1931). — 
Rec. trav. chim. Pays-Bas 51, 114 (1932); 57, 894 (1938). 
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Uber die GréBe von Q, liefert das Modell keine bestimmten Aussagen, 
dagegen ist durch (VI.3 baw. 4) die GréBenordnung von D\, festgelegt. 
Mit d=3-10-8cm, und w=5- 104 cm/sec erhalt man 


Dzo = 5 +1074 cm? sec. 


Auf Grund der Ernsternschen Beziehung (VI.5) «= Pe und (VI.10) 


erhalt man fiir x ia 
Qo 
an ew 
R= 8, XT 6 ar (VIT.6) 
% =10—100Q1%cm?. (VII.7) 


Wiirde das beschriebene Modell der Wirklichkeit entsprechen, dann 
miiBten die Konstanten D,, und x, der verschiedensten Systeme gréBen- 
ordnungsmaBig gleich sein, die individuellen Verschiedenheiten der 
Systeme diirften sich also lediglich innerhalb der durch 


D,9  10-* cm? sec}; % e100%cm? 


ausgezeichneten GroéBenordnung bemerkbar machen. 

Eine Durchsicht der experimentellen Werte fiir D,) und x, lehrt, 
daB in der Natur die Modellwerte fiir D’,, und x, keineswegs ausgezeichnet 
sind. Es gibt sowohl Werte, die um GréBenordnungen kleiner, wie 
solche, die um Gré8enordnungen gr6Ber sind. 

Wahrend eine Unterschreitung der Modellwerte von der Theorie 
qualitativ noch einigermaBen zwanglos erklart werden kann, ist eine 
Uberschreitung auf Grund der Theorie absolut unverstandlich. 


b) Die Diskrepanz zwischen Experiment und Theorie beheben Jost 
und NEHLEP durch folgende halbempirische Korrektur der Theorie!. Sie 
nehmen an, daB nicht die temperaturunabhangige GréBe Q, die den 
Bruchteil der ,,freien Teilchen‘‘ bestimmende ,,Energie“ sei, sondern 
die temperaturabhangige GroBe 


Q=Q(1—AT). (VII.8) 
Damit erhalten sie aus (VII.5, 6) 
BO, Ov ONG; 
Pe neg eg RU ie Ate RT (VII.9) 
2: 
BQ. Qc Qo 

ie lame. ge AGF ee Real fp OR Ate RP ; 
%= 0, 4 Ee e =, 4 A é (VII.10) 


Die Einfithrung von (VII.8) machen Jost und NEHLEP dadurch plausibel, 
daB sie eine Veranderung von Q mit den Gitterdimensionen annehmen. 


1 Jost, W.: J. Chem. Physics 1, 466 (1933). — Z. physik. Chem. Abt. A 169, 
129 (1934). — Jost, W., u. G. NEHLEP: l.c. 
32* 


484 HeEtMutT G. REIK: 


Da eine solche durch Temperaturerhéhung bewirkt wird, schreiben sie 


i po tt 
oQ or a3 oQ Or’ 
= Ose | OC aT wi Oot (52 or)T. (VII.11) 
0 
Daraus folgt fiir den Korrekturfaktor 
jee 2s) 
fnAt en ASE, (VII.12) 


Durch Einfiihrung der halbempirischen Korrektur (VII.8) sind natiirlich 
alle experimentellen Werte von D,, und x, erklarbar geworden. 

Auf Grund der gebrachten Plausibilitatsbetrachtungen folgern JOsT 
und NEHLEP, daB, da die Gitterdimensionen nicht nur durch Verande- 
rung der Temperatur, sondern auch durch Anwendung von Druck be- 
einfluBt werden kénnen, auch der Druck von Einflu8 auf die Diffusions- 
konstante und die elektrische Leitfahigkeit sein miisse. Aus (VII.9, 10) 
folgt 
Aw 


(es Gey aes , aver pee r 
InD, = re In = In x = i Inn, ¢x a5» (VII.13) 
émmD, _ @lnx _ 1 aQ 4 
= 5 rae ae (VII.14a) 
er 
i. -0@ or 1 x Op y 
RT ar @p 7 ind a (VII.14b) 
eT 
: ae Sen fih, or ce ts ee 
oder mit x > Op” Oe 
éln D’ B 
Po ae. ae Tes * r 
op Tae “3 InA*. (VII.15) 
Bestimmt man A* durch 
yg Ss asa (VIT.A6 
nie x Aw 10) 


und setzt man in (VII.15) die experimentellen Werte fiir « und y ein, 
so erhalt man folgende Abschatzung fiir den EinfluB des Drucks auf die 
elektrische Leitfahigkeit bei AgCl und AgBr: 
éeln D, @lnx 
op ap 
Die so abgeschatzte GréBenordnung ist identisch mit der aus der Zeit- 


axiomsformel (VI.18, 22) gewonnenen und stimmt mit den MeBergeb- 
nissen tiberein ! 


= 10-*cm*/kp. (VII.17) 


Ks soll besonders darauf hingewiesen werden, daB Jost und NEeutep in (VII.15) 
dieselbe Temperaturabhangigkeit des Druckeffekts erhalten wie wir in (VI.18) 
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Wie man aus (VII.15) sieht, ist fiir den Fall, daB der aus den Experimenten 
gewonnene Wert der Konstanten Dio bzw. m) mit dem Modellwert iibereinstimmt 
(A*=1) keine Druckabhangigkeit zu erwarten, fiir den Fall 4* <1 wird der 
Druckeffekt positiv. 

c) Wie aus dem vorhergehenden Abschnitt b und den Gin. (V.26, 29), 
(VI.17, 18) hervorgeht, liefert die Jostsche Theorie fiir die Druck- und 
Temperaturabhangigkeit der Diffusionskonstanten und der elektro- 
lytischen Leitfahigkeit dieselben Ergebnisse wie die Zeitaxiomstheorie. 
Wir wollen im folgenden untersuchen, woher das kommt, mit anderen 
Worten, wie diese beiden Theorien zusammenhangen. 

Zunachst ist festzustellen, daB die Gln. (VII.5, 6) von denen die 
Jostsche Theorie ihren Ausgang nimmt, im Sinne des Zeitaxioms un- 
vollstandig sind. Die Behauptung, daB der Bruchteil der freien Teilchen 
durch eine temperaturunabhiangige ,,EnergiegréBe‘ Q, bestimmt werde, 
ist gleichbedeutend mit der Aussage, daB die ,,freien Teilchen“ (in der 
Zeitaxiomstheorie die ,,aktiven Zwischenzustande“) lediglich ,,Anre- 
gungszustande“ des Gitters (etwa in der Art der DEByYEschen Gitter- 
schwingungen) seien. Das Zeitaxiom behauptet dagegen, daB der aktive 
Zwischenzustand kein Anregungszustand in diesem Sinne sei, sondern 
ein durch eigene thermodynamische Funktionen 7*(T) und s*(T) 
charakterisiertes Individuum. (Man kann den aktiven Zwischenzustand 
etwa als einen Fehlordnungszustand im Sinne der Theorie von SCHOTTKY- 
WAGNER auffassen, allerdings ist zu beachten, daB der aktive Zwischen- 
zustand einen instabilen Freiheitsgrad besitzt.) 

Die Jostsche Korrektur (VII.8) tragt nun gerade dieser Behauptung 
Rechnung. In (VII.8) stellt die GréBe BQ, im wesentlichen eine Differenz 
zweier Entropien dar, wahrend Q,im wesentlichen mit der entsprechenden 
Enthalpiedifferenz identisch ist. (Aus diesem Grund wurde bis Jetzt 
der Ausdruck Energie, sofern er sich auf die Q’s bezog in Anfithrungs- 
zeichen gesetzt.) 

Fiir Q und £Q, mu8 man also im Sinne des Zeitaxioms schreiben: 


Q T) — i(T) —T(s*(T,p,1) —s(T,p,9)] + RTIn=* 
i 


= i*( 
apeeapeated (VII.18) 
+ {[c¥ — c,] — [s*(T, 2,1) —s(T,f, x)] + Rin 2H T. 


aoe 31\. 
BQo= — {lef — op] —Is* (T,6,4) —s(T,2, 2] + Rn ue (VII.19) 


Die durch die Jostsche Korrektur aus den unvollstandigen Gln. (VIL, 6) 
hervorgegangenen Formeln (VII.9, 10) sind also vollstandig im Sinne 
des Zeitaxioms. Dies ist der Grund, warum die Zeitaxiomstheorie und 
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die halbempirische Theorie von Jost zu denselben richtigen Ergebnissen 
fiihren. 
Die Gleichheit der Ergebnisse ist besonders gut zu erkennen, wenn man 
die Jostsche Zwischenformel (VII.14a) vermittels (VII.18) umschreibt. 
Da 


wi at amt 
ép “Op 
erhalt man: 
dln Dy JS 2s pane 
Op < ép rye 7) 


Diese Gleichung ist mit der Zeitaxiomsgleichung (VI.18) identisch. 
Wenn A*=1 wird der Druckeffekt nach (VII.15) gleich null. 


—+— 3h 
A*=1 bedeutet BQ. =— {Tegel — (8° (7, B. 1) — IT, p, + RIN“ \— 0. 


Damit erhalt man aus (V.24) 


(=°)- (Sat oe ) 


élnD, dmx, \ & 
op -téiOH RT 
Da 
8i(0) ' @i* (0) 
aaa ee OP —> 
( Dhak t vale Seas 


liefert auch das Zeitaxiom fiir diesen Fall einen verschwindenden Druckeffekt. 


Trotz der Tatsache, daB die Zeitaxiomstheorie und die JostTsche 
Theorie dieselben Ergebnisse liefern, miissen wir der Zeitaxiomstheorie 
aus prinzipiellen Griinden den Vorzug geben. Die Zeitaxiomstheorie ist 
in sich abgeschlossen. Sie liefert aus sich selbst heraus die Formeln 
fiir die Druck- und Temperaturabhangigkeit der Diffusionskonstanten 
und der elektrolytischen Leitfahigkeit. 

Demgegentiber stellt die Jostsche Theorie eine halbempirische 
Korrektur eines Modells dar. Dieser halbempirischen Korrektur haften 
aber selbst wieder modellmaBige Vorstellungen an. 

Zur Erklarung der Temperaturabhangigkeit von Q wird die Voraus- 
setzung gemacht, daB die Aktivierungsschwelle von den Gitterdimen- 
sionen abhange, eine zwar durchaus verniinftige, aber im Sinne des 
Zeitaxioms durchaus nicht notwendige Modellvorstellung. 

AuBerdem kommt in der Arbeit von Jost und NEHLEP nicht zum 
Ausdruck, daB die GréBe Qo eine Enthalpiegrife ist, und daB bei der 
Einfiihrung der halbempirischen Korrektur der notwendige Ubergang 
von der Enthalpie Qy zur freien Enthalpie Q vorgenommen wurde}, 

Man kann den Zusammenhang zwischen der Theorie von Jost und 
NEHLEP und der unsrigen wohl am besten dadurch ausdriicken, wenn 


* Vgl. hierzu aber die FuBnote S.149 von W. Jost: Diffusion in Solids, 
Liquids, Gases. New York 1952. 
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man sagt, daB die halbempirische Theorie durch das Zeitaxiom eine 
begriffliche Klarung und eine einfache theoretische Begriindung er- 
fahren hat. 


§ VIII. Metallische Elektrizitatsleitung. 
Druck- und Temperaturabhangigkeit. 


Wir haben uns in §VI mit der durch Ionen bewirkten Elektrizitits- 
leitung beschaftigt. In diesem Paragraphen wenden wir uns der metalli- 
schen, d.h. durch Elektronen besorgten Elektrizitatsleitung zu. 

Wir gehen aus von der Transportgleichung, die wir in ihrer allge- 
meinsten Form (IV.1) anschreiben: 


(aa), ~ (aa) 


I=-—gradfe PR = — grad G, (VIIT.1) 


> 


Da wir es mit dem Transport elektrisch geladener Teilchen in einem 
elektrischen Feld zu tun haben und das betrachtete Transportsystem 
isotherm und isobar ist, schreiben wir (VIII.1) in eine GI. (II.17) ent- 


sprechende Form um; da ,=—1 erhalt man also fiir den Strom der 
Elektronen: 
= g(7,p, x)—8* (T,~,1)—Nare® 
I = — grad pe ns 
(T,b.x)—e(T PN Nee® (yt) 
= RT re 
=e ai grad@. 


Da jedes Elektron ein elektrisches Elementarquantum —e mit sich 
fiihrt, ergibt sich also fiir den Vektor des elektrischen Stroms 


=> 2(T,p, x)—g*(T,p,1)—Npe® 


(ja RT (. gtad® = —xgrad@. (VIL) 


Gl. (VIII.3) stellt dabei nichts anderes dar als das OuMsche Gesetz. 
Fiir « wollen wir im folgenden annehmen, da8 diese Funktion nicht 
von der Temperatur abhange, also etwa durch einen Ausdruck der Form 


Ja kTe 
B=C rz 


(7, = Entartungstemperatur des FERMI-Gases) 
gegeben sei. : 
Aus (VIII.3) ergibt sich fiir x (wenn man das mittlere elektrische 


Potential im System gleich null setzt) 


Cy—e a 
x—=jie RT ane eP R FF: (VIII.4) 


i(0)—i*(0) .—— 1 __ s8(T,p, x) —s*(T,,1) 


Da man den Grenzfall 2 von §V vorliegen hat, also 


i(0) — i* (0) +0 (VIIL.5) 
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erhalt man: 


ame RS Se ae (VIII.6) 
= be oe : 
Da (c,—c#), s(T, p, x) und s*(T, p, 1) wenig temperaturabhangig sein 
werden, kann man erwarten, daB in erster Naherung der spezifische 
Widerstand 9 = 1/x proportional T ist. Tatsachlich ergeben die Experi- 
mente, daB sich der spezifische Widerstand einer Reihe von Metallen 
bei nicht zu tiefen Temperaturen (bei denen die Temperaturabhangigkeit 
von ¢,, c¥, s(T, p, x), s*(T, p, 1) mit beriicksichtigt werden muB) linear 
mit 7 verandert. 
Schreibt man (VIII.6) auf den spezifischen Widerstand um 


ea hg SITS (T PD 
: Fe ee z ‘I T,  (VIIL.6a) 
é 


so erkennt man, da® die Zunahme des spezifischen Widerstandes mit der Tem- 
peratur je nach den individuellen Eigenschaften des betrachteten Metalls eine 
verschiedene ist. 

Man spaltet das individuell verschiedene Steigungsma8 auf in ein Produkt 
st.2.9—- "C8 


ee 
(c®#—¢) —_ a 
_ R Soa (VIII.7) 
tt “> ic) 
wobei @ eine ,,charakteristische Temperatur’‘ die der DeByEschen nahezu gleich 
ist, 0(@) der spezifische Widerstand bei dieser Temperatur. Damit erhalt man 
statt (VIII.6a) 


Se -o- (VIII.6b) 


Diese Gleichung stellt eine universelle Beziehung fiir das Leitfahigkeits-Temperatur- 
verhalten dar. 

Wir wollen das Gesetz fiir die Veranderung der elektrischen Leitfahigkeit mit 
der Temperatur noch in differentieller Form anschreiben. Dazu logarithmieren wir 
(VIII.4) und differenzieren nach der Temperatur. Man erhalt: 


élnx | i* (0) — (0) + (cp —c,) T { 


a aA oe (VIII.8) 


Dieses Gesetz hat dieselbe Form wie die Gesetze fiir das Temperaturverhalten der 
Diffusionskonstante (V.27) und der Ionenleitfahigkeit (V1.15). Da trotzdem das 
Temperaturverhalten von Diffusionskonstanten und Ionenleitfahigkeit einerseits 
und metallischer Leitfaihigkeit andererseits ganz verschieden ist, beruht lediglich 
darauf, daB wir bei den ersteren einen ,,Aktivierungsmechanismus", (Grenzfall 4 
von §V) im letzteren Fall den Grenzfall 2 von §V vorliegen haben. Beachtet man 
namlich, da®B fiir den Fall der metallischen Leitfahigkeit 


i* (0) —1(0) +0, 
so erhalt man aus (VIII.8) 


elnx | (c§—c)—R 
aT 2 (VIII.9) 
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Gl. (VIII.9) macht dieselbe Aussage iiber die Veranderung der metallischen Leit- 
fahigkeit wie (VIII.6). 


Um das Gesetz fiir die Abhangigkeit der metallischen Leitfahigkeit 
vom Druck zu finden, logarithmieren wir wieder (VIII.4) und differen- 
zieren nach dem Druck. Man erhilt: 


éln tise f= 9*) 


ee: (VIIT.10) 


Integrieren wir (VIII.10) unter der Annahme, daB die Differenz (v — v*) 
weder vom Druck, noch von der Temperatur abhiangig sei, so erhalten wir: 


“(T,p) _— (v—v* Sahl 


ae 
eee Gan aT bail * (lat) = e(T, Ole FF” (VUTA4) 


Diese Gleichung 1a8t uns erwarten, daB In x(T, p) gegen p aufgetragen 
eine Gerade ergibt. Die Neigung der Geraden ist einmal abhangig von 
der im Zahler stehenden Differenz, zum anderen aber auch von der im 
Nenner stehenden Absoluttemperatur. Vergleichen wir zwei Kurven 
(VIII.11), die fiir dasselbe Metall [selbes (v —v*)] aber fiir verschiedene 
Temperaturen aufgenommen wurden, so laBt uns (VIII.11) erwarten, 
daB die Neigung der Kurven mit wachsender Temperatur kleiner wird, 
mit anderen Worten, daB der Druckeffekt mit wachsender Temperatur 
kleiner wird. Fiir das Verhaltnis der Neigungen bei verschiedenen Tem- 
peraturen liefert uns (VIII.11) 


in “Ev P) 
Ae, 0) TT (VIII.12) 
= %(T}, P) qT, 

% (T,,:0) 


Nun werden die Voraussetzungen, die zu (VIII.11, 12) fiihrten, sicher 
nicht exakt zutreffen. Man darf erwarten, daB wenn man den Druck 
um einige tausend Atmospharen variiert, die Differenz (v—v*) nicht 
im ganzen Druckbereich konstant bleibt. Sie wird ohne Zweifel mit 
wachsendem Druck kleiner werden. Dies wiirde sich darin auBern, daB 
die Kurven In x(T, p) gegen # nicht mehr exakte Gerade werden, son- 
dern mit wachsendem Druck schwach gegen die Abszissenachse durch- 
biegen. Des ferneren wird die Differenz (v —v*) nicht vollkommen un- 
abhingig von der Temperatur sein. Das wiirde bedeuten, daB (VIII.12) 
nur eine angendherte, keine exakte Giiltigkeit fiir sich in Anspruch 
nehmen kann. Man wird also ohne Zweifel erwarten diirfen, daB zwar 
der Druckeffekt mit wachsender Temperatur abnimmt, daB jedoch Ab- 
weichungen von dem durch (VIII.12) geforderten Verhaltnis der Ab- 
nahme auftreten konnen. 
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In den Fig. 4, 5 und 6 haben wir die Veranderung der elektrischen Leit- 
fahigkeit mit dem Druck nach Messungen von BriDGMAN! wiedergegeben. 
Wenn man bedenkt, daB in den 
Figuren Messungen bis 12000 Atm dar- 
gestellt sind, kann man sagen, daB die 
Voraussetzung, die Differenz (v — v*) sei 
vom Druck nicht abhangig, in Bereichen 
von etwa 1000 Atm durchaus zutrifft. 
In gréBeren Bereichen ist dies nicht 
mehr der Fall, da sich dann die geringe 
Druckveranderlichkeit der Differenz 
infolge der GréBe des Druckintervalles 
doch bemerkbar macht. Dadurch 
Druck kp/em? = Kommt die oben erwadhnte, aus den 

Fig. 4. Abhangigkeit der spezifischen Leit- Figuren zu ersehende schwache Kriim- 
weet c, oNa, fet iworc, 3K fet, oc, mung der Geraden zur Abszissenachse 

zustande. 

Es ist bemerkenswert, daB das Umbiegen zur Abszissenachse bei 
den kompressiblen Alkalimetallen Na und K [bei denen sich die Differenz 
(v—v*) als starker druckabhangig erweist] wesentlich ausgesprochener 
ist, als bei dem weniger kompres- 
siblen Erdalkalimetall Sr. Bei dem 
sehr wenig kompressiblen schwarzen 


Vig. 5. Abhingigkeit der spezifischen Leitfahigkeit Fig.6. Abhangigkeit der spezifischen Leitfahigkeit 
vom Druck nach BripGMan. 4 K, fest 30°C; 6 K, vom Druck nach BripGMan. 9 P, schwarz 0°C 
fest 60°C; 7 Sr O° C; 8 Sr 100°C. 10 P, schwarz 50°C; 11 P, schwarz 100°C, 


Phosphor ist auch im Bereich von 12000 Atm kein Umbiegen der 
Geraden zur Abszissenachse hin festzustellen, 

Zum EinfluB der Temperatur auf den Druckeffekt ist folgendes zu 
bemerken: Die Neigung der Kurven 1 und 2 (Na) ist praktisch dieselbe. 


1 BRIDGMAN, P. W.: The Physics of High Pressure. London 1949. 


Die Thermodynamik irreversibler Prozesse. IT. 491 


Dasselbe trifft auf die Kurven 5 und 6 (K) zu. Hier verindert sich also 
die Differenz (v—v*) wie die Temperatur T selbst. Die Kurve 7 ist 
deutlich starker geneigt wie die Kurve 8 (Sr). Die Kurve 9 ist starker 
geneigt wie die Kurve 10, diese wieder starker wie die Kurve 11. Auch 
das 1aBt sich leicht verstehen. Die Temperaturabhingigkeit der Differenz 
muB naturgemaB bei den Alkalimetallen Na und K gréBer sein also bei 
Sr oder gar beim schwarzen Phosphor. Quantitative Angaben finden 
sich in Tabelle 2. 


Tabelle 2. Abhdngigheit der metallischen Leitfahigkeit vom Druck. 


é In x;,(T)) 


Abweichungen des 


a tek ep experimentellen 
eal Stoff Temperatur é In x (T,) Wertes von dem 
Nr. Tio mit Naherungs- 


gleichung (VIII.12) 
berechneten 


experimentell | nach Gl. (VIII.12) 


1 sis —o°c 

2 T, = 80°C } — 22,5% 
5 T, = 30°C a 
6 T, = 60° C 

7 T=oc | 

8 T, = 100°C if — 14% 
9 Te oer ‘ 
10 {schwarz} 7,=507C . bf = 0.7% 
9 =e 
11 T, = 100° C \ — 14% 
10 t= so C ) 
11 T, = 100°C |f — 4% 


BRIDGMAN gibt in seinen Arbeiten die Veranderung des Widerstandes, nicht 
die der spezifischen Leitfahigkeiten mit dem Druck an. Folgende Formel dient 
zur Umrechnung seiner Daten auf die spezifischen Leitfahigkeiten: 


R 1 Av x. 
P| cs p 
eR Tt zie(1+ my hagas | (VIII.13) 


R = Widerstand; Av/v, = relative Volumenanderung unter Druck. | 


Die Werte fiir A v/v, bei den einzelnen Drucken berechnet man unter Verwendung 
der von BRIDGMAN angegebenen Ausdriicke 


AP ap + 0'p (VILL.14) 
0 
Folgende Angaben vermitteln einen Eindruck von der Gréfe der Korrektur. 
Man sieht aus Tabelle 3, daB die Korrektur an der GréBe des Effekts kaum 
etwas andert. Das heiBt, die Messungen BripGMans iiber die Veranderung des 
Widerstandes mit dem Druck geben (in Form der Fig. 4, 5, 6) den experimentellen 
Beweis fiir den vom Zeitaxiom geforderten spezifischen EinfluB des Druckes auf 
die spezifische elektrische Leitfahigkeit. Sie sind also nicht einfach durch die 
Kompressibilitat der betrachteten Proben zu erklaren. 
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Tabelle 3. 3 weet 
Umrechung der BripGMANschen Widerstandsdaten auf spezifische Leitfahigheiten. 


Na 30°C 


P schwarz 30°C 


Ry Rp | He 
Rp 3 = 
0,7924 | 0,7775 er) 0,9947 
0,6658 | 0,6364 |0,99189 | 0,9897 
0,5854 00,5553 |0,98841 0,9859 


0,3720 | 0,3708 
0,1079 0,1073 
0,0297 0,0295 


4000 
8000 
12000 


Hy22207 1 
1,4916 | 1,4605 
4,8160 | 1,761 


In unseren Fig. 4, 5 und 6 haben wir nur das Leitfahigkeits-Druck- 
verhalten von metallischen Leitern aufgezeichnet, bei denen der Druck- 
effekt groB ist. 

Gl. (VIII.11) 1aBt uns erwarten, daB sich bei Metallen mit kleinem 
Druckeffekt das Leitfahigkeits-Druckverhalten durch einen linearen 
Ansatz wiedergeben ]48t. Entwickeln wir namlich x(T, #) und brechen 
nach dem ersten Glied ab, so erhalten wir 

2(T, p) =x(T, 0) {1 + (23 jo}. (VIII.15) 
Bei der Durchsicht der BripGMANschen Daten stellt man fest, daB 
lineare Ausdriicke fiir die Veranderung der Leitfahigkeit mit dem Druck 
nur fiir die Metalle mit dem kleinsten Druckeffekt anwendbar sind, wie 
es die Zeitaxiomsformel (VIII.15) erwarten 1aBt. 


Bei etwas gréBerem Effekt erhalt man noch eine zutreffende Be- 
schreibung der experimentellen Daten durch quadratische Ausdriicke: 


x(T,p) =x(T,0) {1+ ap+ op. (VIII.16) 


Entwickelt man (VIII.11) und bricht erst nach dem quadratischen Glied 
ab, so erhalt man: 


x(T, p) =x(T,0) {1 + (*S")p+ > eae (VIII.17) 


Diese Gleichung laBt uns erwarten, daB der Zahlenwert von 6 in (VIII.16) 
in der GréBenordnung des Quadrats des Zahlenwertes von a liegt. Dies 
ist tatsaéchlich der Fall und stellt eine weitere Bestatigung der aus dem 
Zeitaxiom gewonnenen Gl. (VIII.11) dar. 

Es ist noch wichtig auf folgendes hinzuweisen: 


Tragt man den spezifischen Widerstand gegen den Druck auf, so 
erhalt man nach (VIII.10, 11) Exponentialfunktionen und zwar stei- 
gende fiir v—v* <0, fallende fiir v—v*>0. Fir positive und negative 
Widerstandsinderung gilt also das gleiche Gesetz, das Verhalten im 


Einzelfalle (ob positiv, ob negativ) hangt von den individuellen Werten 
von v—v* ab. 


Die Thermodynamik irreversibler Prozesse. II. 493 


BRIDGMAN fand nun bei seinen Messungen iiber das Widerstands- 
Druckverhalten zunachst fallende Kurven und damit eine Abnahme des 
relativen Druckeffekts bei hGheren Drucken. Bei Metallen mit positiver 
Widerstandsanderung erwartete er zunichst auch eine Abnahme des 
relativen Druckeffekts mit héheren Drucken, also ein Verhalten, das 
z.B. durch eine Gleichung 


o(T,p) = e(T,0) +C,(4 — ee?) (VIII.18) 
beschrieben werden kénnte. 

BRIDGMAN fand jedoch, daB bei positiver Widerstandsanderung 0 
gegen # aufgetragen, nicht eine Kurve ergibt, die sich [etwa nach 
(VIII.18)}] mit héheren Drucken zur Abszissenachse biegt, sondern eine 
Kurve, die entsprechend (VIII.11) zur Ordinatenachse umgebogen ist. 
Dies stellt eine weitere Bestatigung des Zeitaxioms dar. 


Karlsruhe, Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hoch- 
schule. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 494—502 (1954). 


Eine Impulsapparatur zur Messung der Absorption 
und der Phasengeschwindigkeit 
von Ultraschallwellen in Fliissigkeiten. 
Messungen an fliissigem Naphthalin. 


Von 
GUNTER BuscH und WILHELM MAIER. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 25. Januar 1954.) 


Es wird eine Impulsapparatur zur Messung der Absorptionskonstanten 2% und der 

Schallgeschwindigkeit v von Ultraschall in Fliissigkeiten bei Temperaturen von 

0° bis etwa 150°C beschrieben. Durch Anwendung eines interferometrischen 

Verfahrens kénnen die Schallgeschwindigkeiten mit einer Genauigkeit von 0,1°/o9 

gemessen werden. AuSerdem wird tiber Messungen von « und v bei 12 MHz an 
Naphthalin im Bereich von 83 bis 120° C berichtet. 


In der Absicht, die Absorptionskonstante 2«! und die Geschwindig- 
keit v von Ultraschall an magnetisch orientierten kristallin-fliissigen 
Phasen zu messen, haben wir eine Impulsapparatur gebaut, mit der « 
mit einer Genauigkeit von 1% und besser und v mit einer Genauigkeit 
von 0,1°/9) bei Temperaturen von 0 bis 130° C bestimmt werden kénnen. 
Weil das hierbei zur Schallgeschwindigkeitsmessung benutzte Verfahren 
in der einschlagigen Literatur noch nirgends ausfiihrlich beschrieben 
worden ist und weil unsere Apparatur sich auch noch in einigen anderen 
Punkten von den bisher bekannt gewordenen Geraten dieser Art unter- 
scheidet und sich gut bewahrt hat, hielten wir es fiir wiinschenswert, 
eine kurzgefaBte Beschreibung derselben zu veréffentlichen. 


I. MeBmethoden. 


Die A bsorptionsmessungen erfolgen im wesentlichen nach dem schon 
von PELLAM und GALT [7] beschriebenen Verfahren. Im Blockdiagramm 
der Fig. 1 wird dabei in Stellung 1 gearbeitet. Ein vom Wechselstromnetz 
gesteuertes Thyratron liefert in jeder positiven Halbwelle der Wechsel- 
spannung einen Ausléseimpuls. Dieser setzt einerseits die Zeitablenkung 
des Oszillographen in Gang und lauft andrerseits iiber ein regelbares 
Verzogerungsglied zum eigentlichen Impulsgeber. Letzterer erzeugt 
rechteckige Gleichspannungsimpulse von einer Dauer, die zwischen 


1 ist definiert durch das fiir die Schallwechseldruckamplitude p formulierte 
Absorptionsgesetz p = py - e~** und ist identisch mit der in der einschlagigen Lite- 
ratur meist als Absorptionskoeffizient bezeichneten GréBe. 
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1ysec und 15 usec einstellbar ist. Im allgemeinen wird mit 1-psec- 
Impulsen gearbeitet. Mit diesen wird ein HF-Sender getastet und liefert 
damit 50 HF-Impulse pro Sekunde, die nun iiber ein sorgfaltig abge- 
stimmtes Anpassungsglied auf den Sendequarz gegeben werden. Der von 
diesem ausgehende Ultraschallwellenzug trifft nach Durchlaufen der Ab- 
sorptionsstrecke auf den Empfangsquarz, von welchem er wieder als elek- 
trischer Impuls tiber ein weiteres Anpassungselement und ein geeichtes 
Dampfungsglied in den Empfanger geleitet wird. Dort wird er verstarkt, 


Empfan 


s- 
verirler 


Lmptangs-u.Sende-Quarz 


Fig. 1. Blockdiagramm der Gesamtapparatur. 


gleichgerichtet und schlieBlich als Gleichspannungsimpuls auf die Ver- 
tikalablenkungsplatten des Oszillographen gegeben. 

Der MeBvorgang besteht im wesentlichen darin, daB der Sendequarz 
um eine genau gemessene Strecke Ax verschoben wird und die dabei 
eingetretene Anderung Ab der akustischen Dampfung 6 mittels des elek- 
trischen Dampfungsgliedes kompensiert wird, so daB das Impulsbild auf 
dem Oszillographenschirm immer dieselbe, durch zwei Marken vor- 
gegebene Héhe hat. Indem man auf diese Weise eine Strecke von einigen 
Zentimetern in A x-Schritten von 2 mm durchmiBt, erhalt man geniigend 
Werte fiir eine wirksame Interpolation und berechnet « nach 


a = 2,303 _— —0,1154 o (a in cm, x in cm). 


Als MaB fiir die Dampfung ist hierbei die GroBe b = 20 - log s benutzt, 


weil die kauflichen elektrischen Dampfungsglieder in dieser Weise ge- 
eicht sind. 
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Fiir Schallgeschwindigkeitsmessungen wird die Apparatur in Stellung 2 
benutzt (Fig. 1). In diesem Falle ist also ein kontinuierlich schwingender 
HEF-Oszillator vorhanden, von welchem eine kleine geeignet dosierbare 
Teilspannung dem Empfanger unmittelbar zugeftihrt wird, wahrend der 
Hauptteil auf eine vom Impulsgeber gesteuerte Sperrstufe geleitet wird, 
die nur wihrend der Dauer des Impulsgeber-Rechteckimpulses gedffnet 
ist. Am Empfangereingang interferiert der vom Empfangsquarz kom- 
mende HF-Impuls mit der dort eingekoppelten kontinuierlichen HF, da 
die beiden ja kohdrent sind. Andert man die Laufzeit des Ultraschall- 
impulses durch Verschieben des Sendequarzes, so andert man damit die 
Phasenlage des HF-Impulses gegeniiber der kontinuierlichen HF; das 
auf dem Oszillographenschirm sichtbare Impulsbild durchlauft also ab- 
wechselnd Maxima und Minima seiner Hohe. Es ist zweckmabBig, die 
eingekoppelte HF-Spannung so zu dosieren, daB die Héhe des Impuls- 
bildes an den Stellen der Minima gerade Null wird. AuBerdem wird die 
Amplitude des am Verstarkereingang ankommenden Empfangsimpulses 
mit Hilfe des elektrischen Dampfungsgliedes konstant gehalten. Man 
durchfahrt eine gr6éBere Zahl m solcher Minima und erhalt die Schall- 


Ax 


wellenlange in der Fliissigkeit zu A= = Die zur Berechnung der 


Geschwindigkeit benétigte Frequenz ist ohne Schwierigkeit mit weitaus 
geniigender Genauigkeit zu messen. 


II. Einzelheiten der Apparatur. 

Der (negative) Ausléseimpuls hat eme Hohe von etwa 15 V und eine 
Lange von etwa 8 usec. 

Das Verzégerungsglied erméglicht es, das Impulsbild immer auf der- 
selben Stelle (in der Mitte des Oszillographenschirms) zu halten, was zur 
Erzielung einer guten MeBgenauigkeit durchaus wesentlich ist. Die hier- 
zu benétigte Impulsverschiebung wird zweckmaBigerweise schon bei dem 
zum Impulsgeber laufenden Ausléseimpuls vorgenommen, weil damit 
jeder EinfluB des Verzégerungsgliedes auf Héhe und Dauer des MeB- 
impulses vermieden ist. Unser Verzégerungsglied besteht aus einer 
Univibratorstufe (6 SN 7), die einen negativen Rechteckimpuls liefert, 
dessen Dauer zwischen 10°*sec und 10-5 sec kontinuierlich geregelt 
werden kann. Dieser Impuls wird anschlieBend differenziert, so daB man 
einen negativen und einen positiven Impuls von jeweils einigen usec 
Dauer erhalt, Der zweite derselben ist also gegeniiber dem urspriing- 
lichen Ausléseimpuls um die zwischen 1074sec und 107-5 sec regelbare 
Zeitspanne verschoben. Er wird verstarkt (6 AC 7), zur Erhoéhung seiner 
Flankensteilheit auf einen zweiten Univibrator (6 SN7) gegeben und 
anschlieBend zur Leistungsanpassung iiber eine Kathodenfolgerstufe 


(6AC7) auf das Gitter des Impulsgeber-Thyratrons geleitet (Impulshéhe 
etwa 10 V). 
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Der Impulsgeber (vgl. z.B. ELMoRE und SANDS [2|) besteht aus einem 
Thyratron 884 mit Kettenleiter (delay-line) fiir 1-usec-Rechteckimpulse. 
Sollen langere Impulse angewandt werden, wie sie bei Frequenzen unter 
10 MHz notwendig sind, so werden diese 1-usec-Impulse als Auslése- 
impulse fiir eine Univibratorstufe (6 ]6) benutzt, die Rechteckimpulse 
von 5 bis 15 usec liefert. Diese werden anschlieBend (6AK 5) auf ma- 
ximal 70 bis 80 V (Impulshéhe regelbar) verstarkt und iiber eine Ka- 
thodenfolgerstufe (6 J6) als Leistungsstufe abgegeben. 

Der HF-Sender ist im Falle der Absorptionsmessung ein zweistufiger 
Sender, dessen Oszillator aus einer in EKO-Schaltung betriebenen 
LS 50 besteht, die in iiblicher Weise iiber das Steuergitter getastet wird. 
Die zweite Stufe ist als abstimmbarer Resonanzverstarker ausgebildet 
und hat in erster Linie die Aufgabe eines Trennrohres zur Erhéhung der 
Unabhangigkeit der Oszillatorfrequenz von Belastungsinderungen. Bei 
12 MHz erhalt man eine Ausgangsamplitude von etwa 10 V an 60Q. Die 
Anpassung an das 60-(Q-Kabel, das den Impuls zum Sendequarz leitet, 
erfolgt in iiblicher Weise mit der als Autotransformator benutzten 
Schwingkreisspule. Am Quarz erhalt man eine Impulsamplitude von 
maximal etwa 80 V. Werden nicht Absorptions- sondern Geschwindig- 
keitsmessungen durchgefiihrt, so tritt an Stelle des soeben beschriebenen 
HF-Senders ein ebenfalls zweistufiger Sender, bei welchem die Oszillator- 
stufe nicht impulsgetastet wird, sondern kontinuierlich schwingt. Ihre 
Ausgangsspannung wird auf eine 6L7 gegeben, die normalerweise sperrt 
und nur fiir die Dauer des vom Impulsgeber kommenden Rechteck- 
impulses geéffnet ist. Uber eine Kathodenfolgerstufe wird der HF- 
Impuls, wiederum mit einer Amplitude von etwa 10 V, auf das Kabel 
zum Sendequarz gegeben. Die bei den Geschwindigkeitsmessungen noch 
ben6étigte kontinuierliche HF wird induktiv an der Oszillatorstufe ent- 
nommen und in Héhe von einigen m V auf den Verstarkereingang gegeben. 

Selbstverstandlich kénnte man den zuletzt beschriebenen Sender im 
Prinzip auch fiir die Absorptionsmessungen verwenden. Es ist aber 
miihevoll, den Empfanger so vollkommen gegeniiber dem Sender abzu- 
schirmen, da8 keinerlei Einstreuung der kontinuierlichen HF in den 
Empfanger erfolgt, welche infolge der oben geschilderten Interferenz 
eine Verringerung der «-MeBgenauigkeit zur Folge hatte. Wir ziehen 
es daher vor, die «-Messungen mit dem oben an erster Stelle beschrie- 
benen reinen Impulssender durchzufiihren. 

Als Dampfungsglied benutzen wir die Eichleitung DPR von RoHDE 
und SCHWARZ. 

Die Wahl des Empfangers hangt von der Art der beabsichtigten 
Messungen ab. Will man bei mehreren verschiedenen Frequenzen messen, 
so kommt nur ein Uberlagerungsempfanger in Frage. Beschrankt man 
sich dagegen auf vergleichende Messungen bei einer festen Frequenz, 
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so geniigt es, einen abgestimmten Resonanzverstarker zu benutzen. 
Wir haben es als zweckmaBig gefunden, diesen im letztgenannten Fall | 
als zweistufigen Resonanzverstarker (EF 42) auszubilden, auf welchen 
nach Demodulation mit einem Germanium-Richtleiter noch ein ein- 
stufiger Breitband-Impulsverstarker (EF 14) folgt. Auf dem Schirm des 
Oszillographen sieht man also das Bild eines Gleichspannungsimpulses. 

Entscheidend fiir die er- 
zielbare Genauigkeit und 
fiir den Anwendungsbe- 
reich der Apparatur ist 
die Konstruktion der Mep- 
strecke. Nach mehreren 
Versuchen haben wir in 
der in Fig. 2 gezeigten 
Konstruktion eine befrie- 
digende Lésung gefunden. 
Die zu _ untersuchende 
Fliissigkeit befindet sich 
in der innen vergoldeten 
Kiivette, in die sie mittels 
eines kleinen Trichters 
durch die Offnung g ein- 
gefillt wird. Zum Leeren 
und Reinigen der Kiivette 
wird der Schraubdeckel A 
(mit vergoldeter Kupferfo- 
~ lie als Dichtung) geéffnet. 
Die bendétigte Substanz- 
menge betragt 120cm’%. 
Die Kiivette hangt bis 
nahe an ihren oberen Rand in der Thermostatenfliissigkeit und ist 
iiber warmeisolierende Zwischenstiicke (Novotext) an dem Zylinderd 
befestigt. An letzterem ist auch der Empfangsquarz mit einer Justier- 
vorrichtung angebracht, die es erlaubt, denselben einerseits um die 
Halterungsachse zu drehen und andrerseits die Vertikalstellung seiner 
Oberflache zu justieren. Die hier gezeigte Konstruktion ist in ihrer 
speziellen Ausfithrungsform dadurch bedingt, daB unsere Kiivette zwi- 
schen die Pole eines Elektromagneten eingebaut werden muB. Ist man 


von dieser Bedingung frei, so wird man fiir die Justiervorrichtung eine 
einfachere Form wahlen. 


Die Halterung des Sendequarzes, der gegeniiber dem Empfangsquarz 
verschiebbar sein muB, ist starr mit einem Kolben c verbunden, der 
durch Drehen der Mutter @ iiber die Spindel b (Ganghohe 1 mm) in dem 


Fig. 2. MeBstrecke. 
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Zylinder d hin und hergeschoben werden kann. Die Mutter tragt eine 
Hunderter-Teilung mit 1,5 mm Strichabstand. Diese Kolbenfiihrung 
liefert eime vorziigliche Planparallelitait der Verschiebung, wie sie zur 
Erzielung einer hohen MeBgenauigkeit unerlaBlich ist. Die maximale 
Verschiebungsstrecke betragt 37 mm. 

Die von uns benutzte Quarzhalterung ist in Fig. 3 gezeigt. Es wird 
— in tiblicher Weise — mit einseitiger Schallabstrahlung gearbeitet ; 
der Luftraum hinter dem Quarz muB also fliissigkeitsdicht abgeschlossen 
sein. Es wird dies dadurch erzielt, daB der Quarz mittels Araldit (Ciba 
AG., Wehr i. Baden) eingekittet wird. Die HF- 
Spannung wird iiber eine Bronzefeder zugefiihrt. 
Mit einer Absorptionsstrecke von 37mm befindet 
man sich bei Frequenzen oberhalb 4 MHz immer 


im Gebiet der FRESNELschen Beugung (PINKER- eter 
TON [3]). Es ist zweckmaBig, den Durchmesser HER 

der abstrahlenden Flache des Sendequarzes und y 
damit den Querschnitt des Schallwellenzugs etwas BY Novoiete 
kleiner zu machen als den des Empfangsquarzes, el 

da andernfalls eine zusatzliche Justierméglich- ) 

keit mit Vertikal- und Horizontalverschiebung Drona 
des Empfangsquarzes nétig ware, um dessen aq feder 
Flache mit dem Querschnitt des Schallfeldes in iY 


Deckung zu bringen. Wir benutzen daher eine vor 
den Sendequarz gesetzte Blende von 13 mm Off- 
nung, wahrend der Empfangsquarz eine freie Flache von 18 mm Durch- 
messer aufweist. Unsere Quarze haben eine Grundfrequenz von 4MHz, 
einen Durchmesser von 20mm und werden in den entsprechenden 
Harmonischen betrieben. 


Fig. 3. Quarzhalterung. 


III. MeBgenauigkeit. 


Absorption. Fig. 4 gibt die MeBpunkte wieder, wie sie bei einer 
Absorptionsmessung an CC], bei 21,1° C mit zwei verschiedenen Anfangs- 
stellungen x, erhalten wurden (12 MHz). Nach der Methode der kleinsten 
Quadrate erhalt man hieraus « zu 0,786 cm ?+0,5%. Die Streuung der 
MeBpunkte ist praktisch allein durch das Dampfungsglied verursacht, 
das nach Angabe der Firma eine Genauigkeit von 1% besitzt und kleinste 
Stufen von 4) =0,1 aufweist. (Die Einstellgenauigkeit der Impulshéhe 
auf dem Oszillographenschirm wiirde den Nachweis noch kleinerer 
Dampfungsunterschiede erlauben.) Gegeniiber dieser durch das Damp- 
fungsglied verursachten Unsicherheit ist der MeBfehler der Verschiebung 
Ax des Sendequarzes vernachlassigbar (+-*/;99) mm). Mehrere zu ver- 
schiedenen Zeiten ausgefiihrte Messungen ergaben «-Werte, die innerhalb 
der oben angegebenen Genauigkeit von +0,5% iibereinstimmten. Diese 
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hohe Genauigkeit gilt allerdings nur fiir Messungen bei Zimmertempe- 
ratur. Geht man zu hdheren Temperaturen iiber, so zeigt sich von etwa 
40° an eine langsam zunehmende Streuung der abgelesenen Dampfungs- 
werte, die wir auf Temperaturinhomogenitaten in der MeBfliissigkeit 
zuriickfithren. Immerhin betragt die Genauigkeit von « bei 100°C 
immer noch +1%. 

Es ist an dieser Stelle noch eine Bemerkung iiber die Frage des 
Riihrens zur Durchmischung der MeBfliissigkeit zu machen. Die meisten 
Autoren (PELLAM und GaLt [1], PINKERTON [3) u. a.) haben dieses bei 
ihren Apparaturen als unbedingt notwendig festgestellt. Wir gingen 
beim Bau unserer Apparatur von der 


2B DS at oa Annahme aus, daB8 sich bei unserer 
esta SS t eats a MeBstrecke, welche die MeBfliissigkeit in 
a } ai di, i einem dickwandigen, verhaltnismaBig 
a a INEZ kleinen und nahezu allseits von Thermo- 
> statenfliissigkeit umspiilten MetallgefaB 
Rw enthalt, eine wesentlich bessere Tem- 
S peraturhomogenitat einstellen werde, 

is so daB auf den Rihrer verzichtet werden 


%-20 Ly-10 Iy-2 


elon mm KOnne. Die oben mitgeteilten Ergebnisse 


bestatigen diese Ansicht insoweit, als 
sie fiir Messungen unterhalb 40° C tat- 
sachlich zutrifft, zeigen aber, daB bei héheren Temperaturen ein ent- 
sprechendes Durchmischen der MebBfliissigkeit médglicherweise doch 
wiinschenswert sein kénnte. Es ist allerdings zu beachten, daB eine 
MeBgenauigkeit von + 1%, wie sie auch bei 100°C noch vorhanden ist, 
immer noch als recht befriedigend anzusehen ist. 

Die bisher gefiihrte Genauigkeitsdiskussion bezieht sich nur auf die 
reine Reproduzierbarkeit eines gegebenen «-Wertes. In die absolute 
MeBgenauigkeit von « gehen auBerdem noch die Eichgenauigkeit des 
Dampfungsgliedes (1%) und die Giite des Schallfeldes ein. Letzteres 
mu ja ein méglichst exakt ebenes Wellenfeld sein. Da die Quarz- 
halterung hierauf unter Umstanden von wesentlichem EinfluB sein kann, 
haben wir unser Schallfeld schlierenoptisch untersucht und bei der oben 
beschriebenen Halterungsweise ein vollig gleichmaBiges und symmetri- 
sches Feld gefunden. Es ist bekanntlich leider nicht méglich, einen et- 
waigen aus der Form des Schallfeldes entspringenden systematischen 
Fehler quantitativ abzuschitzen, so daS man sich mit einer solchen 
qualitativen schlierenoptischen Kontrolle zufrieden geben muB. 

Uber die Genauigkeit der ibrigen MeBgréBen ist folgendes zu sagen: 
Die Temperatur der MeBfliissigkeit wird mittels eines Thermoelements 
auf +0,1° C gemessen und ist innerhalb dieser Grenzen konstant. Die 
Frequenz » kann mittels des Frequenzmessers WID von RonpE und 


Fig.4. Beispiel zweier Bestimmungen von «. 
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SCHWARZ mit einer Genauigkeit von 0,01°/.) gemessen werden. Sie ist 
wahrend der Dauer einer Messung (mehrere Messungen zu je etwa 5 min) 
auf +0,1°/o) konstant. Die Genauigkeit des charakteristischen Absorp- 
tionswertes «/y? ist also praktisch gleich der Genauigkeit von a. 
Geschwindigkeit. Der prozentuale Fehler der Schallgeschwindigkeits- 
messungen setzt sich aus dem Fehler der Frequenzmessung (+: 0,1°/o9) 
-und dem der A x-Messung zusammen. Da unsere MeBstrecke eine abso- 
lute Genauigkeit von +2-10-°mm aufweist und die A x-Messungen 
tatsachlich auf +1-10-$ mm reproduzierbar sind, laBt sich eine A x- 
Strecke von 20mm mit einer Genauigkeit von +0,1°/o9 bestimmen, 


die Schallgeschwindigkeit also mit 
+0,2°/o9. Durch Wahl einer gréBeren 
Verschiebung Ax und genauere Fre- 
quenzmessung lieBe sich die Genauig- 
keit noch hdher treiben, doch ist dies 
wenig sinnvoll, da die Einfliisse von 
Verunreinigungen geringster Konzen- 
tration auf die Schallgeschwindigkeit 
schon in dieser GréBenordnung liegen. 
Im allgemeinen geniigt es, auf + 1°/o9 
genau zu messen. Dies wird aber schon 
mit einer Verschiebung von nur etwa 
2mm leicht erreicht. 


SR pe | 
xX 70" scm 
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Fig. 5. Schallgeschwindigkeit v und Absorp- 
tionsgr6Be a/v? von fliissigem Naphthalin, 


IV. Messungen an Naphthalin im Bereich von 838 bis 120° C. 


Mit der vorstehend beschriebenen Apparatur haben wir die Schall- 
geschwindigkeit und den Absorptionskoeffizienten bei »=12MHz an 
geschmolzenem Naphthalin (Merck, reinst und mit fester Verbrennungs- 
warme) gemessen. Fig. 5 zeigt die Ergebnisse. Die Genauigkeit der 
a-Werte betragt +1%, die der v-Werte + 19/09 

Die Schallgeschwindigkeit zeigt, wie dies bei vielen anderen Fliissig- 
keiten auch der Fall ist, einen streng linearen Verlauf mit einem nega- 
tiven Temperaturkoeffizienten. Fiir 4v/AT erhalten wir den Wert 
— 3,54, der gut zu der von LAGEMANN, McMILLAN und Woorr [4] auf- 


gefundenen empirischen Beziehung 


A ci 
- /M ~ —39 


paBt, indem man mit einem Molekulargewicht von M = 128 den Wert 


— 40 erhalt. 


Es ist interessant, die bekannte RAo-Beziehung (vgl. ScHAAFFs [4)]) 
an diesen Naphthalinmessungen zu priifen. Die dazu benotigten Dichte- 
werte 9 haben wir den Critical Tables [6] entnommen. Tabelle 1 zeigt, 
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Tabelle 1. Die Raosche Konstante des fliissigen Naphthalins. 


Temperatur | 85° | 95° 105° | 415° 
; T 
v | 1302 | 1266 1231 1195 
Onn 0,9744 0,9662 0,9583 0,9499 
yu eA | 1434 1433 1432 1430 
0 


daB die Konstanz des Ausdruckes yr: * tatsachlich innerhalb + 2°/o9 
erfiillt ist. ‘ 

Fiir die Raosche Konstante des Naphthalins finden wir experimentell 
also den Wert 1432-+2 fiir den Temperaturbereich von 83 bis 120°, 
wahrend sich aus den Bindungsinkrementen von LAGEMANN, DUNBAR 
und WEISSLER [7] in bester Ubereinstimmung hiermit der Wert 5 - 129 
(C=C) +6 - 4,25 (C—C) + 8 - 95,2 (C—H) = 1432 berechnet. 

Hinsichtlich der Ultraschallabsorption geh6rt das fliissige Naphthalin 
— wie zu erwarten — eindeutig zu der durch starke Absorption 
(«/»? a 300 - 10727 sec?/cm) und positiven Temperaturkoeffizienten von a 
gekennzeichneten Fliissigkeitsklasse (vgl. z.B. ViGoUREUx [8)), der unter 
anderem auch Benzol, CS,, CCl, usw. angehéren. Eine Diskussion der 
Molekiileigenschwingung, deren Relaxation diese Absorption verursacht, 
ist natiirlich erst mdglich, wenn durch weitere Messungen die Frequenz- 
abhangigkeit von «/y? untersucht sein wird. 


Wir haben Herrn Professor Dr. W. GENTNER sehr zu danken, der 
uns die Durchfiihrung dieser Arbeit in seinem Institut erméglicht hat 
und uns die Mittel dazu zur Verfiigung gestellt hat. Ebenso sind wir 
der Deutschen Forschungsgemeinschaft sehr zu Dank verpflichtet, aus 
deren Mitteln die Eichleitung DPR und der Frequenzmesser WID be- 
schafft wurden. 
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Modellmafige Behandlung optischer 
Elektroneniibergiinge in Stérstellenhalbleitern. I. 
Von 
W. REICHARDT. 

Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. Januar 1954) 


Es werden die optischen Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Elektroneniibergange 
zwischen Bandrandern und Zwischenbandtermen als Einelektronenproblem_be- 
rechnet. Der Rechnung zugrunde gelegt wird ein ruhendes gestértes Gitter, dessen 
Potentialverlauf modellmaBig durch ein gestértes Kronrc-Potential beschrieben 
wird. Fir die optischen Elektroneniibergange wird eine Auswahlregel gewonnen, 
die von der energetischen Lage der Zwischenbandterme unabhangig ist. Sodann 
wird die Wahrscheinlichkeit erlaubter Ubergange bei spontaner Emission in Ab- 
hangigkeit von der energetischen Lage der Zwischenbandterme berechnet. Es 
zeigt sich, da8 die Ubergangswahrscheinlichkeit mit zunehmendem energetischen 
Abstand Bandkanten—Zwischenbandterm ansteigt. 


1, Einleitung. 


Das Energiespektrum der Storstellenhalbleiter enthalt auBer den 
Energiebandern Energieterme in den Zwischenbandzonen (,,verbotene 
Zonen‘‘). Es treten daher neben die Elektroneniibergangsméglichkeiten 
Band—Band des ungestérten Kristallgitters Band—Stérterme—Band— 
Ubergiange im Halbleitergitter; diese Ubergainge sind im wesentlichen 
fiir das Ablaufen der elektronischen Prozesse zwischen dem Leitfahig- 
keits- (L) und dem Valenzband (V) verantwortlich. Die Elektronen- 
iibergange verlaufen entweder optisch, also unter Emission oder Ab- 
sorption von Lichtquanten, oder aber thermisch unter Emission oder 
Absorption von Schallquanten. In vorliegender Untersuchung behandeln 
wir die optischen Elektroneniibergange. 

Die Frage nach den optischen Ubergangswahrscheinlichkeiten im 
ungestérten statischen Kristallgitter, also fiir Elektroneniibergange 
zwischen und innerhalb der Energiebander, kann bekanntlich aus einem 
Fourter-Ansatz fiir das Kristallpotential U allgemein beantwortet 
werden [1], [2]. Stellen wir U dar durch 


+00 (a 
U= > uz antler) (1) 


£19 82983 = — OO 


mit £1, Zo, & ganze Zahlen, 7 ein Ortsvektor und 


3 —- 
eae ak Pr (1a) 
“x=1 
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— wobei die rs Vektoren im reziproken Gitter sind — und gehen mit 
diesem Potentialansatz in die zeitunabhangige SCHRODINGER-Gleichung 
ein, so ergibt sich fiir die Wellenfunktion 


y= yiae df lk+ ener) (2) 
81) 82, 83—= — 9 


Rist hierin der Wellenvektor, dz sind FourtER-Koeffizienten. Bezeichnen 


> 


wir mit 1, m zwei Bander des Energiespektrums, mit k,,, &,, die zuge- 
hérigen reduzierten Wellenvektoren, so sind zur Berechnung der opti- 


schen Ubergangswahrscheinlichkeiten Zustande (m,k,) und (m, Ryn) zu 
kombinieren. Fiir nicht zu kurzwellige Strahlung (A > gegen den Gitter- 
abstand) betragt die Ubergangswahrscheinlichkeit eines Elektroneniiber- 


ganges vom Zustand (n, k,,) mit der Energie E,, zum Zustand (m, k,,) 
mit E£,, bei spontaner Emission 


ee Ne 7 
i ow = moh \Pum| (3) 
und bei Absorption [3] | 
, sint {a (»— =" =e) cb phen 


— / e@ F(*) 3 ies 4 
Won = oe o( 7. . (4) 
oh (died ) 
mit dem Impulsmatrixelement 
Pam =" | Yninn Brad Yui, dT. (5) 


Setzen wir in Gl. (5) die Wellenfunktionen — entsprechend Gl. (2) — 
ein, so laBt sich zeigen, daB das Integral nur dann von null verschieden 
ist, wenn 


ky = hy, (6) 
d.h., es kénnen optisch nur Zustande mit gleicher reduzierter Wellen- 
zahl kombinieren [2), [4]. Es gibt daher von einem Quantenzustand 


(n, k,) des n-ten Bandes nur einen Ubergang zu einem Quantenzustand 


(m, k,,) des m-ten Bandes, wahrend alle anderen optischen Ubergange 
und speziell die innerhalb eines Bandes verboten sind. Die quantitative 
Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten erfordert allerdings die 
genaue Kenntnis der Eigenfunktionen im Gitter. 

Anders liegen die Verhaltnisse bei Stérstellen-Halbleitergittern. Hier 
treten Stérterme in den Zwischenbandzonen auf, die durch Abweichungen 
von der strengen Periodizitat des Potentialverlaufes in einem idealen 

+ Hierin bedeuten: e = Elektronenladung; my = Elektronenmasse; c = Licht- 
geschwindigkeit; h = durch 22 geteiltes PLANcKsches Wirkungsquantum /i; 


F™ — Amplitude des elektrischen Vektors des auftreffenden Lichtes; » = Frequenz 
des emittierten oder absorbierten Lichtes. 
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Kristallgitter hervorgerufen werden. Diese Abweichungen werden bei- 
spielsweise durch eine Fehlordnung des Grundgitters oder aber durch 
Fremdatome realisiert. Bekannte Beispiele hierfiir sind Scuorrkysche 
oder FRENKELsche Fehlstellen und bei Einbau von Fremdatomen in ein 
einatomares Gitter, der Ersatz von vierwertigen Si-Atomen des Grund- 
gitters durch fiinfwertige P-Atome (UberschuBhalbleiter) oder aber durch 
dreiwertige Al-Atome (Defekthalbleiter). 

Zur Berechnung der optischen Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir 
Elektronen iiberginge Band—Stérterm—Band legen wir als Potential- 
modell eines Stérstellen-Halbleitergitters ein eindimensionales gestortes 


Ue) 


Ufa) 


rs 
Fig. 1. Gestértes Kronic-Potential; Fig.2. Gestortes Kronic-Potential mit 6-funktionsférmigen 
U, kennzeichnet die Starke des Potentialstufen und Zellenkoordinaten §,—=xy/a. Die Gitter- 
Stdrpotentiales. zellen werden durch einen Index uw charaktersiert. 


KRronIG-Potential nach Fig. 1 zugrunde. Die Verwendung des Kronic- 
Potentiales in dieser Arbeit bedeutet, daB wir uns auf das einatomare 
Halbleitergitter beschranken; der zweiatomare Fall soll einer spateren 
Arbeit vorbehalten bleiben. Die ausgezogene Linie inFig. 1 stellt den 
Idealkristall dar; man hat sie sich periodisch fiirpositive und negative 
Werte der Kristallkoordinate x fortgesetzt zu denken. Dagegen gibt die 
gestrichelte Linie in der Stérzelle die von einer Gitterst6rung oder einem 
Fremdatom hervorgerufene Potentialveranderung in Form eines Poten- 
tialkastens wieder. In der Darstellung des Stérstellenpotentiales weichen 
wir daher von dem von Mott [4], [6] eingefiihrten wasserstoffahnlichen 


Modell ab, was im wesentlichen eine Beschrankung auf den Grundterm 
der Storstelle bedeutet. 


2. Wellenfunktionen und Energiespektrum des gestorten KRONIG-Potentvales. 

Das in Fig. 1 wiedergegebene Modellpotential fithren wir — wie bei 
Kronic und PENNEY [7] — aus Griinden der rechnerischen Verein- 
fachung durch den Grenziibergang b—>0, U,—> + 0, jedoch 6 U,= Q) in 
die modifizierte Form der Fig. 2 iiber. Die in Fig. 1 noch rechteckig 
ausgefiihrten Potentialstufen besitzen nun 6-funktionsférmigen Cha- 
rakter, und an Stelle der durchlaufenden Kristallkoordinate ~ werden 
Zellenkoordinaten &, = %,/a (0 <&, <1) verwandt. Die Ermittlung der 
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Wellenfunktionen fiir normale Gitterzellen und die Stérzelle ist gut 
bekannt [8] und wurde insbesondere von B. KocKet [9] fiir das KRONIG- 
Potential durchgefiihrt. Zur Klarlegung des Sachverhaltes sei es erlaubt, 
die Ergebnisse der Arbeit von KocKeEL im Hinblick auf die hier ‘bendtigten 
Wellenfunktionen und das Energiespektrum in Kiirze wiederzugeben: 
Aus dem Lésungsverzeichnis [9] entnehmen wir mit den Abkiirzungen’ 

2mE _ ze. Mo! OQ a 

ayn kn (7) 
die Wellenfunktionen fiir E-Werte am unteren Rand des n-ten Energie- 
bandes 


Pu =(—1)K"— [cos k, ag, + asin k, a &,), (8) 
wobei 
— 2 5 vas 2 
cos k, a =(—1)""* 9 4 sin k, a = (—1)"* ee (8a) 


fiir E-Werte am oberen Rand des m-ten Energiebandes 
Wo = (— 4)** sin kya, (9) 
mit ; 
koa = nx (9a) 
fiir E-Werte auBerhalb der Energiebander 


Vu, H. = [4.2 [Sin ky a cos ky a <i + (l, 2 — cos ky a) sin ky a ay 2 (10) 


lh 2 = Cos Ry a + asin ky a + | (cos ky a + asin kya)? —41. (10a) 


In der Stérzelle (Potentialkasten), der wir den Index == —1 geben!, 
hegt eine symmetrische Potentialverteilung um &_,= } vor, und damit 
kommen nur symmetrische (S) oder antisymmetrische (4) Lésungen der 
SCHRODINGER-Gleichung in Betracht. Diese Lésungen sind 


Ys ~ cos kg a (E_, — 4) 


: (41) 
Y4 ~ sin ky a (€_, — }) 
mit 
Ka = = (E—U)). (11a) 


Fig. 3 enthalt das Energiespektrum des gestérten Kron1G-Poten- 
tiales fiir Q=2ah?/m,a als Funktion des Stérpotentiales U,. Der 
EinfluB von U, auf das Energiespektrum des Idealkristalles wird dadurch 
gewonnen, dali die Wellenfunktionen der Stérzelle unter Beachtung der 
Randbedingungen an physikalisch brauchbare (normierbare) y-Funk- 
tionen des ungestérten Gitters (fiir «2 —1) angeschlossen werden. An 
diese Wellenfunktionen eines ,, Halbgitters“ (sog. Halbgitterlésungen) ist 
die Forderung zu stellen, da8 sie nicht mit dem Zellenindex (4 anwachsen. 


* Die Wahl des Stérzellenindex ist natiirlich vollig willkiirlich und wird nur 
durch ZweckmaBigkeit bestimmt. 
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Es kommen als Halbgitterlésungen die Wellenfunktionen innerhalb der 
Energiebander und fiir die Bandrander die Wu» Yo-Funktionen nach 
Gl. (8) und (9) in Betracht. Aber auch eine der Wellenfunktionen fiir 
E-Werte auBerhalb der Energiebander — wir bezeichnen sie im Bereich 
ff >—1 mit yy, und w<—1 mit y;,, — kann als Halbgitterlésung ver- 
wendet werden, da man zeigen kann mit Hilfe von Gl, (10a), daB 
1, 1,=4, 1, =: ly und daher, wenn /, <1, dann /,>1 ist. Stellt man die 
AnschluBbedingungen auf, so 
ergeben sich Beziehungen zwi- 
schen E und U, fiir die ein- 


zelnen Energiebereiche und ene e a 
damit der EinfluB des Stér- capau 


potentials U, auf das Energie- 
spektrum des Kristallgitters. 
Fir U,;=0, wenn also das 
Gitter keine Stérzelle enthalt, 
legen erlaubte und verbotene 
Energiebereiche vor; 1a8t man 
dagegen das Stérpotential an- 
steigen, so treten aus den 
oberen Bandrandern — fiir , 
bestimmte Werte von U, — 
Energieterme aus, die schlieB- 
lich mit wachsendem Stérpo- 
tential im unteren Rand des 


i cS -15 -10 -5 0 45 +10 +'15 
nachst hdheren Bandes ver- 2mUpa* 
schwinden. Der analoge Vor- pores 


gang findet bei einer Senkung i Or ne ee 
des Stdérpotentiales statt; es Form bereits von B, Kocker angegeben.) 
treten fiir bestimmte Werte 
von U, — die von der Potentialstufenkonstanten Q abhangig sind — 
Terme aus den unteren Bandrandern aus, um schlieBlich in den oberen 
Rand des nichst tiefer liegenden Bandes einzutreten. Fiir jede GréBe 
des Stérpotentiales U, bleiben die Energieterme innerhalb der Bander 
— mit Ausnahme des ausgetretenen Termes — erlaubte Eigenwerte. 
Zu den mit S bezeichneten Zwischenbandtermen gehéren symmetrische, 
zu den mit A bezeichneten antisymmetrische Eigenfunktionen. 
Besonders bemerkenswert ist, daB sich fiir — nicht zu hohe — Werte 
von |U,| nur ein: Term in den Zwischenbandzonen befindet. Das ist 
eine Folge des potentialkastenformigen Modellpotentiales. Morr und 
GuRNEY [5] haben untersucht, in welcher Weise die Zahl der von einer 
Stérstelle hervorgerufenen Terme in den Zwischenbandzonen vom Ver- 
lauf des Stdrsstellenpotentiales abhangig ist. Es ergeben sich fiir ein, 
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dem periodischen Potentialverlauf tiberlagertes Stérpotential von der 
Form U,~1/r unendlich viele Terme in den Zwischenbandzonen (wasser- 
stoffahnliches Modell), dagegen fiir ein Potential, das starker als mit 
~A/r abfallt, endlich viele, gegebenenfalls auch null. Die Zahl der 
Terme zwischen Valenz (V)- und Leitfahigkeits (L)-Band ist daher sehr 
stark von dem Verlauf des Stérpotentiales abhangig. Wahrend das 
Mort-Modell neben dem Grundterm auch die Anregungsterme einer 
Storstelle liefert, beschranken wir uns mit dem Potentialkastenmodell 
im wesentlichen auf den Grundterm. 


3. Optische Elektroneniibergdnge Band— Storterm— Band. 


Im Potentialansatz haben wir uns auf ein eindimensionales ruhendes 
Gitter beschrankt. Diese Annahme wird um so besser erfiillt, je tiefer 
die Temperatur des betrachteten Kristallgitters ist; sie l4Bt sich jedoch 
wegen der endlichen Nullpunktsenergie nicht streng realisieren. 

Bei tiefen Temperaturen sind das V-Band und die energetisch unter- 
halb seiner unteren Bandkante liegenden Stérterme mit Elektronen 
besetzt, wahrend die Besetzung der zwischen dem V- und L-Band 
liegenden Terme — und damit die Lage der FERMI-Kante — von deren 
Natur, Anzahl und energetischen Lage abhangig ist. Wird nun ein 
Elektron durch Absorption eines Lichtquants aus einem besetzten Term 
abgespalten und in das L-Band gehoben, so ergeben sich fiir primare 
unter Energieabgabe verlaufende Ubergainge aus dem Anregungsterm 
prinzipiell drei Méglichkeiten: 1. Das Elektron rekombiniert optisch in 
den wahrend des Absorptionsprozesses verlassenen Grundterm (Reso- 
nanzfluoreszenz). 2. Es geht — sofern dieser Ubergang nicht verboten 
ist — unter Lumineszenzausstrahlung in einen unbesetzten Zwischen- 
bandterm tiber. 3. Es diffundiert thermisch innerhalb des L-Bandes, 
wobei dieser Vorgang durch die Beziehung 
R=REQG (12) 
beschrieben [2] wird. Hierin ist & der Wellenvektor des Anfangs- 
zustandes, k’ der des Endzustandes und ¢ der Impulsvektor eines emit- 
tierten oder absorbierten Schallquantes. Welcher der drei Vorgange 
eintritt, hangt vom Verhaltnis der zugehérigen Ubergangswahrschein- 
lichkeiten ab, Experimentelle Untersuchungen, die an Spektren der 
Kristallphosphore {10} durchgefiihrt wurden, zeigen nun, daB — auch 
noch fiir tiefe Temperaturen — der dritte Vorgang, also die thermische 
Wechselwirkung mit dem Kristallgitter, zutreffend ist. Die in das 
L-Band angeregten Elektronen gehen unter Erzeugung von Schall- 
quanten an den unteren Bandrand iiber und nehmen dort eine Tem- 
peraturverteilung an. Fiir die Defektelektronen im V-Band gelten 
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analoge Verhaltnisse; diese diffundieren unter Gitterwechselwirkung an 
den oberen Bandrand. Optische Uberginge in unbesetzte Stérterme 
finden daher erst aus dem unteren Rand des L-Bandes (Elektronenitiber- 
gang) und aus dem oberen Rand des V-Bandes (Defektelektroneniiber- 
gang) statt. Wir verwenden deshalb — im Hinblick auf das gewahlte 
Potentialmodell — bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten fiir 
Elektroneniiberginge L-Band—Stérterm—V-Band die Bandrandtunk- 
tionen y,, Yo des Lésungsverzeichnisses. 

Die Bandrandfunktionen sind in den Gln. (8) und (9) bis auf Nor- 
mierungsfaktoren N,, N, wiedergegeben. Normieren wir sie iiber ein 
eindimensionales Kristallgebiet der Linge Ga — G eine ganze groBe 
Zahl —, so ergibt sich fiir die oberen Bandrander die Normierungs- 
bedingung 


1 
aGN?f ywedé—1, N? = 2 (13) 
0 Ga 
und fiir die unteren Bandrander 
1. kya 
aGN? f yrdé =1, n= (14) 
0 Ga a+ “BE (4 + 


LaBt man das Kristallgebiet Ga schlieBlich in den unendlich ausgedehnten 
Kristall tibergehen, so werden N, und N, infinitesimal, damit die Band- 
randfunktionen und die Wahrscheinlichkeit fiir einen Elektronen- bzw. 
Defektelektroneniibergang aus dem Bandrand in einen Stoérterm. Im 
Stérstellenhalbleitergitter existiert jedoch eine gewisse Storstellen- 
konzentration, so daB die Ubergangswahrscheinlichkeiten auch propor- 
tional zur Zahl der in das Kristallgebiet Ga fallenden Stérstellen sind. 
Dann ergibt sich als Normierungsgrundgebiet der mittlere Abstand 
La—L eine ganze Zahl — zwischen zwei Storstellen. Wir haben daher 
in den Gln. (13) und (14) G=L zu setzen; die Normierungsfaktoren 
N,, N, verschwinden dann nicht mehr und sind unabhangig von der 
KristallgréBe. 

Normieren wir nun die Wellenfunktionen der Stérterme, so ist zu 
beachten, daB diese sich aus drei Anteilen zusammensetzen: Der sym- 
metrischen oder antisymmetrischen Lésung in der Stérzelle w = — 1, der 
Halbgitterlésung fiir ~=0 — wir bezeichneten sie mit y,, — und der 
Halbgitterlésung y,, fiir ~<—2. Diese Lésungen sind an den Zell- 


randern — zwischen den Zellen »=—2, —1 und w= —1, O unter 
Beachtung der Randbedingung 
Pu = YPu-r1 (1 5) 


zusammenzusetzen. Hierzu versehen wir die Halbgitterlosung py, mit 
dem Koeffizienten B, oder B, und yy, mit B, oder B, und bestimmen 
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diese Koeffizienten aus der Randbedingung. Es ergibt sich 


fore sin k_,— 

cos k_,- = 2 _B 

weurvde Sy Bs = Bs A! Oe i eR (16) 
sin ky a ly sin ky @ 1 

Bezeichnen wir mit C;,C, die Normierungsfaktoren der symmetrischen 

bzw. antisymmetrischen Wellenfunktion eines Stértermes, so lauten die 


beiden Normierungsbedingungen 


Bs 


4 +00 1 OEE. 1 
Crlafyidé.,+ > Bias yx.dé,+ > Boas wr,dé,| =1 (47) 
: 0 H=0 0 p=-—2 0 
Rf -+0o cf —oo nt 1 p 
Cilafyhde. +> Bras yh d, + © Bras ynds|=1. (18) 
0 p=0 0 p=—2 0 


Aus ihnen lassen sich C; und C, bestimmen. Die Summen tiber den 
Zellenindex jz werden aus Griinden der rechnerischen Vereinfachung bis 
nach Foo erstreckt; das ist zulassig, weil die Halbgitterlosungen im 
allgemeinen auBerhalb des Grundgebietes keinen Beitrag mehr zum 
Normierungsintegral liefern. Eine Ausnahme machen nur Storterme, 
die in unmittelbarer Nahe der Bandkanten liegen; hier kénnen die Halb- 
gitterldsungen auBerhalb des Grundgebietes noch merklich von null 
verschieden sein (wegen /,,/,~1). Wir lassen diesen Grenzfall auBerhalb 
unserer Betrachtungen. 

Zur Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir einen Elek- 
tronentibergang vom unteren Rand des #-ten Bandes in einen Stérterm 
mit symmetrischer (S) oder antisymmetrischer (A) Eigenfunktion be- 
stimmen wir die zugehdrigen Impulsmatrixelemente #, 5 und ~,, nach 
Gl. (5). Diese bestehen — wie die Normierungsbedingungen der Gln. (17) 
und (18) — aus drei Anteilen: Dem Anteil der Stérzelle (uw = — 1), in 
den die y,-Funktion des unteren Bandrandes und die y.- oder y,-Funk- 
tion der Stérzelle eingehen; ferner den Anteilen der Halbgitter innerhalb 
des Grundgebietes fiir ~=0 und «<— 2, in denen. die Bandrandfunk- 
tion y, und die Halbgitterlésungen y,, und yy, auftreten. Die Summie- 
rung tber die Halbgitterzellen wird wieder — aus Griinden der rech- 
nerischen Vereinfachung — bis nach «= -+ oe erstreckt. So ergibt sich 
als Impulsmatrixelement des Uberganges in einen Term mit symme- 
trischer Eigenfunktion  . 


1 +o 1 


_ i f d . : d 
Pus= | MCs| [vs ge-YedéatBs> | Vi, Ge, Yu UE, + 
8 H=00 
yf (19) 
—_ aaa hal d 
+ Bs2, | Vinge, Yu dE, 
Soom 


ea ; Nz Cs [Py51 + Dy59] {(— 1)"-* — 1} 
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mit 
2 42 
“a a. kya ky a é 
@D = n-1 PE me By axe 7 esi hy Ss 
us1= (—1) =a | : - ai 4 
k2 a? k2, a? a (19a) 
7 a 
pA. alle kya kya 
Sg and a abe a a ange — Stes hiya + ae a 
CT a 2 om “= : ; = ee an 
4 4— (— 1)*"1, Az a2 ki, a es (19b) 
me) Ot 
Und in einen Term mit antisymmetrischer Eigenfunktion 
h 1 e +co 1 
— ; ( d 
a> ; N, C4 | Wa ae, Putbat By D J Yin ge: Pu dE, + 
0 u=00 ‘ 
—o0 1 (20) 
—= - d 
+ Bad, | Ynag, Meh 
Spe ¢ 
u=—2 0 
—_ h N. j ies) j ) 7 n—1 
yoo esl So ee {(=4)" 2+ 4} 
mit 
Bak 
— sin k_, Sy iene 8 « cos k_, — 
@D 12) (— Vesti Ry 6 2 4 2 
uAl k2 a2 yee a2 > (20a) 
SS 
Rk k 
- aoa z= sin ky a — = #4 a coshya— “4% gee 
cS ae ; J ne um Tm 
ete 44—(—1)"74,, + hia? Ba? . 1200) 
we oe 
Es ist daher 
= ungerade 
, wenn n= 
Pus = " gerade 
und 
gerade 
wenn ” = 
Pua + Tai ungerade. 


Analog hierzu berechnet sich der Ubergang aus einem Term mit 
symmetrischer oder antisymmetrischer Eigenfunktion in den oberen 
Rand des n-ten Bandes. An Stelle der Wellenfunktion y, tritt jetzt 
die Bandrandfunktion y, auf, und wir erhalten als Impulsmatrixelement 
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des Uberganges aus einem Term mit symmetrischer Eigenfunktion 


1 +00 1 
} d d 
to6= 2 N,Cs [vogs ys dE 4+ BaD [ v0 ae, Yen + 
0 Set u=0 0 
—oo | 
; (21) 
+Bs> [ vo aE mts 
p=—2 0 
h m | 
a 7M, Cs [Posi + Dos2] {= iy 1} 
mit 
| 
Dos, =(—1)"sin k_, > ay Pe 2? (21) 
n2 he a 
a? 
5 *HS 
a p 1+4 7% 4 
Dose Bs 1—(—4)*h (4 cos Ry a) e Ri, az (21 b) 
— <=> 
und aus einem Term mit antisymmetrischer Eigenfunktion 
h 1 +oo 1 
d ae g d =| 
Poa = TMC | ¥ dé, ya dd, + By Pe | Yo dé, YH, FE, + 
0 u=00 
—cao 1 
7 riaNg . (22) 
oF By, ak | Yo dé, YH, 46, 
h u=—20 
fa N, C4 (Poa + Poa.) t= | ie 1} 
mit 
n ta 
Doar = (— 1)" cos k_4 — a a? (22a) 
x = 
al 
ky a 
i—l 
Doss = — By (== (1 + cos ky a) aa ae (22b) 
“ n® a2 
Es ist also 
= ungerade 
: O, wenn a= 
Pos 4 gerade 
und 
0, wenn n= gerade 
Poa + ungerade, 
Die Matrixelemente der entsprechenden — unter Absorption ver- 


laufenden — Ubergiinge gleichen wegen der Hermitizitat der Matrix os 
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und des rein imaginaren Charakters der Elemente den hier angefiihrten 
Ergebnissen fiir Emission bis auf das Vorzeichen. Bemerkenswert an 
diesen Ergebnissen ist, daB sie eine Auswahlregel enthalten, die unab- 
hangig von der energetischen Lage der Stérterme ist. So ergibt sich aus 
den Gln. (19) bis (22): 


‘ Tabelle 1. 
Ubergang aus den Randern des n-ten Energiebandes in einen Storterm mit: 


oat Rae aa ist: 


antisymmetrisch 


Gexads verboten 


Ungerade verboten erlaubt 


Aus der Tabelle 1 1a8t sich an Hand des Energiespektrums (Fig. 3) 
und im Hinblick auf die Verhaltnisse im Halbleitergitter entnehmen: 

1. Ist ein Elektroneniibergang aus dem unteren Rand des 2+ 1-ten 
Energiebandes (L-Band) in einen — zwischen dem n+ 1-ten und n-ten 
Band (V-Band) liegenden — Stérterm optisch erlaubt/verboten, so ist 
der Ubergang aus diesem Stérterm in den oberen Rand des m-ten Bandes 
(V-Band) optisch verboten/erlaubt. Entsprechend liegen die Verhalt- 
nisse im Absorptionsfall. Das gilt sowohl fiir Bander mit der Ziffer 
n = gerade als auch fiir » = ungerade und damit fiir jede Zwischenband- 
zone unabhangig von ihrer energetischen Lage. 


2. Bezeichnet man das n-te Energieband in Fig. 3 als V-Band, das 
n+ 1-te als L-Band und 1aBt das Stdrpotential Uy vom Werte null 
beginnend positiv (+ U,)/negativ(— U,) anwachsen, so treten fiir be- 
stimmte Werte von U, Stérterme mit S- oder A-Eigenfunktion aus dem 
oberen/unteren Seateead des V-/L-Bandes aus und verschwinden mit 
zunehmendem U, im unteren/oberen Rand des L-/V-Bandes. Ist der 
Bandindex des V-Bandes ungerade/gerade, so tritt mit zunehmend posi- 
tivem Stérpotential zunachst ein Term mit S/A- dann mit A/S-Eigen- 
funktion aus, so daB sich die alternierende Reihenfolge S,A,S,A .../ 
A, S,A,S... ergibt; mit zunehmend negativem Stérpotential dagegen 
die alternierende Reihenfolge A, S,A,S.../S,A,S,A... Wendet man 
nun die Auswahlregel auf diese alternierenden Termfolgen an, so ergibt 
sich, unabhangig davon, ob = gerade oder ungerade gewahlt wird, 
folgendes Bild: Ein Elektroneniibergang vom unteren Rand des L-Bandes 
in den — mit wachsendem positiven Stérpotential aus dem V-Band 
austretenden — t-ten Term ist optisch erlaubt/verboten, je nachdem 
ob t = ungerade/gerade und aus dem t-ten Term in den oberen Rand 
des V-Bandes erlaubt/verboten, wenn t = gerade/ungerade. Dagegen 
ist ein Elektroneniibergang vom unteren Rand des L-Bandes in den 
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— mit wachsendem negativem Stérpotential aus dem L-Band austre- 
tenden — t-ten Term erlaubt/verboten, je nachdem ob t = gerade/un- 
gerade ist und aus dem t-ten Term in den oberen Rand des V-Bandes 
erlaubt/verboten, wenn t = ungerade/gerade. In der Praxis treten je- 
doch nur die Termfolgen t= 1 auf, wie sich aus einer Abschatzung des 
Stérpotentiales und der Potentialstufenkonstanten Q ergibt. 

Wir wollen nun noch die relative Wahrscheinlichkeit optisch er- 
laubter Uberginge bei spontaner Emission in Abhangigkeit von der 
energetischen Lage der Stérterme in 
der Zwischenbandzone berechnen. Hier- 
zu betrachten wir beispielsweise (in 
Fig.3) Band »=4 als V-Band und 
n=5 als L-Band und bestimmen die 
Matrixelemente /, 4, Ps der Ubergange 
aus dem unteren bzw. oberen Rand 
des L- bzw. V-Bandes in die fiir Uy = 
aus den Bandrandern austretenden 
Terme mit A- bzw. S-Eigenfunktion. 
Die Normierungskoeffizienten C,; und 
C4, die von der energetischen Lage der 
Terme abhangig sind, werden aus den 
Gln. (17) und (18) bestimmt. Fig. 4 ent- 

Ra halt das Ergebnis; es wurde eine zur 
Fig. 4. Verlauf der relativen Wahrscheinlich- | Ubergangswahrscheinlichkeit W,,,, pro- 
singe bel Suutants Emicion ak Fenking  Portionale GrdBe als Funktion der ener- 
peli recent bcerece re —— getischen Termlage aufgetragen. Man 
pater as einem Term mit 4-Eigenfunktion. erkennt, daB sowohl fiir den Ubergang 
4Es — Energetischer Abstand vom oberen ays dem unteren Rand des L-Bandes 
Rand des Bandes »=4 zu einem Term mit ? ss ‘ ‘ 
S-Eigenfunktion. in einen Stérterm, wie auch aus einem 
Stérterm in den oberen Rand des V- 
Bandes, die Ubergangswahrscheinlichkeit mit zunehmendem energeti- 
schen Abstand Bandkanten—Stértermniveau ansteigt. Der Verlauf in 
unmittelbarer Nahe der Bandkanten wurde — aus weiter oben erlau- 
terten Griinden — nicht untersucht. 

Uber die optischen Elektronentibergange im einatomaren Stérstellen- 
Halbleitergitter, wie z.B. Ge oder Si, liegen so gut wie keine MeBergeb- 
nisse vor. Die von J. R. HAyNes und H. B. BricGs [11] wohl zuerst 
nachgewiesene Strahlung des Ge und Si wird einer direkten Elektron — 
Defektelektron-Rekombination zugeschrieben. Die sehr zahlreich vor- 
handenen experimentellen Ergebnisse an zweiatomaren Storstellen- 
Halbleitergittern widersprechen unseres Erachtens den in den Punkten 
eins und zwei enthaltenen Aussagen nicht. Eine Klarung der Verhalt- 
nisse 1m zweiatomaren Gitter laBt sich jedoch hier noch nicht geben, 
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da wir dann an Stelle des einfach periodischen Kron1G-Potentiales ein 
alternierend periodisches Potentialmodell zu setzen haben. 

An dieser Stelle méchte ich Herrn Professor M. von LAvE und Herrn 
Professor W. ScHotrxky fiir wertvolle Diskussionen herzlichst danken. 
Ebenfalls danke ich Herrn Professor E. Ruska, der mir die Unter- 
suchungen erméglichte, sowie Herrn Dr. F. Beck und Herrn und Frau 
Dr. BROSER-WARMINSKY fiir freundliche Hinweise. 
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Ein Verfahren zur optischen Isotopenanalyse 
gewisser Verbindungen”~. 
Von 
R. FLEISCHMANN. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 15. Februar 1954.) 


Es wird ein optisches Verfahren angegeben, durch welches das Mischungsverhaltnis 

der Cl-Isotope in HCl-Gas und einiger Gase mit ahnlichen Absorptionseigenschaften 

bestimmt werden kann. Es kann so ausgebaut werden, daB das Ergebnis sofort 
an einem Zeigerinstrument abgelesen wird. 


Méglichkeiten zur optischen Isotopenanalyse. 


Wenn auch das Massenspektrometer immer das wichtigste Instrument 
zur Isotopenanalyse bleiben wird, so besteht doch ein erhebliches Inter- 
esse an einem Verfahren zur Messung des Mischungsverhaltnisses mit 
einfacheren Hilfsmitteln und es ware ein Gewinn, wenigstens bestimmte 
Isotope so messen zu kénnen. Zum Beispiel wiirde ein Verfahren, das 
im Stande ist, allen das Mischungsverhaltnis der beiden stabilen Kohlen- 
stoffisotope C12 und C13 einfach zu bestimmen, die Méglichkeit er- 
offnen, das letztere Isotop in groBem Umfang fiir medizinisch-biologische 
Untersuchungen anzuwenden. Darauf lieBen sich vielgestaltige Unter- 
suchungsmethoden und zwar sowohl fiir die Forschung als auch zur 
Funktionspriifung im klinischen Gebrauch griinden, weil die dafiir er- 
forderlichen Isotopverbindungen frei von irgendwelchen Nebenwirkungen 
sind im Unterschied zu radioaktiven Isotopen. 

Solche Gesichtspunkte haben mich veranlaBt nach optischen Ver- 
fahren zu suchen, die sich zur Bestimmung von Isotopenmischungs- 
verhaltnissen eignen. In Frage kommen die folgenden: 

a) Man kénnte das Intensitatsverhaltnis von Linien der Hyperfein- 
struktur etwa mit Photozellen messen. Das sind aber sehr schwierige 
Messungen, die erheblichen Aufwand erfordern. 

b) Man kénnte an die Untersuchung der Bandenképfe im Banden- 
spektrum denken, wie sie z.B. beim Stickstoff méglich ist, ein Analyse- 
verfahren, das von mir! seinerzeit bei Trennrohruntersuchungen_ be- 
nitzt wurde. 


c) Man kénnte auch an Absorptionsmessungen im Gebiet der Mikro- 
wellen denken. 


* Otto Haun zum 75. Geburtstag. 


* FLEISCHMANN, R.: Phys. Z. 41, 14 (1940); vgl. neuerdings CLustus u. Mitarb.: 
Hely. chem. Acta 33, 2128 (1950). 
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Bei dieser Priifung der Méglichkeiten habe ich mir d) folgendes Ver- 
fahren tiberlegt, das imstande ist, zumindest das Mischungsverhaltnis 
der beiden Chlorisotope in gasférmigem HCl zu liefern und das so aus- 
gebaut werden kann, daB das Ergebnis der Messung sofort an einem 
Zeigerausschlag abgelesen werden kann, wenn man eine Kiivette mit 
der zu untersuchenden Gasmischung in einen einfachen optischen 
Strahlengang bringt. Das Verfahren griindet sich auf folgende Tat- 
sachen: Bekanntlich’ besitzt HCl eine intensive Absorptionsbande 
zwischen 3,3 bis 3,8 u, die einen ausgesprochenen Schwingungsisotopie- 
effekt aufweist und daher aus Paaven von Linien besteht. Von diesen 
entspricht die kurzwelligere Linie den Molekeln mit dem Isotop 35, die 
langwelligere solchen mit dem Isotop 37. Ihr Intensitatsverhiltnis ent- 
spricht genau dem Haufigkeitsverhaltnis. Es gibt auBerdem eine viel 
schwachere Bande um 1,2u und eine auBerst schwache um 0,92 UL. 

Man kann nun das zuerst von PruND? verwendete und dann im 
Ultrarotabsorptionsschreiber (URAS) von Lurr® verbessert angewandte 
Prinzip heranziehen: Bekanntlich wird im URAS die Empfangerkammer 
mit dem Dampf der nachzuweisenden Substanz A gefiillt und man laBt 
unzerlegtes Licht einfallen. Nur die Absorptionsgebiete der Substanz A 
werden selektiv absorbiert und der Dampf in der Empfangerkammer 
wird dadurch erwarmt. Er dehnt sich aus und verschiebt dabei eine 
Membran, welche die Belegung eines Kondensators bildet. Durch eine 
geeignete elektrische Schaltung wird die Kapazitatsanderung des Kon- 
densators nachgewiesen. Das zu analysierende Gasgemisch wird nun in 
einer Kiivette in den optischen Strahlengang gebracht. Falls in der 
Kiivette auch Substanz A enthalten ist, wird das Licht, das auf die 
Nachweiskammer wirken kénnte, bereits in dieser Analysekiivette ganz 
oder teilweise absorbiert, so daB die Nachweiskammer weniger stark 
anspricht. Diese Verminderung dient zum Nachweis. 

Bei der praktischen Ausfiihrung miissen zwei Strahlengange mit zwei 
gleichen Nachweiskammern verwendet werden, zwischen denen sich die 
Membran befindet und es wird Wechsellicht bentitzt. Die Analyse- 
kiivette wird nur in den einen Strahlengang eingeschaltet. 


Verfahren fiir HCl. 
Das eben geschilderte Verfahren 14Bt sich auf Mischungen von 
HCl-Isotopen iibertragen, wenn man folgendermaBen vorgeht: Beide 
Nachweiskammern werden mit HCI gefiillt, dessen Chlorisotope gerade 


1 HERZBERG, G.: Molekiilspektren und Molekiilstruktur. I. Zweiatomige 
Molekiile. Dresden u. Leipzig: Theodor Steinkopff 1939, besonders S. 40—43, 
sowie SMITH, L. G.: Rev. Sci. Instrum. 13, 54 (1942). 

2 Prunp, A. H.: Science (Lancaster, Pa.) 90, 326 (1939). 

® Lurr, K.F.: Z. techn. Phys. 44, 98 (1943). 
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das Mischungsverhiltnis 1:1 besitzen. Weiter werden als Filter Kii- 
vetten bendtigt mit stark angereichertem HC135 und HC137, von denen 
jede in je eines der beiden Lichtbiindel eingeschaltet wird und dauernd 
darinnen bleibt. Sie miissen geniigend lang sein und geniigend viel 
Substanz enthalten, damit der in der einen Isotopmolekel absorbierbare 
Anteil vollstandig absorbiert wird. Dazu geniigt es, wenn in beiden 
Filterkammern das Mischungsverhiltnis der Isotope geniigend von 1:1 

verschieden und reziprok zueinander ist, also z.B. 10:1 und 1:10. 
a b Bringt man die zu untersuchende HCl- 
Mischung zusatzlich in das eine Biindel, so tritt 
Vaigore! Anysen- eine Absorption auf. Sie ist nur durch den Gehalt 
kammer kommer an dem einen Isotop bestimmt. Bringt man sie 
in das andere, dann ist nur das andere Isotop 

Ailter- wirksam. 


~7:70 


Diese Aussage gilt in dieser Einfachheit nur 
unter der Voraussetzung, daB sich die beiden 
Linien eines Paares tiberhaupt nicht tiberdecken. 
Nach den vorliegenden experimentellen Beob- 

achtungen besonders von MEYER und Levin! 
Fig. 1. Schema der Anordnung. : : : : i : 
Wiaaen Gam Bale ansaid Place scheinen sich die beiden Linien eines Paares 
weiskammern ist das Verhaltnis_ noch teilweise zu tiberdecken und zwar sowohl 
der Isotopenkonzentrationen : 
angeasben. Bates Messungen 1M der Grundbande, als auch in der Oberbande. 
miissen ausgeftihrt werden: J)as ist aber keineswegs sicher, denn bei einer 
14. Ohne Analysen- und Ver- 7 ‘. " 
gleichskammer, 2. Anordnung Spektroskopischen Messung mit groBer Dispersion 
wiegezeichnet. 3. Analysen-und =~ im Ul]traroten ist die erforderliche ungewohnlich 
Vergleichskammer vertauscht. e : 
Die Filterkammern bleiben bei gute Justierung schwer zu erreichen. In der 
len M ‘1 im Strablen- ss ; 
erent Stabler” yon HERZBERG und Spinks? photographierten 

ersten Oberbande ist der Linienabstand in den 
Paaren sicher 10mal gréBer als die Linienbreite, wahrend sich die Linien 
bei MEYER und LEVIN noch teilweise itiberdecken. Man kann daher ver- 
muten, da sie auch in der Grundbande vollstaéndig getrennt sind. 
Selbst wenn eine teilweise Uberdeckung vorhanden sein sollte, wiirde das 


Verfahren funktionieren, nur ware die Auswertung etwas umstandlicher. 


Nachweiskammer. 


Der Nachweis der in der Kammer absorbierten Energie erfolgt im 
URAS iiber die Messung einer Kapazitatsanderung. Hier soll aber auf 
ein anderes Verfahren hingewiesen werden, bei dem die Erwarmung in 
der Nachweiskammer mit sehr groBer Empfindlichkeit auf optischem 
Wege vorgenommen werden kann, Dazu eignet sich eine von PABST VON 


1 Meyer, Cu. F., u. A. A. Levin: Phys. Rev. 34, 44 (1929) (Fig. 4 und 6). 
* HERZBERG, G., u. J. W. T. Spinks: Z. Physik 89, 474 (1934). 
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OHAIN! angegebene Anordnung. Sie besteht aus zwei gleichdicken 
planparallelen Platten und der beweglichen Membran als dritter Platte. 
Der Strahlengang ist aus Fig. 4 zu ersehen, Das von der Seite einfallende 
Lichtbiindel wird an der zweiten Platte geteilt. Die eine Halfte wird an 
der ersten festen Platte reflektiert, die andere an der Membran. Wenn 
der Abstand zwischen der ersten und zweiten Platte genau gleich grof 
ist, wie der zwischen der zweiten Platte und der Membran, so werden 
die Biindel nach der Reflexion gleichphasig iiberlagert, man erhalt groBe 
Intensitat, unterscheidet er sich aber um eine halbe Wellenlange, dann 
tritt Ausléschung durch Interferenz ein. Man kann auch hier Wechsel- 
licht verwenden und kann iiber einen Photovervielfacher ein Zeiger- 
instrument betatigen. Damit ist aber eine Analyseméglichkeit fiir das 
Isotopenmischungsverhaltnis erreicht, bei der das Ergebnis im wesent- 
lichen an einem Zeigerinstrument abgelesen werden kann, wenn die zu 
untersuchende Substanz in einer Kiivette von bekanntem Druck und 
bekannter Lange in den Strahlengang gebracht wird. 

An der experimentellen Durchfiithrung dieses Verfahrens habe ich 
1943 bis 1944 gearbeitet, die Vorbereitungen dafiir sind neuerdings 
wieder aufgenommen worden. In einer Diplomarbeit (R. TIMKE, Ham- 
burg 1953) wurde das optische Nachweisverfahren aufgebaut und seine 
Empfindlichkeit zur Bestimmung geringer CO,-Konzentrationen gepriift. 
In einer anderen (E. SEGLER) wurde ein Trennrohr fiir HCl-Anreicherung 
in Betrieb gesetzt. 

Die obige Methode soll jetzt mitgeteilt werden, ohne da schon 
Ergebnisse mit dem fertigen Verfahren erzielt worden sind, weil ktrzlich 
eine Arbeit erschienen ist, in der der gleiche Gedanke zur Analyse von 
Kohlensaure mit C13-Gehalt verwendet wird?. 


Erlangen, Physikalisches Institut der Universitat. 


1 Passt von Onarn, H. J.: Ann. Physik (5) 23, 431 (1935). 
2 Kiuyver, J.C., u. J. M. W. Miratz: Physica, Haag 19, 401 (1953). 
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Die Dissoziationswirmen zweiatomiger Molekiile 
vom Typ XX. 
Von 
SHASHANKA SHEKHAR MITRA. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 11. January 1954.) 


Eine Formel fiir die Dissoziationsenergie der zweiatomigen Molekiile des XX-Typus 

wird gegeben. Das Ionisationspotential V des Atoms X und die molekulare Disso- 

ziationsenergie D stehen in einer Beziehung zueinander, die durch die Formel 

V|D* = K oder log V— a log D = b ausgedriickt wird, wobei a, b und K Konstanten 

sind. Mit Hilfe dieser Formel werden die D-Werte verschiedener Molekiile voraus- 
gesagt. 


Von Zeit zu Zeit werden empirische Beziehungen aufgestellt, die die 
verschiedenen spektroskopischen Konstanten zweiatomiger Molekile 
miteinander verbinden. Jedoch gibt es fiir die Dissoziationsenergie nur 
wenige solcher Formeln. Ein Grund hierfiir ist die Anfechtbarkeit der 
experimentellen Daten. MULLIKEN hat gezeigt, daB die Energien der 
molekularen Dissoziation ungefahr proportional den Valenzbindungen! 
sind, die nach HERZBERGs Definition abgeleitet werden. Ungeachtet der 
theoretischen Bedeutung dieser Regel, ist sie fiir die Berechnungen der 
Dissoziationsenergien nicht zu verwenden. Ein praktisches Beispiel zeigt 
es: Die Zahl der Valenzbindungen von H, und Li, ist gleich, namlich 
eins, demnach miiBten nach der Regel von MULLIKEN ihre Dissoziations- 
energien gleich sein, was jedoch iiberhaupt nicht der Fall ist, wie die 
Experimente zeigen. 

VARSHNI® hat kiirzlich gezeigt, da8 die Frequenzen des Grundzu- 
standes der Molekiile des XX-Types in einer Beziehung zum atomaren 
Ionisationspotential stehen. log m, abgetragen gegen log n?V ergibt eine 
Gerade fiir die Elemente einer Gruppe. Hierin bedeutet w, die Frequenz 
des Grundzustandes, » die Hauptquantenzahl der Valenzelektronen und 
V das Ionisationspotential. Da das Ionisationspotential der Atome und 
die Dissoziationsenergie der Molekiile von der gleichen Gré8enordnung 
sind, wurde angenommen, daB eine Beziehung zwischen diesen beiden 
GréBen besteht. Wenn logD gegen logV aufgetragen wird, worin D 
die Dissoziationsenergie der Molekiile vom Typ XX ist, erhalt man eine 
Gerade, womit gezeigt wird, daB folgende Beziehung besteht : 

log V—alog D=b (1) 

1 Jounson, R.C.: An Introduction to Molecular Spectre, S.93. London: 
Methuen & Co. 1949. 

* VarRSHNI, Y. P.: Z. Physik 135, 5, 512 (1953). 


Die Dissoziationswarmen zweiatomiger Molekiile 


oder V 
D*% 


a, bund K sind Konstanten. 
Fig.4 zeigt diese Dar- 


stellung. 

Die Werte 
verschiedenen 
die folgenden: 


I. Gruppe 
IV. Gruppe 
V. Gruppe 
VI. Gruppe 
VII. Gruppe 


a ae 


(2) 


von a fiir die 
Gruppen sind 


a = 0,5337 
a= 0,2553 
a = 00,2917 
a = 0,8800 
a=0,4571. 


Es liegen keine entsprechen- 
den experimentellen Daten 
fiir die II. und III. Gruppe 


der Elemente 


VOI. 


vom Typ XX. 
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Fig. 1. Der Logarithmus der Dissoziationswirme (eV) der 
Molektle vom XX-Typ in Abhangigkeit vom Logarithmus 


der atomaren Ionisationspotentiale (eV). 


Die Giiltigkeit der Formeln wird bestatigt durch die Geraden der 
graphischen Darstellung und die Konstanz von Kk wie sie aus Tabelle 1 
zu ersehen ist. 


Tabelle 1. 
’ V D = iS 

Gruppe Molekiile (Volt) (Volt) K (Mittel) 

H, 13,595 4,476 6,110 

Ex 5,390 1,03 5,307 

Na, 5,138 0,73 6,078 
: K, 4,340 0,514 6,191 5,959 

Rb, 4,176 0,49 6,110 

Cs, 3,893 0,45 5,961 

Cc, 11,265 (3,6) G1 22 8499 
IV Pb, / 7,415 (0,7) 8,122 ? 

a2 7 ed at : 

N, 14,545 12,139(?) 7,021 

Py 10,977 5,031 6,855 
Vv AS, 10,5 3,96 7,028 6,731 

Sb, : 8,64 (3,7) 5,898 

Bi, 8,0 1,70 6,855 

O, | 13,645 5,08 3,256 

5. | 840;357 4,4 2,842 We 
Lie Se, | 9,750 3,55 3,197 A 

Te, 9,007 3,18 3,256 

is 17,422 2,75 10,97 

Cl, 12,959 2,475 8,567 ; 
Vil ur, 11,844 1,971 8,686 a at 

is 10,44 41,5417 8,567 
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Es muB beriicksichtigt werden, daB in vielen Fallen die experimentell 
bestimmten Werte der Dissoziationsenergien nicht sehr genau sind. 
Daher kann keine sehr gute Ubereinstimmung bei der Anwendung der 
Formel (2) erwartet werden. Unsichere Dissoziationsenergien sind ein- 
geklammert. Die Dissoziationswarme des N, ist sehr unsicher und ist 
noch Gegenstand einer Kontroverse’. 

Die experimentellen Werte fiir D und V sind entnommen: 

4, HERZBERG, Molecular Spectra and Molecular Structure, Vol1; 

2. GAyDON, Dissociation Energies and spectra of diatomic molecules ; 

3. HERZBERG, Atomic Spectra and Atomic Structure; 

4. RITCHMYER and KENNERD, Introduction to Modern Physics. 


Einige vorausgesagte Dissoziationsenergien sind in Tabelle 2 ge- 
geben. Die Werte mit * sind aus den von VARSHNI? angegebenen Ioni- 
sationspotentialen berechnet worden. 


Tabelle 2. 
| = Vv D 
Gruppe Molekiile (Volt) (Volt) berechnet 
I Fr, 3,83 0,4368* 
. Si, 8,149 (1,140) 
IV Ge, 8,126 (1,023) 
Sn, 7,332 (0,6692) 
VI Pes 9,440 3,506* 
VII At, 10,4 1,308* 


Der Autor dankt sehr Dr. K. MAJUMDAR und Dr. D. SHarma fiir ihr 
Interesse und férdernde Anregungen bei der Durchfiihrung dieser Arbeit. 
Ubersetzt von Dr. MANECKE und Dr. VeTTER, Berlin-Dahlem. 


Allahabad (India), University, Department of Physics. 


* HERZBERG, G.: Mol. Spectra and Mol. Structure, S. 448. 1951. 
A VARSHNG, YubPisle: 
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Relative Wahrscheinlichkeit 
von Positronenaussendung und Elektroneneinfang 
bei den Isotopen Na’, Mn®, Zn, Br” und Te. 


Von 
ROBERT SEHR, 
Mit 20 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 20. Januar 1954.) 


Mit Zahlrohren und Koinzidenzmessungen werden Isotope untersucht, die Posi- 
tronenemission, A-Einfang und y-Strahlung zeigen. Es werden Absolutmethoden 
zur Bestimmung der Einfanghaufigkeit und der Positronenhaufigkeit angegeben. 
Damit ergeben sich folgende Resultate: bei Na®* erfolgen (9 + 5)% der Umwand- 
lungen durch A-Einfang. Bei Mn*® sind f-Strahlen und K-Strahlen gleichmaBig 
mit y-Strahlen gekoppelt. Das Verzweigungsverhaltnis N,/(N, + N,) ist 0,33) + 0,026. 
Bei Zn® fiihrt der Positroneniibergang nur zum Grundzustand. Eine von anderer 
Seite behauptete weiche y-Komponente existiert nicht. 48,5% der Einfangprozesse 
gehen zum angeregten Niveau von Cu®; das Verzweigungsverhaltnis der Ubergange 
zum Grundzustand ist 0,038;+ 0,002,;. Bei Br‘? gehen alle Positronen und 38% 
der Einfangprozesse zum Grundzustand bei einem Verzweigungsverhaltnis von 
0,023; + 0,003,. Bei Tc** sind Positronen und A-Strahlen gleichmaBig mit y-Strah- 
lung gekoppelt. Die y-Energie ist etwa 1,75 MeV, wenn es sich nur um eine Linie 
handelt. Das Verzweigungsverhaltnis ist 0,012,+ 0,001. Die gemessenen Ver- 


zweigungsverhaltnisse sind samtlich mit der theoretischen Erwartung in Einklang. 


1. Ziel der Arbeit. 


Neben den vieluntersuchten Phanomen des f-Zerfalls (Zerfallswahr- 
scheinlichkeit, Form des $-Spektrums, y-Strahlung und Winkelkopp- 
lungen), ist bei manchen Isotopen noch eine weitere GréBe sowohl der 
Theorie wie der experimentellen Bestimmung zuganglich, namlich das 
Verzweigungsverhaltnis bei solchen Strahlern, die durch Positronen- 
emission und durch Elektroneneinfang zerfallen. Dieses Verhaltnis wird 
von der Fermischen Theorie fiir erlaubte Ubergange streng vorher- 
gesagt!.2. Fiir verbotene Ubergange ist eine weniger strenge Vorhersage 
méglich?, Das Verhaltnis hangt hier noch etwas von dem Matrixelement 
des Uberganges ab. AuBerdem ergeben sich etwas verschiedene Ver- 
haltnisse je nach der Art der Wechselwirkung (Skalar, Tensor usw.). 
Die Unterschiede gegeniiber dem erlaubten Fall sind allerdings bei ein- 
fach verbotenen Ubergangen nicht groB. 


1 MOELLER, C.: Phys. Z. Sowjet. 11, 9 (1937). 

2 YuKawa, M., u. S. SAKATA: Proc. Physico-Math. Soc. Japan 18, 128 (1936). 
3 KonopinskI, E. J., u. G. E. UHLENBECK: Phys. Rev. 60, 308 (1941). 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 35 
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Experimentelle Bestimmungen des Verzweigungsverhaltnisses sind 
von verschiedenen Seiten ausgefiihrt worden (s. Teil 5). Dazu sind im 
allgemeinen Absolutmessungen sowohl der Positronen- wie der Einfang- 
haufigkeit notwendig. Absolute 6-Messungen sind bekanntlich ungenau 
wegen der Einfliisse von Streuung und Absorption. Die Einfangwahr- 
scheinlichkeit wird aus der Haufigkeit der K-Strahlung erhalten. AuBer 
Korrekturen fiir Absorption dieser Strahlung und unvollstandigen Nach- 
weis im Zahlrohr muB noch die Fluoreszenzausbeute und der Anteil des 
Einfanges aus hdheren Schalen beriicksichtigt werden. Aus diesen 
Griinden ist die Genauigkeit der so gemessenen Verzweigungsverhaltnisse 
meist nicht besser als 20%. 


In der vorliegenden Arbeit sollte versucht werden, einen groBen Teil 
der genannten Schwierigkeiten dadurch zu vermeiden, daB die Koin- 
zidenzmethode! verwendet wird, die in vielen Fallen zur Bestimmung von 
absoluten Zerfallshaufigkeiten sehr gut geeignet ist. GooD, PEASLEE und 
DeutscH? haben zuerst 1946 aus Koinzidenzmessungen zwischen Ver- 
nichtungs- und Kerngammastrahlen bei einigen Isotopen auf das Ver- 
zweigungsverhaltnis geschlossen. Im Laufe der vorliegenden Unter- 
suchung ist ferner eine Notiz von Mayor® erschienen, in der mit ahn- 
lichen Methoden wie der hier verwendeten das Isotop Zn** untersucht 
wurde. 


2. Methode. 


Die Untersuchung wurde an solchen Strahlern durchgefiihrt, die 
auBer Positronen und A-Strahlen auch y-Strahlen aussenden. Es wurden 
nur leichte Elemente untersucht (Z < 43), bei denen die K-Strahlung 
leicht von der y-Strahlung zu trennen ist und bei denen keine Kompli- 
kationen durch innere Umwandlung der y-Strahlung entstehen. 


Zihlrohre. Die drei Strahlenarten wurden mit Vielfachzahlrohren 
nachgewiesen. Fiir K- und y-Strahlung haben diese eine bedeutend er- 
héhte Nachweiswahrscheinlichkeit gegeniiber normalen Zahlrohren. 
Fig. 1 zeigt den Aufbau eines Vielfachzaihlrohres fiir y-Strahlen. Es 
besteht aus acht ringformigen Zellen von 9 mm Lange und 29 mm Innen- 
durchmesser, welche in einem Messingzylinder zu einer Einheit zusam- 
mengeschoben sind, Durch gegeniiberliegende Einfrasungen an den 
duBeren Ringwanden werden zwei Kaniale gebildet, die in zusammen- 
geschobenem Zustand an allen Zellen entlang laufen. Sie sind durch 
3ohrungen mit dem Innern der Zellen in Verbindung, so daB diese unter- 
einander kommunizieren, 


' Botue, W., u. H. J. v. BAEYER: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen I, 195 (1935). 
Baryer, H. J. v.: Z. Physik 95, 417 (1035). ; ; 

2 Goon, W., D. PEASLEE u. M. Deutscnr: Phys. Rev. 69, 313 (1946). 

* Major, J. K.: Phys. Rev. 86, 631 (1952) 
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Jede Zelle besitzt eine getrennte Anode in Form einer konzentrischen 
Drahtschleife von 17mm Durchmesser aus 0,1mm dickem Wolfram- 
draht. Diese wird von einer medizinischen Injektionskaniile von 0,8mm 
AuBendurchmesser gehalten, die mittels einer geschliffenen Glasbuchse 
durch den Ring gefiihrt ist. Mit Hilfe einer einfachen Vorrichtung war 
es moglich, die Lage und Form der Drahtschleife innerhalb einer Zelle 
auf 0,5 mm genau zu justieren. Dies war wichtig, um ein einheitliches 
Plateau fiir alle Zellen zu erhalten. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Zellen befanden sich Bleiplattchen von 0,2 mm Dicke. Da Blei an Zahl- 
rohren oft St6rungen verur- Cc 
sacht, sind die Plattchen auf 
beiden Seiten mit Kupfer & Messing 
bedampft. Die Zahlrohre © 4wmizium 
sind mit heibhartendem 
Araldit gekittet und vor der 
Fiullung ausgeheizt. Gefiillt 
sindsie mit 15 Torr Alkohol- 
dampf und 90 Torr Argon. 
Das Plateau legt zwischen 
1050 und 1200V und hat 
einen Anstieg von 3,5 % pro ; 

100 V. Die Betriebsspan- Fig.1. Aufbau eines ste pet Zelle, 
nung war stets 60 V tiber 4 Anoden, B Isolierbuchse, K medizinische Injektionskaniile, 
fer Einsatzspannung. Pb Bleiplattchen, S Absaugstutzen. 


R 
@1SSO(/@/@l@l |——| B 


Auch zum Nachweis der K-Strahlung wurden Vielfachzahlrohre ver- 
wendet, allerdings nur mit 6 Zellen. An der vorderen Stirnseite waren 
die Zahlrohre mit einer Glimmerfolie von 30mm Durchmesser und 
2 mg/cm? Flachengewicht abgeschlossen. Zwischen den Zellen befanden 
sich Goldfolien von 0,2 mg/cm?, die mit Aquadag straff auf die Ringe 
geklebt waren. 

Der Nachweis der weichen K-Strahlen erfolgt in einem solchen Zahl- 
rohr in erster Linie im Gas des Zahlrohres, nicht wie bei y-Strahlen in 
den Wanden. Das Vielfachzahlrohr erlaubt aber die Anwendung eines 
relativ hohen Fiilldruckes, ohne daB durch zu lange Laufzeiten der 
Elektronen das Auflésevermégen fiir Koinzidenzen beeintrachtigt wird. 
Dies wurde durch folgenden Versuch gezeigt. 6-Strahlen aus einem P*- 
Praparat durchsetzten nacheinander zwei Zahlrohre ; als erstes das Priif- 
zahlrohr, als zweites ein gewohnliches f-Zahlrohr, das mit 15 Torr Alkohol 
und 90 Torr Argon gefiillt war (Fig. 2a u.b). Als Priifzahlrohr diente 
zunachst ein Zylinderzahlrohr von 30 mm Innendurchmesser und 0,1mm 
Wandstiarke. In einem zweiten Versuch wurde es durch das Vielfach- 
zahlrohr ersetzt. In beiden Versuchen wurde der Fiilldruck der Zahl- 
rohre mehrfach variiert und die Zahl der Koinzidenzen als Funktion 

35 
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des Druckes gemessen. Sofern keine wahren Koinzidenzen ausgelassen 
werden, muB die Koinzidenzzahl m,, gleich der Zahl n, der im zweiten 
Zahlrohr nachgewiesenen Elektronen (ohne Nulleffekt) sein. Wie man 
aus den Fig. 2a und b entnimmt, ist das jedoch nur so lange der Fall, 
als die an der Koinzidenzstufe einstellbare Auflésezeit (s. dort) eimen 
gewissen Mindestwert nicht unterschreitet, der seinerseits mit steigendem 
Fiilldruck wiichst. Das bedeutet: Sobald die Koinzidenzauflésezeit der 
nachfolgenden elektronischen Schaltung einen gewissen Wert unter- 
schreitet, der kleiner ist als das Zeitintervall, welches die statistischen 
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Fig. 2a u. b. Das Koinzidenzauflésungsvermégen eines Zylinderzahlrohres und eines Vielfachzahlrohres als 


Funktion des Fiilldruckes. Parameter ist das an der Koinzidenzstufe einstellbare Auflésevermégen. Unten 
die experimentellen Anordnungen. 


100 


Schwankungen der Entladungen im Zahlrohr tiberdecken, werden wahre 
Koinzidenzen ausgelassen. 

Man sieht, daB das Vielfachzahlrohr bei gleichem Fiilldruck die Ein- 
stellung einer bedeutend kleineren Auflésezeit gestattet als das Zylinder- 
zahlrohr. Die Zahlrohre wurden schlieBlich bei einem Gesamtdruck von 
280 Torr mit einer Mischung 6,5:1 von Argon und Alkohol betrieben. 
Damit wurde ein Plateau von 90 V erhalten. 

Zum Nachweis der f-Strahlen (Positronen) wurde nur die erste Zelle 
eines K-Zahlrohres verwendet. 


Koinzidenz- und Zahlordnung. Der Nachweis der Einzelausschlage 
und Koinzidenzen erfolgte mit einem Koinzidenzverstirker iiblicher 
Bauart mit Rossi-Stufe. Die Eingangsstufen waren Léschstufen mit 
0,1 V Eingangsempfindlichkeit und 2,2-1074sec Léschzeit. Durch 
Untersuchung der Zihlrohrcharakteristik bei verschiedenen Léschzeiten 
wurde sichergestellt, daB bei den Vielfachzaihlrohren 2,2 - 1074 sec sicher 
lang genug war, um Doppelausschlage zu vermeiden. Die Koinzidenz- 
auflésezeit konnte zwischen 0,3 und 1,5 usec varilert werden. Bei den 
Messungen wurde mit 0,6 usec gearbeitet. Die Einzel- und Koinzidenz- 
auflésezeit wurde wiederholt kontrolliert und war fir alle Korrekturen 
ausreichend konstant. Einzelausschlage und Koinzidenzen wurden 
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gleichzeitig in drei Zahlwerken registriert, um auch schnell abfallende 
Praparate messen zu kénnen. 

Kotnzidenzmethode. Zur Erlauterung der Koinzidenzmethode mag 

folgender einfacher Versuch dienen. Das Praparat befindet sich zwischen 

_ dem K- und dem y-Zahlrohr in einer einmal festgesetzten Geometrie, 

wie in Fig. 3a. Es mége sich zunachst um einen K- und y-Strahler mit 

_ dem Zerfallsschema Fig. 3b handeln, wo jeder EinfangprozeB mit einem 

y-Quant gekoppelt ist. Es mégen N Einfangprozesse pro Minute statt- 

finden. Dann ist die Einzelausschlagszahl/min im K- bzw. y-Zahlrohr: 

n, = p.:N, (1a) 

n, = p,-N. (4b) 

Dabei ist ~, die Wahrscheinlichkeit, daB ein 

EinfangsprozeB zu einem Ausschlag im K- 


Zahlrohr fihrt, p, die Wahrscheinlichkeit, daB A Pa 
ein von der Quelle ausgehendes y- Quant einen oe 
Ausschlag im y-Zahlrohr erzeugt. p, und #, b 
enthalten also alle Einfliisse der Geometrie, y 
der Absorption und des méglicherweise un- 
vollstandigen Nachweises im Zahlrohr, #, ent- a ae 
halt auch die Fluoreszenzausbeute und tragt nae rs 
der Tatsache Rechnung, daB nicht alle Ein- / 
fangprozesse aus der A-Schale erfolgen. Die Hey Ha-o)N C 
Koinzidenzzahl/min ist dann: tf 

in ze / 

My =." Pp, N. (1c) 
Aus diesen Gleichungen folgt: me sean ah RN 

* ae Ny Ny } (2) Erlauterung der Methode. 
Ney 


Diese Gleichung gilt auch noch fiir das viel verwickeltere Zerfallsschema 
Fig. 3c. Hier tritt in (1b) und (1c) statt #, eine kompliziertere GréBe 
auf, die die Nachweiswahrscheinlichkeit fiir die verschiedenen y-Strahlen 
enthalt, aber Gl. (2) wird davon nicht bertthrt. Das kommt daher, daB 
die Wahrscheinlichkeit, einen Elektroneneinfang im K-Zahlrohr nach- 
zuweisen, fiir alle Energiezustande des Endkerns dieselbe ist’. Die 
Methode erlaubt also eine duBerst einfache Absolutbestimmung der | 
Zerfallshaufigkeit von K-Strahlern mit y-Strahlung. Sie gilt auch fir 
B-Strahler, vorausgesetzt, daB es gelingt, die Nachweiswahrscheinlichkeit 
fiir die verschiedenen f-Teilspektren ausreichend gleich zu machen. Bei 
einfachen Zerfallschemata vom Typ Fig. 3b ergibt sich aus den Gln. (1a) 
und (1c) auch die Nachweiswahrscheinlichkeit #, fir y-Strahlen, die 
eine Funktion der Quantenenergie /y ist. 


"1 Kin kleiner Fehler kann dadurch entstehen, daB der Anteil der Einfangung 
in der L-Schale fiir die verschiedenen Energieniveaus nicht genau gleich ist. 
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y-Nachweiswahrscheinlichkeit. Da die Funktion p, (AY) im weiteren 
Verlauf der Messungen oft gebraucht wird, wurde sie in der beschrie- 
benen Weise bestimmt (Fig. 4). Dazu wurden die #--Strahler A 
(hv 0,41MeV), Co® (hv 1,17 + 1,33 MeV), Na (hv 1,38 + 2,75 MeV), 
Al?8 (hy 1,80MeV), ferner der K-Strahler Mn (hy 0,84 MeV), und 
schlieBlich der Positronenstrahler Na?? verwendet. Die Strahler befanden 
sich stets im gleichen Abstand vom Zahlrohr (3 cm von der Stirnseite). 
Dieser Abstand wurde auch bei den spateren Messungen eingehalten. 
Bei Au!%® wurde der geringe EinfluB der inneren Umwandlung der 
y-Strahlung ! beriicksichtigt, 
bei Co® ergibt sich der dop- 
pelte Mittelwert der beiden 
y-Quanten; bei Na*™ erhalt 
man p, fiir 2,75 MeV, wenn 
man ?, fiir das Quant von 
1,38 MeV aus der Messung 
an Co® und Al?8 interpoliert. 
Bei Mn** wurde angenom- 
ye decd Pal & men, daB der Grundzustand 
Fig.4. Nachweiswahrscheinlichkeit des y-Zahlrohres als nicht durch Einfang direkt 
Funktion der Quantenenergie. Die y-Quellen befinden sich etreicht wird, was durch den 
3cm von der Stirnseite des Zahlrohres in der Zahlrohrachse. ara 
Me8punkt nachtraglich ge- 
stiitzt wird. Bei den spateren Messungen wurde die Geometrie von 
Praparat und y-Zahlrohr nicht mehr verandert, so daB die Kurve Fig. 4 
fiir sie gilt. 
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Koinzidenzmessungen an Positronenstrahlern. Die Bestimmung der 
absoluten Praparatstarke von Positronenstrahlern mit y-Strahlung kann 
in derselben Weise erfolgen wie bei AK- oder B--Strahlern, doch tritt 
hier eine Komplikation durch die Vernichtungsstrahlung auf. Bei einem 
Zerfallschema analog Fig. 3b andern sich die Gln. (1) um in: 


n, = pp: N | 
n, = (p, + 2p,)N (3) 
te, = Pp by N, | 
wobei #, die Nachweiswahrscheinlichkeit fiir die Vernichtungsstrahlung 
(Ay 0,51 MeV) ist. Man erhalt fiir die absolute Zerfallshaufigkeit 


N = 76:™ . Py 
may” Py + 2Py (4) 


Dabei muB das Verhaltnis ,, (p, + 2p,) aus der Kurve Fig. 4 ent- 
nommen werden. AuBerdem muB man die Anordnung so einrichten, da 


‘ Saxon, D., u. R. HELLER: Phys. Rev. 75, 909 (1949). 
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Koinzidenzen durch die Vernichtungsstrahlung der im p-Zahlrohr nach- 
gewiesenen Positronen und durch die im Praparat vernichteten Posi- 
tronen nicht stéren. 

Leider hat sich gezeigt, daB es keinen reinen Positronen- und y-Strah- 
ler mit dem Zerfallsschema Fig. 3b gibt. Auch Na®2, das zuniichst ge- 
eignet schien, hat daneben noch K-Einfang. Daher sind zur Absolut- 
messung von /*-Zerfallshaufigkeiten weitere Methoden notwendig. 


Relativmessung der Positronenzerfallshdufigkeit. Die Vernichtungs- 
strahlung bietet eine sehr einfache Méglichkeit, Relativmessungen der 
B*-Zerfallshaufigkeit, unabhangig von irgendwelchen gleichzeitig auf- 
tretenden anderen Strahlungen, zu machen. Dazu dient die Anordnung 
Fig. 5. Zwei Vielfachzahlrohre stehen sich in einem Abstand von 22 cm 
axial gegentiber. Auf der 
Achse befindet sich das von =< Sa iy et Ae 
Aluminium umgebene, kreis- ae Se ee 


férmige Praparat von 6 mm 


: 0 7 
Durchmesser. Es ist asym- UE ie 
metrisch so angebracht, daB Fig. 5. Anordnung zur Messung von Vernichtungskoinziden- 
hae a zs 
alle Zwillingsquanten der von zen. PSiIund PS2 Praparatstellung 1 und 2. 


der ausgedehnten Quelle in 

den Raumwinkel 2, ausgestrahlten Vernichtungsquanten das zweite 
Zahlrohr durchsetzen. Dadurch wird die Koinzidenzhaufigkeit fast 
unabhangig von der flachenhaften Ausdehnung des Praparates die im 
ubrigen bei allen Messungen etwa dieselbe war. Die Haufigkeit der 
Koinzidenzen, die nicht von Vernichtungsquanten herriihren, das sind 
1. kosmische und zufallige, 2. Koinzidenzen von Kerngammaquanten 
miteinander und mit Vernichtungsquanten, wird dadurch bestimmt, daB 
das Praparat senkrecht zur Achse der beiden Zahlrohre um 1,8 cm ver- 
schoben wird!?. 

Diese Anordnung bedarf nun einer einmaligen Absoluteichung mit 
einem Positronenstrahler bekannter Zerfallshaufigkeit. Diese Absolut- 
eichung wurde mit Na”? durchgefiihrt, dessen Zerfallshaufigkeit auf dem 
im folgenden beschriebenen Wege bestimmt wurde. 


Absoluteichung eines Na®?-Priparates. Die Methode ist zunachst ahn- 
lich einer von BRADT? angegebenen. Unsere Anordnung (Fig. 6) ahnelt 
der vorigen (Fig. 5), jedoch sind die Abstande der Zahlrohre vergr6Bert ; 
eine Bleiblende vor dem weiter entfernten Zahlrohr1 definiert den 


_ | Die beiden y-Quanten, die bei der Vernichtung eines Positrons entstehen, 
werden im Schwerpunktsystem in entgegengesetzter Richtung emittiert. Die Ab- 
weichung von dieser Richtung im Laborsystem ist kleiner als 1° Daher war die 
angegebene Verschiebung des Praparates ausreichend, um alle Vernichtungs- 
koinzidenzen in der Praparatstellung 2 zu unterdriicken. 

2 Brapt, H.: Helv. phys. Acta 17, 59 (1944). 
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Raumwinkel der eintretenden Strahlung und sorgt dafiir, dab alle ein- 

tretenden Quanten im Zahlrohr dieselbe Nachweiswahrscheinlichkeit 

haben. Wenn ein Vernichtungsquant in Zahlrohr 1 eintritt, durchsetzt 

das entgegengesetzte Quant mit Sicherheit das nahere Zahlrohr 2. Die 

etwas groBere Bleiblende vor Zahlrohr 2 dient nur zur V erminderung der 
AWA si B Ia 8B ZR2 


nia 


024 6 8 0 t2cm 


Fig.6. Anordnung zur Bestimmung des Verzweigungsverhaltnisses am Na™. B Pb-Blende, P Praparat. 


an sich schon seltenen Koinzidenzen zwischen Kerngamma- und Ver- 
nichtungsquanten. 

In dieser Anordnung ergeben sich fii. Na? (Zerfallschema Fig. 7) : 
folgende Gleichungen fiir die Einzelausschlage in Zahlrohr1 und die 


Koinzidenzen o ‘ ’ ‘ 
ee oe et) €,,(N, + N,) 
1 vil yl é 
4a 4x (5) 
n — o . 2¢ +e 4 N 
= re eel ee wi G- AM 
eh v1’ &2 


Hier ist m der wirksame Raumwinkel, ¢,,, &,, die Wahrscheinlichkeit, 
daB ein durch das Volumen von Zahlrohr 1 bzw. 2 durchgehendes Ver- 
nichtungsquant zu einem Aus- —& 3g 
schlag fiihrt, ¢,, dasselbe in 


Nachwelswahrscheintichkert « 
re r 


18 ee | : , 
ge 46 600 HB a2 BB MeV 
Quantenenergie 
Fig. 7. Zerfallsschema von Na™, Fig. 8. Nachweiswahrscheinlichkeit des Z4hlrohres1 in 


Fig. 7 fiir y-Strahlen verschiedener Energie. 


Zahlrohr 1 fiir die Kerngammastrahlung von 1,28 MeV, N, , N, die Posi- 
tronen- bzw. Einfangshaufigkeit pro Minute. Aus diesen Gleichungen 
kann man N_ und N, bestimmen, wenn man den Raumwinkel als durch 
die Geometrie gegeben annimmt, wie das BRApT getan hat. Die GréBen 
La?) . es we 

= ‘€,,, die den friiheren GréBen #, (hy) entsprechen, 
wurden aus einer fiir die neue Geometrie gemessenen Kurve (Fig. 8) 
bestimmt!. Die GréBen ¢,, und e,, kénnen als gleich angenommen 
werden, was durch Vertauschen der Zahlrohre gezeigt wurde. 


*€  , und 


1 Fiir diese Kurve wurden mir von Herrn K. HernzeE nach der oben beschrie- 


benen Methode absolut gemessene Praparate zur Verfiigung gestellt, wofiir ich 
ihm herzlich danken méchte. 
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Weil die Berechnung des Raumwinkels aus der Geometrie doch 
unsicher erschien, wurde schlieBlich das Verfahren noch erganzt durch 
eine Messung mit reinen Positronenstrahlern ohne Kerngammastrahlung 
(N¥ und C#). In diesem Fall wird: 


; - 2 . oy 

nh = Ge 281° N, 
; s* [a2 ) ies N (6) 
Ny. = ne AS, * 49° 4 + 


also: 
My 9/ My = Ex2- 


Damit ist in Gl. (5) die Kenntnis 
von @ nicht mehr notwendig. Das 
Ergebnis ist bei den Messungen an 
Na*®* beschrieben. Eine so absolut 


é Fig. 9. Anordnung zur Messung von K y-Koinzi- 
bestimmte Quelle wurde dann lau- denzen. K K-Zahlrohr, y y-Zahlrohr, H Magnet- 


fend zur Eichung der Anordnung feld, P Praparat, M Metallstreifen zur Absorption 
der Positronen, A Vorrichtung zum Einschieben 


Fig. 5 verwendet. von Absorbern B Blende, 


Anordnungen fiir Strahler mit Positronenaussendung und Elektronen- 
etnfang. Die in dieser Arbeit untersuchten Isotope zeigen alle beide 
Arten des Zerfalls. Die Positronenhaufigkeit wurde in allen Fallen mit 
der obigen Anordnung Fig. 5 gemessen. Um auch Ky- und fy-Koinzi- 
denzen getrennt messen zu kénnen, wurden die folgenden Anordnungen 
verwendet: 

Ky-Koinzidenzen wurden bei magnetischer Ablenkung der Posi- 
tronen gemessen (Fig. 9). Dabei befand sich das Praparat in dem 1,5cm 
breiten Luftspalt eines Elektromagneten. Bei einem Poldurchmesser 
von 4cm erzeugte dieser eine maximale Feldstarke von 4800 GB. Sie 
reichte in allen Fallen aus, um die Positronen vom K-Zahlrohr wegzu- 
lenken und ihre Bahnen innerhalb des Feldes aufzurollen. Die aus den 
auBersten Randbereichen des kreisf6rmigen Praparates austretenden 
Positronen, deren Bahnen nicht mehr ganz innerhalb des Feldes ver- 
laufen, wurden durch eine Blende vor dem K-Zahlrohr absorbiert. Der 
von Praparat und Zahlrohr aufgespannte Raumwinkel wurde durch diese 
Blende jedoch nicht beeintrachtigt. AK-Zahlrohr und y-Zahlrohr waren 
im rechten Winkel zueinander um das Pradparat gruppiert. Dadurch 
wurden Koinzidenzen zwischen Vernichtungsquanten fast vollig ver- 
mieden. Zwischen den Polschuhen des Magneten befand sich eine ein- 
fache Haltevorrichtung, in welche die einheitlichen Praparattrager ein- 
geschoben werden konnten und in vorgeschriebener Stellung gehalten 
wurden. 

Die Zahl der wahren Ky-Koinzidenzen und der nachgewiesenen 
K-Quanten wurde aus Differenzmessungen ermittelt. Hierbei wurden 


Hees ROBERT SEHR: 


abwechselnd Einzelausschlagszahlen und Koinzidenzen mit und ohne 
Absorption der K-Strahlung vor dem K-Zahlrohr gemessen. Die zur 
vollstandigen Absorption der K-Strahlung erforderliche Absorberdicke 
wurde aus der vorher aufgenommenen Absorptionskurve der K-Strah- 
lung ermittelt. 

fy-Koinzidenzmessungen wurden in der in Fig. 10 dargestellten An- 
ordnung gemacht. Die Anderungen gegeniiber der Anordnung Fig. 9 
bestanden darin, daB erstens zum Nachweis der $-Strahlen nur die erste 
Zelle des K-Zahlrohres benutzt wurde, und zweitens, daB die Achse der 
Zelle mit der des y-Zahlrohres einen Winkel von etwa 130° einschloB. In 
dieser Anordnung kénnen 


Se ‘i ; 

ad te Koinzidenzen zwischen y- 
7 ~ ‘ 

e oy * 07234 5em Quanten und Positronen 
‘ i ' 


von verschiedener Energie 
gemessen werden, indem 
das Magnetfeld variiert 
wird. Auf diese Weise laBt 
sich entscheiden, ob alle 
; Positronen _ gleichmaBig 

Fig. 10. Anordnung zur Messung von §y-Koinzidenzen. mit y-Strahlung gekoppelt 

sind. 

Die gesamte Koinzidenzrate bei # y-Koinzidenzversuchen in dieser 
Anordnung setzt sich zusammen aus wahren Positronen-Gamma-Koinzi- 
denzen, aus kosmischen und zufalligen Koinzidenzen, sowie aus Ver- 
nichtungskoinzidenzen. Die letztgenannten entstehen dadurch, daB ein 
Positron im #-Zahlrohr vernichtet wird, und ein Vernichtungsquant, 
das diesem Proze8 entstammt, im y-Zahlrohr nachgewiesen wird. Die 
Haufigkeit dieser Prozesse ist proportional der Zahl der im f-Zahlrohr 
nachgewiesenen Positronen #3. Sie kann daher in Einheiten dieser 
GréBe angegeben werden. 

Aus Kontrollmessungen an dem nur Positronen emittierenden C"™, 
wo also nur solche Vernichtungskoinzidenzen n;, auftreten kénnen, 


ergab sich m3, = 8,9 - 10-5 5. Mit diesem Wert wurden alle Messungen 
korrigiert. 
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Die Préparatiréger. Zur Erhaltung einer einheitlichen Geometrie bei 
allen Messungen, was wegen der geeichten Anordnung von groBer Wich- 
tigkeit war, wurden aus 1,0 mm starkem Aluminiumblech gleiche Pra- 
parattrager gestanzt, welche in die Haltevorrichtungen der einzelnen 
Anordnungen eingeschoben werden konnten. Sie waren quadratische 
Plattchen von 15mm Kantenlange mit einer kreisférmigen, zentralen 
Vertiefung von 6mm Durchmesser. Die meist pulverfoérmigen Sub- 
stanzen wurden in dieser Aushéhlung von 1,5 mm Tiefe homogen ver- 
teilt. Fiir Ay- und fy-Koinzidenzmessungen wurden die Praparate in 


~— 
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dieser Form benutzt. Fiir yy-Koinzidenzmessungen wurde die offene 
Seite des Tellers mit einem Al-Plattchen von gleichen Abmessungen be- 
deckt. Die beiden Plattchen, zwischen denen sich die aktive Substanz 
befand, wurden dann in der klammerihnlichen Haltevorrichtung der 
Anordnung zusammengedriickt. 

Wenn die Praparate offen verwendet werden, kommt die Vernich- 
tungsstrahlung im y-Zahlrohr nicht voll zur Wirkung. Die Zahl der 
Ausschlage durch Vernichtungsstrahlung vermindert sich, wie experi- 
mentell festgestellt wurde, um etwa 11°%. 


3. Messungen und Ergebnisse. 


Die Praparate wurden durch Bestrahlung mit Deuteronen aus (d,«)- 
oder aus (d,)-Prozessen im Heidelberger Zyklotron hergestellt. Zur Er- 
zielung einer groBen spezifischen Aktivitat, die fiir den Nachweis der 
K-Strahlung wichtig ist, wurden nach allen Bestrahlungen chemische 
Trennungen ausgefiihrt. Von jedem untersuchten Isotop, auBer Na”? 
und Zn*®, wurden mehrere Praparate hergestellt und gemessen. 

Die verschiedenen Koinzidenzmessungen wurden abwechselnd iiber 
mehrere Halbwertzeiten bis zum vdélligen Abklingen der untersuchten 
Aktivitat ausgefiihrt (auBer Na?? und Zn®). Da in mehreren Fallen das 
zu messende Isotop nicht rein darstellbar war, muBten die registrierten 
Impulszahlen fiir die jeweils anwesende radioaktive Verunreinigung 
korrigiert werden. Zu diesem Zweck wurden die Messungen der Einzel- 
zahlraten solange fortgesetzt, bis die Halbwertzeit der Fremdaktivitat 
genau bestimmt werden konnte. Sofern sich auch in der Abfallskurve 
der Koinzidenzen ein Untergrund zeigte, wurde dieser mit Hilfe der aus 
den Einzelimpulsen berechneten Halbwertzeiten subtrahiert. 

Bei einigen der untersuchten Isotope war die zu den Koinzidenz- 
messungen erforderliche MeBzeit T von gleicher GréBenordnung wie die 
Halbwertzeit der untersuchten Praparate. Daher muBte bei der Be- 
rechnung der zufalligen Koinzidenzen deren zeitlicher Abfall innerhalb 
der Zeit T beriicksichtigt werden. Die Haufigkeit der zufalligen Koin- 
zidenzen ist 152+ ,°M,° T; tT = Koinzidenzauflésevermégen. Ist A 
die Halbwertzeit der untersuchten Substanz, so nehmen die Zahlraten n, 
bzw. n, gemaB exp(— At) ab und die Gesamtzahl der zufalligen Koinzi- 
denzen innerhalb der MeBzeit T ist: 


ae 4— exp(— 2AT) 
fh. = Cie eit Bat dt = 21 My: Me" rt cena Te 
mit m,, m, gleich Ausschlagzahl im Zahlrohr 1 bzw. 2 in der Zeit T. So- 
bald T gréBer als die vierfache Halbwertzeit wird, gilt mit guter Nahe- 
TUNE 5 = T° M+ My° A. 
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Na. Bei Na22 ist die K-Strahlung wegen ihrer Weichheit der Mes- 
sung kaum zuganglich. Die Bestimmung des Verzweigungsverhaltnisses 
benutzt daher das Intensitiatsverhaltnis der Kerngammastrahlung zur 
Vernichtungsstrahlung nach der oben bei der Absolutmessung von Posi- 
tronenaktivititen beschriebenen Methode. Na®* lag als NaCl vor; als 
reine Positronenstrahler ohne Kerngammastrahlung wurden C™ und N¥® 
verwendet. Bei allen Substanzen wurden die von der Quelle in Zahlrohr 4 
verursachten y-Ausschlage , sowie die Vernichtungskoinzidenzen 7, 9 ge- 
messen. Der Koinzidenznulleffekt, bestehend aus Ultrastrahlkoinzi- 
denzen, zufalligen Koinzidenzen, und bei Na®* Koinzidenzen zwischen 
Kerngamma- und Vernichtungsquanten, betrug bei Na®* nur 0,3 %, bei 
sehr starken Praparaten von C! und N™ weniger als 1% der Koinzidenzen. 
Das Verhiiltnis 2,,/n, ergab sich fiir Na®* zu (1,60+0,02,)- 10°, fur 
C4 und N!8 zu (2,58-+ 0,04) - 1072. Letztere Zahl ist gleich ¢,, in Gl. (5) 
und (6). Fiir 1,,/, bei Na?? kann man also schreiben: 


i qq 201 N, + 2,58* 10" 
cH Mitt Csi ko — 
n ‘ m a &. N,. +N, 
‘ 4 2eerNi (1+ 57 x) 
7 #€o1 + 
be 2,58- 107? 
~ 4 on MN 
Jas, N, 


Dabei wird das Verhaltnis 1 aus der Kurve Fig. 8 entnommen. 
é 


Es ergibt sich schlieBlich das Verzweigungsverhiltnis N,/(N, + N,) zu 
0,91, + 0,04. 

Danach zeigt Na®* beim Ubergang zum angeregten Na®? neben Posi- 
tronen auch A-Einfang, wenn auch nur im Umfang des doppelten mitt- 
leren statistischen Fehlers der Messung. Friiher hat Botrur! durch 
direkte Untersuchung der A-Strahlung gezeigt, daB jedenfalls nicht mehr 
Einfangprozesse als Positronenaussendungen stattfinden. Goop, PEAs- 
LEE und DeutscuH®? haben eine der unseren sehr ahnliche Methode an- 
gewandt und finden als Verzweigungsverhaltnis 1,00 + 0,05. Allerdings 
verwenden sie als reinen Positronenstrahler Cu®*, das nach neueren 
Messungen® in 5% der Zerfalle 1,34 MeV Kerngammastrahlung aussendet. 
Bei Beriicksichtigung dieser Strahlung erniedrigt sich ihr Wert um einige 
Prozent, so daB kein Widerspruch mit unserer Messung besteht. | 


, Mn. Dieses Isotop (Halbwertzeit 6,2“) wurde durch die Reaktion 
Fe(d,a)Mn erhalten. Die Herstellung der Praparate geschah auf fol- 
gendem Wege: Etwa 8 Std bestrahltes, chemisch reinstes Eisenpulver 


Fetpeiicet W.: S.ber. Akad. Wiss. Géttingen, Math.-naturwiss. Kl. 1945. 
‘ Goop, W., D. PEASLEE u. M. Deutscu: Phys. Rev. 69, 313 (1946). 
Bravt, H., P. GuGELot u. P. SCHERRER: Helv, phys. Acta 19, 219 (1946). 
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wurde in heiBer, konzentrierter Salpetersaure gelist. Dieser waren vor- 
her je 4mg MnSOQ, und CoSO, als Trager zugesetzt worden. Aus der 
kochenden Lésung wurde nun Mn als MnO, durch Zugabe von festem 
KCIO, gefallt. Nach etwa 20 min wurde dekantiert und der Niederschlag 
mit heiBem Wasser ausgewaschen. Zur Reinigung wurde das MnO, in 
einer sauren Lésung von H,O, wieder gelést und die oben beschriebene 
Fallung wiederholt. Das gereinigte MnO, wurde abfiltriert, getrocknet 
und gegliht. Die pulverférmige, aktive Substanz wurde dann in der 
vorher mit Zaponlack angefeuchteten Vertiefung des Praparattriagers 
homogen verteilt. Die Oberflaichendichte der Praparate betrug etwa 
10mg/cm?. Die Messungen wurden ungefahr 

10 Std nach Bestrahlungsende begonnen. Cr? Mn*? 

Das sich aus der Spektroskopie der f- und 
y-Strahlung ergebende Zerfallsschema des Mn® 
ist in Fig.11 wiedergegeben. Danach wird durch 
Positronenaussendung nur das héchste Niveau 
von Cr? besetzt. Nach der Theorie ist anzu- 
nehmen, da®8 dann auch der Elektroneneinfang 
nicht auf die tieferen Niveaus erfolgt. Dies wurde 
durch AK y-Koinzidenzen in der Anordnung Fig.9 — ; 

ps = B is Fig. 11. Zerfallsschema des Mn52 
geprift. Das Praparat enthielt auBer Mn*? noch nach  Spektrometermessungen. 
Mn* (Halbwertzeit 310%), dessen Strahlungen 
durch Differenzbildung eliminiert wurden. Es ergab sich fiir Mn*? als 
Verhaltnis Ky-Koinzidenzen zu K-Ausschlage n,,,/n, = (2,91 + 0,09) 10°. 
Wenn beim Elektroneneinfang dasselbe Niveau wie bei der Positronen- 
aussendung besetzt wird, erwartet man fiir 1,,/”, die Summe der y- 
Nachweiswahrscheinlichkeiten (Fig. 4) fiir die drei y-Strahlen, das ist 
2,97-10-3, in guter Ubereinstimmung mit dem experimentellen Ergebnis. 

Fiir Mn*4 ergab sich in Ubereinstimmung mit fritheren Messungen!?, 
daB der Grundzustand nicht direkt erreicht wird, mit einer statistischen 
Unicherheit von 3%. 

Zur Bestimmung des Verzweigungsverhiltnisses wurde noch die 
absolute Positronenaktivitat aus der Anzahl der Vernichtungskoinzi- 
denzen »,,, in der Anordnung Fig. 5 gemessen. Fig. 12 zeigt ein Beispiel 
einer vollstandigen MeBreihe. AuBer n,,,, der A y-Koinzidenzhaufigkeit 
n,,, und der K-Ausschlagszahl », wird noch die y-Ausschlagshaufigkeit 7, 
gemessen. Aus der Positronenaktivitat kann man auf die mit ihr zu- 
sammenhangende y-Strahlung schlieBen. Zieht man sie von m, ab, so 
erhalt man die Zahl der mit dem Elektroneneinfang zusammenhangenden 
y-Strahlen. Das Verzweigungsverhaltnis ergibt sich schlieBlich zu 
N,/(N, a i N,) a 0,339 Ba 0,02- = 


1 Deutscn, M., u. L. G. Ertror: Phys. Rev. 65, 277 (1944). 
2 Marer-LeIBNITz, H.: Z. Naturforsch. 1, 243 (1946). 
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Goop, PEASLEE und DeutscH!? erhielten mit derselben Methode wie 
bei Na2? den Wert 0,35 +0,02, in guter Ubereinstimmung mit unserem 
Resultat. 

Zn®®. Die Herstellung des Zn®-Praparates geschah auf folgende 
Weise: Am Kopf der Sonde des Zyklotrons wurden zundachst einige 
Milligramm aktives Messing abgeschabt. Zusammen mit kleinen Stiicken 
von bestrahlten Cu-Folien? wurde es in 3 cm* 50%iger Salpetersaure 
aufgelist. Es wurde verdiinnt, und 3 cm* konzentrierte Schwefelsaure 
zugegeben. In einem kleinen 
DurchfluBgefaB wurde nun bei 
0,5 Amp das Cu elektrolytisch 
abgeschieden. Nach seiner quan- 
titativen Entfernung wurde die 
Lésung mit Natronlauge neu- 
tralisiert und das Zn bei 0,3 Amp 
niedergeschlagen. Da auch hier- 
bei mit stré6mendem Elektro- 
lyten gearbeitet wurde, war die 
Abscheidung quantitativ. Als 
Kathode diente der Praparat- 
Fig. 12. Zeitliche Abfallskurven der K y-Koinzidenzrate, trdger selbst, der vorher ober- 
der Vernichtungskoinzidenzrate, sowie der K- und flachlich verkupfert wurde. Um 
y-Zahlraten am Mn. oe sind mit 10? zu erreichen, daB sich das Zn 

nur in der Vertiefung des Platt- 
chens niederschlug, war die iibrige Oberflache mit einem Isolierlack be- 
strichen. Die Oberflachendichte der Quelle betrug 19 mg/cm?. 

Die zur Zeit vorliegenden MeBergebnisse am Zn® gehen in einem 
wesentlichen Punkt auseinander. Nach den Spektrometermessungen von 
DevutscH’ und Mitarbeitern, sowie von JENSEN‘ und Mitarbeitern emit- 
tiert dieses Isotop ein einfaches f-Spektrum mit einer Maximalenergie 
von 0,32 MeV und eine einzige y-Linie von 1,11 MeV. Goop und Pra- 
cock® fanden aus Koinzidenzmessungen, daB alle Positroneniibergange 
in den Grundzustand des Endkernes fiihren und die y-Linie ausschlieB- 
lich als Folge von Einfangprozessen emittiert wird. 

Demgegeniiber wurde in zwei anderen Arbeiten eine weitere y-Linie 
von 0,22 MeV in Koinzidenz mit dem Positronenspektrum gefunden‘, ?, 


Anzahl der Impulse 


1 Goon, W., D. PEASLEE u. M. DEutscH: Phys. Rev. 69, 343 (1946). 

2 Diese dienten bei friiheren Bestrahlungen von pulverférmigen Substanzen 
als Umbhiillung. 

3 Devutscu, M., J. Roperts u. L. G. Ertiot: Phys. Rev. 61, 389 (1942). 

* JeNnsEN, E., J. Lastett u. W. W. Pratt: Phys. Rev. 75, 458 (1950). 
Goop, W., u. W.C. Peacock: Phys. Rev. A 69, 680 (1946). 
F Watase,Y., J. Ironu. E. TAKEDA: Proc. Physico-Math. Soc. Japan 22, 90 (1940). 
‘ ConEN, R.A., u. J. D. Kursatov: Phys. Rev. A 78, 318 (1950). 
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Zur Priifung dieser Angaben wurden K y-Koinzidenzversuche in der 
Anordnung Fig. 9 in zweifacher Weise ausgefiihrt. Zundchst wurden 
Koinzidenzen zwischen y-Quanten einerseits und Positronen plus 
K-Quanten andererseits gemessen. Dabei wurde das y-Zahlrohr mit 
Bleiabsorbern verschiedener Dicke abgedeckt. Die magnetische Feld- 
starke war so gewahlt, daB die Ausschlagzahl im £-Zahlrohr maximal 
_ war. Das Ergebnis dieser Messungen ist in Fig. 13 graphisch dargestellt. 
Wie hieraus hervorgeht, bleibt die Koinzidenzhaufigkeit bei steigender 


Absorberdicke ungeandert. 1 


Ein zweiter Versuch bestand darin, bei § "2 
variabler Feldstarke Koinzidenzen zwi- iS ‘ ot t 
schen y- Quanten und Positronen von ver- © a } 
schiedener Energie nachzuweisen. Nach % ‘at | | | 
Abzug der Stérkoinzidenzen verblieben 8 - 
yo Q2. Of  O6mm ae 


jedoch keine echten Koinzidenzen, die als Pic Alaa hnidicle 

solche zwischen Positronen und y-Strah- gig 13, Koinzidenzen zwischen y-Quanten 

len hatten interpretiert werden kénnen. und Positronen plus K-Quanten bei zu- 
- ‘ . a nehmender Pb-Absorberdicke vor dem 

Das Ergebnis dieser beiden Versuche »-Zahirohr. 
lautet also: alle Positroneniibergange 
gehen in den Grundzustand des Endkernes. Aus dem ersten Versuch 
folgt dariiber hinaus, da8 auch mit den Einfangprozessen keine starke 
weiche y-Strahlung gekoppelt ist. 

Um nun den Anteil der K-Einfange auf das 1,11 MeV-Niveau an der 
gesamten Einfangaktivitat zu bestimmen, wurden K y-Koinzidenzen in 
der Anordnung Fig.9 gemessen. Die K-Einzelausschlage n, und Ky- 
Koinzidenzen m,, wurden durch Differenzbildung aus Messungen mit 
und ohne 39 mg/cm?-Silberabsorber bestimmt. Das Verhaltnis ,,,/n, 
ergab sich zu (0,50,+0,001,)10~%. Waren alle K-Einfange mit der 
1,11 MeV-y-Strahlung gekoppelt, so ware nach Fig. 4 ,,/n, = 1,04 - 107%. 
Demnach gehen nur (48,5 + 2)% der Einfange zum angeregten Niveau, 
der Rest zum Grundzustand. 

SchlieBlich wurde, genau wie bei Mn*, die absolute Positronenakti- 
vitat bestimmt. Damit konnte der Anteil der Vernichtungsgammastrah- 
len von den gesamten y-Ausschlagen abgezogen werden. Aus den rest- 
lichen y-Ausschlagen ergab sich die absolute Haufigkeit der K -Uberginge 
ins angeregte Niveau, mit der obigen Messung auch die derjenigen in 
den Grundzustand und damit schlieBlich das Verzweigungsverhaltnis 
der Uberginge in den Grundzustand N,/(N, + N,) zu 0,0035; + 0,0023. 
Das Zerfallsschema von Zn® mit den hier erhaltenen Werten ist in Fig. 14 
dargestellt. 

Der Vergleich des hier gemessenen Verzweigungsverhiltnisses (Ta- 
belle 1) mit den von anderen Autoren gemessenen zeigt eine brauchbare 
Ubereinstimmung. 


a 
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Tabelle 1. Verzweigungsverhaltnis N,/(N, + N,) fur 
den Zerfall von Zn® in den Grundzustand von Cue 


WatTasE, IroH und TAKEDA! . 3,56 % 

Goop wad Pracock*:-). -.-- 3,94 % 

ZUMWALI!: ses 4 > eS 5,05 % 

Fig. 14. Zerfallsschema von Zn"* mit Mayor**. M5 hes 2 6s eo ee % 
den hier gemessenen Zerfalls- SEHR (3,85 + 0,23) % 


haufigkeiten. 


Br7?, Die Br-Praparate wurden auf folgende Weise hergestellt: Etwa 
10 Std bestrahltes SeO, (d,n-ProzeB) wurde zusammen mit 5 mg KBr 
und der gleichen Menge Arsensaure in einem Schiitteltrichter mit ver- 
schlieBbaren Offnungen in 50 cm? warmen Wasser gelést. Die waBrige 
Lésung wurde mit dem anderhalbfachen Volumen Chloroform tiber- 
schichtet. Nach tropfenweiser Zugabe von Chlorwasser wurde das GefaB 
sofort fest verschlossen und geschiittelt. Dabei wurde das durch das 
Chlor freigemachte molekulare Brom in Chloroform gelést und so aus 
der waBrigen Phase extrahiert, in der die Aktivitaten von Se und As 
zuriickblieben. Aus dem Chloroform wurde das Brom durch Schiitteln 
mit einer KCO,-Lésung als KBr in die waBrige Phase zuriickgefiihrt, 
mit HBr neutralisiert und eingedampft. Die noch fliissige, jedoch stark 
konzentrierte KBr-Lésung wurde in die Vertiefung des Praparattragers 
getropft und darauf im Ofen getrocknet. Wegen der hygroskopischen 
Figenschaft der Substanz wurde der Teller mit einer diinnen Cellophan- 
folie. verschlossen. Die Oberflachendichte betrug durchschnittlich 
15 mg/cm?. 


Die Messungen begannen etwa 7 Std nach Bestrahlungsende. AuBer 
dem 34”"Br®* waren nach dieser Zeit alle bei der Bestrahlung noch mit- 
entstandenen Br-Isotope soweit abgeklungen, daf sie die Messungen 
nicht mehr stérten. Da das Br** nur f- und y-Strahlen emittiert, hatte 
es weder einen Einflu8 auf die A y-Koinzidenzmessung noch auf die 
Vernichtungskoinzidénzen. Es machte sich lediglich in den gemessenen 
Gammastrahlintensitaten bemerkbar und konnte durch Analvse der zeit- 
lichen Abfallskurve eliminiert werden, 


Wegen der geringen Positronenintensitat wurden an allen Praparaten 
zunichst tiber 3 bis 4 Tage ohne Unterbrechung nur Vernichtungskoin- 
zidenzen gemessen. Dabei wurde zur Festlegung des zeitlichen Abfalls 
in gewissen Zeitabstinden die in Praparatstellung 1 und 2 gemessenen 


* Watase, Y., J. Iron u. E. Takepa: Proc. Physico-Math. Soc. Japan 22, 
90 (1940). 

* Goon, W., u. W.C. Peacock: Phys. Rev. A 69, 680 (1946). 

* Zumwatt, L. R.: Plutonium Projekt Record, Mon-N-432, 54, 1947. 

SNIATORS | hiss Phys. Rev. 86, 631 (1952) 
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Koinzidenzzahlen abgelesen. Sobald die Statistik dieser Messung eine 
Genauigkeit von etwa 2,5 % ergab, wurde das Praparat in der Anordnung 
Fig. 9 oder 10 weiteruntersucht. Auch bei den K y-Koinzidenzmessungen 
blieb die Apparatur ununterbrochen solange in Betrieb, bis der stati- 
stische Fehler der Koinzidenzen geniigend klein war. Im Anschlu8 an 
diese Messung wurden zur Kontrolle des zeitlichen Abfalls noch einmal 
Vernichtungskoinzidenzen 
gemessen. 

In Fig. 15 ist eine solche 
Messung graphisch darge- 
stellt. Die gemessenen K- 
Impulse fallen gemaB einer 
Halbwertzeit von 2,4t? ab. 
Dieser Wert ist in guter 
Ubereinstimmung mit den 
Angaben anderer Auto- ‘: 018 1 16 18 20 Tage 
ren!,?. Analysiert man mit Zeit 
dieser Halbwertzeit die Ab- PH 1, Zits Al dx Zt der abate 
fallskurve der y-Impulse, Die 344 y-Aktivitat stammt von Br**; die Koinzidenzraten 
am ergibt Sich fie Bre eine sind mit 10° multipliziert. 
Halbwertzeit von 34”, was ebenfalls mit den Literaturangaben (33,2—36") 
iibereinstimmt. Wie man aus der Fig. 15 erkennt, nehmen auch die Ver- 
nichtungskoinzidenzen und die A y-Koinzidenzen innerhalb der Fehler- 
grenzen nach der Halbwertzeit des Br? ab. 

Fiir Br” legt eine spektrometrische Be- 
stimmung der y-Strahlenenergien und y-In- 
tensitaten vor! (Fig.16). Das f-Spektrum ist 
einfach mit eine Grenzenergie von 0,336 MeV. 

Zunachst wurde durch fy-Koinzidenzen in gseat 
der Anordnung Fig. 10 festgestellt, daB die ae ay 4 

A ig. 16. Anregungsschema von Se 
Positronen nicht mit Kerngammastrahlung ge- nae Ola enn a NGnenart 
koppelt sind. Der Positronentibergang fiihrt 
also zum Grundzustand von Se”. (DaB er nicht zu dem metastabilen 
Zustand von 0,16 MeV fiihrt, wird weiter unten wahrscheinlich gemacht.) 

Aus den von CANADA und MITCHELL gemessenen y-Intensitaten kann 
man mit Hilfe von Fig. 4 die zu erwartende AK y-Koinzidenzhaufigkeit 
pro K-Ausschlag berechnen fiir den Fall, da keine Einfangsprozesse in 
den Grundzustand fiihren. Es ergibt sich der Erwartungswert n,,,/n, = 
0,73 - 10-8. Dieser Wert hangt sehr wenig von den Intensitatswerten des 
Schemas Fig. 16 ab, weil die y-Nachweiswahrscheinlichkeit (Fig. 4) von 
0,3 bis 0,8 MeV nur wenig von der Energie abhangt und weil nur sehr 


Anzah/ der Impulse 


Metastab 
Se” 


1 CanapA, R., u. A.C. MitcHELL: Phys. Rev. 83, 955 (1951). 
2 WoopWARD, L. L., D. McCowan u. M. L. Poot: Phys. Rev. 74, 870 (1948). 
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wenige y-Strahlen in Kaskade auftreten. Der geringe Einflu8 der K- 
Strahlen aus innerer Umwandlung der 0,16 MeV-Linie wurde bei der 
Berechnung beriicksichtigt. 

Aus den gemessenen K y-Koinzidenzen und K-Ausschlagen folgt nun 
Ny, /N,= (0,45 + 0,02) + 10-8. Danach gehen nur 62% der K-Ubergange 
in angeregte Zustande, (38+ 2,6)% gehen in den Grundzustand. 

Aus der absoluten Positronen- und y-Haufigkeit folgt schlieBlich das 
Verzweigungsverhiltnis fiir die Ubergange in den Grundzustand 
N,/(N, + N,) = 0,24; + 0,003 7. 

Die Tatsache, daB der Grundzustand von Se7 relativ haufig direkt 
durch Einfang erreicht wird, verlangt, daB auch das Positronenspektrum 
zu diesem Ubergang gehért. Das durch unsere 
Ergebnisse erganzte Zerfallsschema von CA- 
NADA und MITCHELL zeigt Fig. 17. 

Die einzige friihere Messung des Verzwei- 
gungsverhiltnisses stammt von WooDWARD, 
McCowan und Poot. Sie bestimmten mit der 
Ionisationskammer das Verhaltnis Positronen- 

; : zahl zu Zahl aller Einfangsprozesse zu 0,05. 

Fig. 17. Vorgeschlagenes Zerfalls- é . P : 

schema fiir Br’. Dieser Wert kann keine hohe Genauigkeit 
beanspruchen. 

Tc%. Dieses Isotop wurde aus der Reaktion Mo(d,)Tec erhalten. 
Die chemische Trennung wurde nach folgendem Verfahren durchgefiihrt?: 
MoO, wurde nach dreistiindiger Bestrahlung in ammoniakhaltigem Was- 
ser gelést. Die Lésung wurde neutralisiert, mit einigen Tropfen 2”- 
Schwefelsdure und 5 cm* 2#-Ammonacetatlésung versetzt und auf 
50 cm? verdiinnt. Nun wurde zum Sieden erhitzt und das Molybdan mit 
5 %iger Oxichinolinlésung in 4-Essigsdure mit geringem UberschuB als 
Molybdan-Oxichinolin gefallt. Es wurde sofort filtriert und der Nieder- 
schlag mit heiBem Wasser ausgewaschen. Der Mo-Niederschlag wurde 
zur Reinigung von mitgerissenem Tc in wenig konzentrierter Salpeter- 
sdure aufgenommen, zur Trockene eingedampft und noch einmal wie 
oben gefallt. Beide Filtrate wurden zusammengegeben und mit 0,5 cm? 
konzentrierter HCl pro 10cm’ Lésung versetzt. Nach Zugabe von 
3 mg Cu als Trager fiir das Tc wurde zum Sieden erhitzt und etwa 15 min 
lang H,S unter Umriihren eingeleitet. Der Niederschlag wurde abfiltriert, 
mit H,S-haltigem Wasser ausgewaschen und getrocknet. Das auf einem 
Papierfilter von 15 mm Durchmesser befindliche, an CuS adsorbierte 
Technetium muBte infolge seiner Fliichtigkeit bei Warmbehandlung in 
dieser Form belassen werden. Das Filter wurde zusammengefaltet und 


in die Vertiefung des Praparattragers gepreBt. Die Flachendichte betrug 
ungefahr 12 mg/cm®. 


sgh Br’? 


1 jacosr, E.: Helv. chim. Acta 31, 2118 (1948). 
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Die Messungen wurden nach den chemischen Trennungen, etwa 
90 min nach Bestrahlungsende begonnen. Ahnlich wie bei Br? wurden 
auch an den Tc-Praparaten zunichst iiber 2 bis 3 Halbwertzeiten un- 
unterbrochen Vernichtungskoinzidenzen in der Anordnung Fig. 5 ge- 
messen. Die zu dieser Zeit noch vorhandene Aktivitat des 47"Tc® 
stérte dabei nicht, da dieses Isotop keine Positronen emittiert. Der 
Positronenstrahler Tc mit einer Halbwertzeit von 53” und einer Zer- 
fallsenergie von 4,3 MeV, der aus Mo nur durch einen (d,2n)-ProzeB 
darstellbar ist, konnte bei der Bestrahlung nicht mitentstehen. 


Anzahl der Impulse 


Zeit 


Fig. 18. Zeitlicher Abfall der K-Zahlrate, der y-Zahlrate sowie der Ky- und Vernichtungskoinzidenzrate 
an einem Tc**-Praparat. Die Koinzidenzraten sind mit 10* multipliziert. 


Bei den nachfolgenden Ky- und fy-Koinzidenzmessungen zeigte 
sich in der zeitlichen Abfallskurve der y-Impulse ein Untergrund, der 
mit einer Halbwertzeit von 18 Std abfiel. Da in der Abfallskurve der 
K-Impulse ein Untergrund mit einer Halbwertzeit von 20 Std auftritt, 
der dem K- und y-aktiven Tc%* zuzuordnen ist, und da bei der Bestrah- 
lung von Mo auch das 6*Tc% zu erwarten ist, das eine stark konvertierte 
y-Strahlung emittiert, muB der y-Untergrund von diesen beiden Iso- 
topen herriihren. Der Fehler, der durch die summarische Subtraktion 
des 18’-Untergrundes bei der Bestimmung der y-Ausschlagszahl fiir das 
Tc%? entsteht, wurde nach sorgfaltiger Analyse auf maximal 1,5% ge- 
schatzt. 

In Fig. 18 sind die an einem Praparat gemessenen Abfallskurven der 
Vernichtungskoinzidenzen, der Ky-Koinzidenzen, sowie der K- und 
y-Zahlraten dargestellt. Die vor dieser Messung aufgenommene Ab- 
sorptionskurve der K-Strahlung in Kupfer, Fig. 19, ergab einen Massen- 
schwachungskoeffizienten 1/0 = 47 cm*/g. Dieser Wert entspricht einer 
Wellenlainge von 0,73 A, in guter Ubereinstimmung mit der Wellenlange 
der Mo-K-Strahlung (0,707 bis 0,721 A). 


36* 
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An den Positronenstrahlen wurden fy-Koinzidenzen bei verschie- 
denen Magnetfeldern in der Anordnung Fig. 10 gemessen. Dabei ergab 
sich keine Abhangigkeit der Koinzidenzhaufigkeit pro f-Ausschlag von 
der Feldstirke. Das f-Spektrum ist also einfach. 

Die f y-Koinzidenzhaufigkeit pro f-Ausschlag war Ng,,|Ng = 
(1,33 40,07) - 107%. Die Ky-Koinzidenzhaufigkeit pro K-Ausschlag war 
Nyy[Ny = (1,36+ 0,06) - 10-%. Das ist innerhalb der Fehlergrenzen das- 
selbe. Man darf also annehmen, daB alle Einfangprozesse zu demselben 
Niveau von Mo fiihren wie der 
Positroneniibergang. Wenn nur 
eine y-Linie auftritt, so muB sie 
nach den obigen Werten und der 
y-Empfindlichkeitskurve, Fig. 4, 
eine Energie von etwa 1,7; MeV 
haben. Kunbvu und Poo.!? geben 
nach einer Absorptionsmessung 
(2+0,5) MeV an. 

Das Verzweigungsverhaltnis 
ergibt sich zu N,/(N, +N) = 


Anzahl der Impulse 


Seas | Nete . 
% 40 80 720 mgt 60 0,129+0,01. Kunpu und PooL 
(Masse/Fldche) des Absorbers geben nach Ionisationskammer- 


Fig. 19. Absorptionskurve der Mo-K-Strahlung von Te messungen den weni n 
mit Cu(y/o=47 cm*/g) bei magnetischer Ablenkung y 8 x8 enig genauen 
der Positronen. Wert 0,07 an. 


5. Diskussion. 


Im Vorstehenden sind die Verzweigungsverhialtnisse fiir je einen 
Ubergang beim Zerfall von Na®*, Mn®2, Zn®, Br? und Tc®* bestimmt 
worden mit einer Genauigkeit, die zwischen 5 und 12% liegt. Sie sind 
in Tabelle 2 zusammengestellt. Dazu sind die nach der Theorie fiir er- 
laubte Uberginge folgenden Verzweigungsverhiltnisse? angegeben. 
AuBerdem sind die log ft-Werte in der Tabelle 2 enthalten. Man er- 
sieht aus ihnen, daB Mn*®, Br, Tc% als erlaubte Zerfalle angesehen 


Tabelle 2. Experimentelle und theoretische Werte des Verzweigungsverhdltnisses. 


1 2 3 4 
Isotop | Fermt (erlaubt) Experimentell N, KN, 4 N) log ft pt K 
a eS Dore Bremen oe 
29 > ~ j | 
“hat? 93 "10" (9,12+0,48)- 41072 | 7,52; 7,43 
Mae 3,60* 107% (3,32 + 0,26) - 1071 Lo be ey 4 
zn® 3,92 1075 (3,85 + 0,23) - 107% 7,56; 7,43 
rs 2,4 <410-% (2,45 + 0,37) - 107° 5,275 5,21 
c 1,39+ 1071 (1,22+0,1) +1074 4,73; 4,64 


1 Kunpbu, D.N., u. M. L. Poor: Phys. Rev. 74, 1775 (1948). 
® Siehe z.B. Konoprnskt, E. J.: Rev. Mod. Phys. 15, 209 (1943). 
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werden miissen, Zn® als _,,/-verbotener Ubergang“‘!, der dasselbe Ver- 
zweigungsverhaltnis zeigen sollte wie ein erlaubter Ubergang. Na2® 
macht einen einfach verbotenen Ubergang. Fiir diesen Fall wurden die 
Verzweigungsverhiltnisse fiir die verschiedenen moglichen Wechsel- 
wirkungsarten? berechnet. Es ergaben sich Werte zwischen 0,86 und 
0,93 gegeniiber 0,93 fiir den erlaubten Ubergang. Die Unterschiede liegen 
innerhalb des Fehlers der experimentellen Bestimmung. 


Ordnungszah/ 


0 05 10 15 20 25 30 MeV 35 
Positronenenergie 


Fig. 20. Theoretische Werte des Verzweigungsverhaltnisses in Abhangigkeit von Ordnungszahl und Posi- 

tronenenergie. Der besseren Ubersicht wegen ist Nz/N, statt N,/(N,-+ Nx) aufgetragen. Alle uns bekannten 

experimentellen Werte von Nz/N. von verschiedenen Isotopen sind rechts neben dem jeweiligen Kreis ein- 

getragen. Vollkreise kennzeichnen eigene Messungen, Doppelkreise diejenigen Ubergange deren log /t-Werte 
groBer als 7,5 sind. 


Als Ergebnis dieser Arbeit ist festzustellen, daB bei allen untersuchten 
Substanzen das Verzweigungsverhiltnis innerhalb der statistischen Un- 
sicherheit des MeBergebnisses mit der theoretischen Erwartung tiberein- 
stimmt. Dasselbe gilt bei den uns bekannten Messungen anderer Autoren 
(Tabelle 3) die ausschlieBlich zu einer genauen Bestimmung des Verzwei- 
gungsverhiltnisses ausgefiihrt worden sind. Es handelt sich bei allen 
Strahlern um erlaubte oder héchstens einfach verbotene Ubergange. 


In Fig. 20 sind schlieBlich sémtliche uns bekannten Messungen von 
Verzweigungsverhaltnissen in ein Diagramm mit den Koordinaten: 
p*-Grenzenergie des jeweiligen Ubergangs und Ordnungszahl eingetragen, 
zusammen mit den berechneten Isolinien fiir das Verzweigungsverhaltnis 
erlaubter Uberginge. Neben einer Anzahl von Fallen guter und ange- 
naherter Ubereinstimmung zeigen sich deutliche Diskrepanzen. Ein 


1 NorDHEIM, L. W.: Rev. Mod. Phys. 23, 322 (1951). 
2 KonopinskI, E. J., u. G. E. UHLENBECK: Phys. Rev. 60, 308 (1941). 
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Tabelle 3. 
Isotop | N,/(N,+-Ne) experimentell | N,/(N,+-Ne) theoretisch | log ft 
vse t 0,58 +0,04 0,575 6,16 
C0581 0,145 +0,005 0,158 6,57 
Cu®l 2 0,274 +0,044 0,294 4,90 
Cues 2 0,725 420,158 0,70 4,94 
Ca107 3 0,00312 + 0,0003 0,00293 4,84 


groBer Teil von ihnen mag auf MeBfehler oder auf mangelnde Kenntnis 
des Zerfallsschemas zuriickzufiihren sein. Da’ aber insbesondere die 
Ubergange mit log ft > 7 relativ zu viel Einfang zeigen, entspricht der 
Theorie fiir zweifach verbotene Ubergainge. Ihre nahere Untersuchung 
kann fiir die Kenntnis der Wechselwirkung beim f-Zerfall niitzlich sein. 


Herrn Professor BoTHE danke ich fiir die Méglichkeit, diese Arbeit im 
Institut auszufiihren, Herrn Professor MAIER-LEIBNI7z fiir ihre Anregung 
und Férderung. 


Heidelberg, Institut fiir Physik im Max-Planck-Institut fiir Medi- 
zinische Forschung. 


' Goon, W., D. PEASLEE u. M. DeutscH: Phys. Rev. 69, 313 (1946). 

* BoucHeEz, R., S.R. De Groot, R. NataF u. H.A.ToLrHorK: J. Phys. 
Radium 11, 105 (1950). ; J 

5 Bravt, H. u. Mitarb.: Helv. phys. Acta 18, 351 (1945). 
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Nichtlineare Mesongleichung 
und Absiittigung der Kernkriifte. 
Von 
P. MITTELSTAEDT. 

Mit 9 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 19. Dezember 1953.) 


Mit Hilfe der von Scuirr und TurrrInG vorgeschlagenen Differentialgleichung 
Ag (r) — x? p(t) — Agt g(t) =— g o(r) fiir die Potentialfunktion der Kernkrifte 
werden die Bindungsenergien der schweren und leichten Atomkerne bestimmt. Fiir 
die schweren Kerne wird das THomas-FERMI-Modell, fiir einige leichte ($He, 180, 
Ca) das Schalenmodell verwandt. Die Kopplungskonstante g sowie die Kon- 
stante A vor dem nichtlinearen Glied werden auf Grund eines genaueren Verfahrens 
als bei Scu1rrF und MALENKA neu bestimmt. Bei der Berechnung der Bindungs- 
energie mit diesen Konstanten wird sowohl die Oberflachenenergie, als auch die 
Covu.LomB-Energie volistandig beriicksichtigt. Die gewonnenen Ergebnisse fiir die 
Bindungsenergie zeigen befriedigende Ubereinstimmung mit den Werten der halb- 
empirischen WEIZSACKER-BETHE-Formel. Die berechnete Dichte der Nukleonen 
sowie die Breite des Oberflachengebietes stehen in guter Ubereinstimmung mit 
friheren Resultaten. 


$1. Einlettung. 

Die Bindungsenergie eines Nukleons im Kern 1]aBt sich in ihrer Ab- 
hangigkeit vom Atomgewicht durch die halbempirische WEIZSACKER- 
BETHE-Formel darstellen. Die Energie eines Atomkernes mit der Ge- 
samtnukleonenzahl A, und der Neutronenzahl Z, ist auf Grund dieser 
Uberlegungen : 

E(A)=—aA4+bAi+c& pile 4 (1) 


Die GréBen a, b und c sind Konstanten, die aus der Erfahrung entnom- 
men werden, E, ist die elektrostatische AbstoBungsenergie der Protonen. 

In der folgenden Arbeit soll untersucht werden, wie dicse Formel 
mit Hilfe theoretischer Uberlegungen begriindet werden kann, wenn man 
annimmt, daB die Potentialfunktion g(r) der Kernkrafte der von 
ScuirF! und TuHrRRING? vorgeschlagenen nichtlinearen Differential- 


gleichung 
Ap(t) — g(t) uw? — Agtp(t)® = — gett) (2) 


gehorcht. (o(r)) ist die klassische Dichte der Nukleonen, g und / sind 
Konstanten. 


1 ScuiFF, L.J.: Phys. Rev. 84, I. 
2 TurRRING, W.E.: Z. Naturforsch. 1952, 63. 
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Sieht man zuniichst einmal von dem zu (N —Z)? proportionalen 
Glied ab, beschrankt sich also auf Kerne mit gleicher Protonen- und 
Neutronenzahl (NV =Z), und lat weiterhin das Glied E, beiseite, da es 
keine Schwierigkeiten bei der Interpretation bietet, so bleibt die Deu- 
tung von £,(A) =—aA+ b A? offen. Dieser Energieanteil muB fiir das 
Zusammenhalten der Kerne verantwortlich gemacht werden, und riihrt 
wenigstens zum Teil von den anziehenden Kernkraften her. Das erste 
Glied in E, wird als Volumenenergie, das zweite als Oberflachenenergie 
bezeichnet. 


Die Tatsache, daB lim 


A-+0o 


die Bindungsenergie pro Nukleon eine feste Grenze nicht tberschreiten 
kann, wird als Absattigung der Energie bezeichnet. Durch Streuexperi- 
mente an Atomkernen ist weiterhin bekannt, daB der Radius R(A) der 
(kugelférmig angenommenen) Kerne in Abhangigkeit vom AtomgewichtA 
befriedigend durch R(A)=R,A! dargestellt werden kann, wobei 
Ry) *1,41074%cm eine von A unabhangige Zahl ist. Daher hat die 
Dichte 9 (r) der Nukleonen im Kern fiir alle A einen festen Wert. Diese 
Tatsache wird als Absattigung der Dichte bezeichnet. Die beiden Pha- 
nomene, die Absattigung der Energie und die der Dichte sind theoretisch 
nicht ohne weiteres zu interpretieren. Gibt man namlich eine Anzie- 
hungskraft V(r) zwischen den A Nukleonen vor, die der Einfachkeit 
halber nur vom gegenseitigen Abstandy zweier Nukleonen abhangen 
mdoge, so ist, da A (A —1)/2 anziehende Nukleonpaare existieren, die 
gesamte potentielle Energie des Kernes die Summe der potentiellen 
Energien dieser A(A — 1)/2 Summanden. Daher wachst die Bindungs- 
energie eines Kernes angenahert mit 4?, und nicht, wie es die WEIz- 
SACKER-BETHE-Formel fordert, proportional zu A an. Eine einfache 
Rechnung zeigt weiterhin, daB bei einer solchen Anziehungskraft die 
Dichte der Nukleonen nicht fiir alle Kerne eine konstante GréBe, 
sondern im Widerspruch zur Erfahrung, linear mit dem Atomgewicht 
anwachsen wiirde. 


Fx(A) _ Fein endlicher Wert ist, daB also 


Frithere Arbeiten 's?:3 haben versucht diese Schwierigkeiten dadurch 
zu lésen, daB an Stelle einer gewohnlichen Anziehungskraft V(r) eine 
Austauschkraft V(r) P verwandt wurde, derart, daB der Operator P 
eine oder mehrere Koordinaten der beiden wechselwirkenden Teilchen 
miteinander vertauscht. Da ein solcher Koordinatenaustausch nur 
zwischen je zwei Teilchen stattfinden kann, stehen also nur jeweils zwei 
Partikel miteinander in Wechselwirkung, so daB insgesamt nur A/2 
wechselwirkende Paare existieren. Dadurch wird das Anwachsen der 


* Mayorana, E.: Z. Physik, 82, 137 (1933). 
® WEIZSACKER, C. F. v.: Z. Physik 96, 431 (1935). 
* Fitecs; Si: Z. Physik 96, 499 (1935). 
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Bindungsenergie linear zum Atomgewicht, wie es die WEIZSACKER- 
BETHE-Formel fordert, richtig wiedergegeben. In den Arbeiten von 
v. WEIZSACKER! und FLUGGE? sind daher solche Austauschkriafte ver- 
wandt worden, wobei fiir P der Vertauschungsoperator P, der Orts- 
koordinaten gewahlt wurde (MAyorANA-Krifte’). 

Verwendet man auBer den Kraften mit Ortsaustausch auch solche, 
die Spin (P,) und Isotopenspin (PR) vertauschen, waihlt also fiir die 
Kernpotentiale W(r, s, ) den allgemeinen Ansatz 


Wir, s,t) =WV(r) + MV(7) P+ BV(r)P, + AV(n)P 
mit unbestimmten Koeffizienten W,M, B und H, so ergibt die Forde- 
rung der Absattigung der Energie zwischen den Faktoren die Beziehung 


, M H B 
rae ame i = 
4 2 2 bia 3) 


Neuere Versuche iiber Proton-Neutron-Streuung bei hohen Energien ge- 
statten es ebenfalls, Aussagen iiber die verschiedenen Anteile der Aus- 
tauschkrafte zu machen. Danach ist 


B= H = — 0,134; W = M = — 0,634. 


Daher entspricht die bei v. WEIZSACKER! gemachte Annahme reiner 
MAJORANA-Krafte nicht den Tatsachen, ebenso wie die fiir gemischte 
Austauschkrafte giiltige Koeffizientenbedingung? wegen der Streu- 
experimente nicht erfiillt sein kann. Vielmehr folgt aus diesen Experi- 
menten, daB etwa 50% der Krafte gewohnliche Krafte sind. Bei einem 
so hohen Prozentsatz gewohnlicher Krafte kann jedoch keine Absatti- 
gung der Energie mehr erreicht werden. 

Eine weitere Schwierigkeit in den genannten Arbeiten?:! entstand 
dadurch, daB sich bei Vorgabe einer ortsabhangigen Austauschkraft, 
etwa V(r) =a e~°’ die Energie schwerer und leichter Kerne nicht gleich- 
zeitig richtig darstellen lassen. Gibt man namlich den Massendefekt 
eines schweren Kernes vor, so erhalt man namlich eine Relation b, = 8, (a) 
zwischen den beiden Konstanten a und 5b, jedoch eine andere Relation 
b, =6,(a), wenn man den Massendefekt eines leichten Kernes vorgibt. 
Der Vergleich dieser beiden Funktionen‘ ergibt, daB 6, etwa doppelt so 
groB wie b, ist, so daB es also auch bei Vorgabe von Austauschkraften 
nicht méglich ist, mit einem Wertepaar a, b sowohl die leichten als auch 
die schweren Kerne richtig zu berechnen. Dies liegt, wie HEISENBERG* 
gezeigt hat, zum Teil daran, daB die THomAs-Fermi-Methode nicht fiir 


1 WeizSAcKER, C. F.v.: Z. Physik 96, 431 (1935). 
2 FLtcce, S.: Z. Physik 96, 499 (1935). 

3 Majorana, E.: Z. Physik 82, 137: (1933). 

4 HEISENBERG, W.: Z. Physik 96, 473 (1935). 
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alle Kerne mit der gleichen Berechtigung angewandt werden darf, da 
bei leichten Kernen Strukturunterschiede (Schalenmodell) eine wichtige 
Rolle spielen. 

Da es aus den genannten Griinden nicht mdglich ist, die Kernenergien 
mit Hilfe von Austauschkraften zu interpretieren, ist zur Erklarung der 
Absattigung in letzter Zeit ein anderer Weg beschritten worden. SCHIFFt 
und THIRRING? haben vorgeschlagen, nur gewdhnliche Krafte anzu- 
nehmen, jedoch mit einem wesentlichen Unterschied im Hinblick auf 
die fritheren Ansatze: Wahrend friiher stets angenommen wurde, daB 
sich die Gesamtenergie durch Addition der Energien der einzelnen 
Nukleonenpaare gewinnen laBt, wird diese Eigenschaft der additiven 
Superponierbarkeit von Punktquellenpotentialen in den genannten 
Arbeiten aufgegeben. Mathematisch bedeutet dies, daB an Stelle einer 
linearen Differentialgleichung fiir die Potentialfunktion (r) der Kern- 
krafte etwa die nichtlineare Differentialgleichung 


2 ies 
A p(t) — np (t) — Ais 


g(t)? = — galt) (4) 
verwandt wid. 

Wie ScuHIFF gezeigt hat, liefert diese Differentialgleichung in der Tat 
Absattigung fiir Energie und Dichte. Die bei ScHIFF und MALENKA#® 
durchgefithrten Rechnungen sind jedoch nur eine sehr schlechte Naherung 
an die wirklichen Verhaltnisse, da dort sowohl die Oberflachen- als auch 
die CouLoMB-Energie weggelassen worden sind. Das Variationsproblem 
im THOMAS-FERMI-Modell wurde daher nur an der Volumenenergie 
der Kernkrafte und dem volumenproportionalen Teil der kinetischen 
Energie durchgefiihrt. Da andererseits gerade der Oberflachen- und 
CouLoms-Anteil die Abhangigkeit der Bindungsenergie vom Atom- 
gewicht A bewirken, so konnte bei ScuiFF noch kein Vergleich mit der 
WEIZSACKER-BETHE-Formel vorgenommen werden. In der vorliegenden 
Arbeit sollen die Bindungsenergien der Atomkerne bei schweren Kernen 
mit dem THOMAS-FERMI-Modell, bei leichten Kernen mit dem Schalen- 
modell berechnet werden. Fiir die Kernkrafte werden dabei ausschlieB- 
lich die von SCHIFF vorgeschlagenen Krafte verwendet, wogegen Aus- 
tauschkrafte véllig unberiicksichtigt bleiben sollen. Dies ist wegen der 
gesicherten Existenz von etwa 50% Austauschkraften sicher keine gute 
Naherung, jedoch soll es hier darauf ankommen, die Absattigung bei 
Voraussetzung gewohnlicher Krafte im Sinne der ScuiFFschen Ansatze 
zu verstehen. 

Im Unterschied zu den obengenannten Arbeiten sollen hier jedoch 
samtliche Energieanteile voll beriicksichtigt werden, was nicht nur fiir 

1 ScuirF, L.J.: Phys. Rev. 84, I. 

* THIRRING, W.E.: Z. Naturforsch. 1952, 63. 

*’ MALENKA, B. J.: Phys. Rev. 86, 68. 
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den Vergleich mit der WeIzsACKER-BETHE-Formel von Bedeutung ist, 
sondern auch fiir die Bestimmung der Konstanten g und / in der nicht- 
linearen Differentialgleichung. 

SCHIFF und MALENKA? hatten g und 4 aus den experimentellen 
Daten mittels einer einfachen Rechnung erhalten, die sich aber nur auf 
die Volumenenergie bezog. Die Beriicksichtigung der Oberflachen- und 
CouLomB-Energie im Variationsproblem der Gesamtenergie verindert 
jedoch die dort gewonnenen Werte (g=6,32, A= 13,6) stark. Mit den 
hier neu berechneten Werten g und 4 werden dann die Bindungsenergien 
E(A) und die Dichten fiir verschiedene Werte von A bestimmt, so daB 
ein direkter Vergleich mit der WeEIzSACKER-BETHE-Formel, sowie mit 
der Beziehung R(A) = R,A* moglich wird. 


§$ 2. Allgemeines. 

Es sollen im folgenden die Methoden angegeben werden, mit denen 
die Bindungsenergien fiir die Atomkerne berechnet werden. Dabei sollen 
die leichten Kerne mit einem vereinfachten HARTREE-Fock-Verfahren, 
wie es von HEISENBERG vorgeschlagen wurde, die schweren Kerne mit 
dem THOMAS-FERMI-Modell behandelt werden. Wir wollen uns stets auf 
solche Kerne spezialisieren, bei denen eine gleiche Protonen- und Neu- 


tronenzahl vorliegt. Auf das in der WEIZSACKER-BETHE-Formel auf- 
tretende Glied c“ ae soll in dieser Arbeit nicht eingegangen werden. 

a) Leichte Atomkerne. Aus dem Schalenmodell des Atomkerns ist 
bekannt, daB man in einer guten N&aherung die Eigenfunktionen des 
harmonischen Oszillators als Nukleonenwellenfunktion fiir kleine Kerne 
verwenden kann. Aus diesen Funktionen setzt sich dann die Gesamt- 
wellenfunktion ® des Kernes in erster Naherung als SLATER-Determi- 
nante zusammen. 


A A 
DP 7 od {= 1)? TT vi(Pi) 
P i=1 


Mit P sind die Permutationen gemeint, die in den Indexz in P, iiber- 
fiihren. y; sind die Einteilchenwellenfunktionen, die von den Orts-, 
Spin- und Ladungsvariablen abhaingen. Fiir die Raumabhangigkeit der 
Eigenfunktionen sollen die Funktionen des harmonischen Oszillators 
verwendet werden. @ ist die in allen Koordinaten antisymmetrische 
und normierte Gesamtwellenfunktion. Bei den drei Kernen }He, ‘50 
und #°Ca treten bei Verwendung dieser Eigenfunktionen nur abge- 
schlossene Schalen auf, so daB die Rechnungen besonders einfach werden. 
Wir werden im folgenden (§5) nur auf diese Kerne eingehen. 


5 ScHIFF, Lala Phys. Rey. 84, 1: 
2 MaLENKA, B.I.: Phys. Rev. 86, 68. 
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Die Berechnung der Bindungsenergien erfolgt nach dem Ritzschen 
Variationsverfahren. Aus dem HAmiLton-Operator des Gesamtsystems 


A 
i 
Hi; =— sar 4+ Alt ta) (1) 
1 
(‘H(r,...%4) ist dabei die gesamte Wechselwirkungsenergie der Nu- 
kleonen, also CouLomB-Energien und Kernkraftenergie; M ist die Masse 
eines Nukleons] wird die Bindungsenergie nach der Formel 


E =Min(@*, H,®) (2) 


berechnet. Die Klammer <)> bedeutet dabei die Integration iiber die 
Ortsvariabeln sowie die Summation tiber Spin und Ladungsvariabeln. 
Das Variationsproblem wird dabei in folgender Weise gelost: Der in 
den Oszillatorwellenfunktionen auftretende unbestimmte Parameter « 
soll so festgelegt werden, daB E(x) ein Minimum wird. « hangt dabei 


mit der Frequenz v und der Masse M des Oszillators durch « = = 2a 
zusammen. Es ist also das Problem — E (x) =0 zu lésen. 
x 


Fir die Bindungsenergie der Kerne sind drei Anteile zu berechnen. 
Die kinetische Energie der Nukleonen, die CouLoMB-Energie der Pro- 
tonen und die potentielle Energie der Kernkrafte. 

1. Die CouLomB-Energie der Protonen. Man hat hierzu den Er- 


; ' , 1 
wartungswert der Wechselwirkungsenergie e? \* — 


om Ty Ty 


Dies ergibt er 
Jes — (De 5 R Dp 


a— T7— Ty 
i<k 


zu berechnen. 


92 


eff 1 ; 1 , ’ 
a {| ail {en (t) op(t)—— ep(t,t tbdrdr : 
Dabei ist op(t, t’) die gemischte Dichte der Protonen. Sie entsteht aus 
den Einteilchenwellenfunktionen durch Summation iiber alle besetzten 
Zustiande : 
| op(t,v’) = Spr (ve) pr? (r’). 
bes 

Die gewohnliche Dichte ist dabei op(t) = p(t, r). 

2. Die kinetische Energie ist beim harmonischen Oszillator besonders 
einfach zu berechnen, da hier die mittlere kinetische Energie gleich der 
mittleren potentiellen Energie eines Teilchens ist. Die genaue Berech- 
nung wird in §4 durchgefiihrt. 


}. Die potentielle Energie der Kernkrafte. Um diesen Energieanteil 
zu bestimmen, gehen wir nicht von der Formel (2) aus, sondern von der 
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Differentialgleichung fiir die Potentialfunktion der Kernkrifte. Uber 
die Potentialfunktion g(r) machen wir folgende Voraussetzungen : @ (r) 
sei eine reelle skalare Funktion der Ortskoordinate allein, und gehorche 
der von ScHIFF! und THIRRING vorgeschlagenen Differentialgleichung 


ras 
Ap — wp — aia P(t) = — gett). 


Die Kernkrafte, die zwischen den Nukleonen herrschen, sollen als 
ladungsunabhangig angesehen werden, so daB die Energie mit einer 
gemeinsamen Nukleonendichte o(r) berechnet werden kann. Ist op(v, 7’) 
die gemischte Protonendichte, 0, (r, r’) die gemischte Neutronendichte, 
so ist 
o(t) = ep(t,t) + y(t, r). 

Die auftretenden Potentiale sollen naherungsweise statisch sein. Es wird 
also fiir die Krafte von der Bewegung der Nukleonen abgesehen, so 
daB m(r) nicht von der Zeit abhangt. 

Diejenigen Energieanteile, die durch den EinfluB der gemischten 
Dichten py(r, tr’) und gp(r,r’) entstehen, sollen hier vernachlassigt 
werden. Bei groBen Kernen spielen diese Glieder keine groBe Rolle, 
bei leichten Kernen soll fiir diese Anteile in §5 eine einfache Abschatzung 
gemacht werden. Die zur Dichte o(r) gehdrige Energie bestimmen wir 
auf folgende Weise: Die Differentialgleichung 
Ag 
hc)s 


Ap Pea eel 8 Ott) 
laBt sich aus der LAGRANGE-Funktion 


(Ag? pw¢ Age 


Qa —— aes cay) et 4 

Y(t) : a(hoe 7 + gve 
herleiten. Fiir zeitlich konstante Lésungen ist hier die HAMILTON- 
Dichte (2) = —2(). 


Und daraus die potentielle Energie der Kernkrafte 


BO 6 AS Te eT ] ae 
Eno = [ | ie es T 408 gyol|dr. 


Zur Berechnung von E,,,, soll stets von diesem Ausdruck ausgegangen 
werden. An Stelle der nichtlinearen Differentialgleichung soll hier stets 
von dem 4Aquivalenten Variationsproblem IGT H(r) =O ausgegangen 


werden, das durch einen Ritzschen Ansatz fiir y(t) gelést werden soll. 
In y(t) treten dann noch einige unbestimmte Parameter auf, die so fest- 
gelegt werden sollen, daB E,,, ein Minimum wird. 


i Scurry, Ly J.; Phys. Kev. $4, 1: 
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b) Schwere Kerne. Fiir schwere Kerne verwenden wir die THOMAS- 
FERMI-Methode. Um die Gesamtenergie in diesem Modell zu bestimmen, 
sind wieder die drei Anteile, kinetische Energie, CouLomB-Energie und 
Kernkraftenergie zu berechnen. Fiir die kinetische Energie eines Kernes 
mit der Protonendichte gp(r) und der Neutronendichte oy (r) erhalt man 


Ex = feb + ebdaet xf 


Bei gleicher Protonen- und Neutronendichte (NV =Z und 0/2=op= On) 
und Kugelsymmetrie dieser Dichten erhalt man 


Veg ew dv. 
Op 


Oo N 


co ~ 


/ Fy * : * (Vo)? 
Exin 420 (2) | orjirrtdr + 4x7 | Fo)" dr 
0 5 ‘ 
dabei ist 
ap ern inl aon 
a= 3M 0 ee als 


wobei M die Masse eines Nukleons ist. Die CouLomB-Energie der Pro- 
tonen mit der Dichte op(r) bestimmen wir im folgenden stets mit der 
Formel re 
E,= 82% c? f op(r) p(r) 2 dr, 
0 


wobei die Potentialfunktion der Differentialgleichung 
Ayp(r) = + € op(r) 
gehorcht. Es soll hier ebenso wie bei den Kernkraften der den gemischten 
Dichten entsprechende Energieausdruck weggelassen werden. 
Die potentielle Energie bestimmen wir ebenso wie bei leichten Kernen 
aus der HAMILTON-Funktion 


Ep = {|e x Eee Bg , 


[a hat a mer 87a ee 


p(t) ist dabei wieder durch die obengenannte nichtlineare Differential- 
gleichung definiert. An Stelle dieser Differentialgleichung soll auch hier 


wieder. das Variationsproblem ere = 0 mit einem geeigneten RitTz- 


schen Ansatz fiir g(r) gelést werden. Die in diesem Ritzschen Ansatz 
auftretenden Parameter P;... P, sollen wieder so bestimmt werden, 


daB Ey. (P;... P.) zum Minimum wird. 


§3. Die nichtlineare Differentialgleichung. 
Wir werden im folgenden stets eine kugelsymmetrische Dichte- 
verteilung der Nukleonen annehmen. Damit ist g(t) =q(r). Die nicht- 
lineare Differentialgleichung fiir w(r) verwenden wir hier in der von 


, 


4 
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MALENKA angegebenen Form. Sie lautet dann: 
. @ (r) 2 A ge 
P(t) + 2-—— — wor) — S & = — g0(r) 


und die HAmMILTON-Funktion 
ys 72 i F 4 
Hoan [[S—4ee i eee —eveltdr. Ut) 


0 


bo 
f 
> 
° 
2 
o 


Im Unterschied zu linearen Differentialgleichungen fiir g (7) existiert hier 
keine GREENsche Funktion G(r, r’), derart, daB y(t) = { G(t, r’) o(t’) dv’ 
wobei G(r, r’) unabhangig von g(r) ist. Es ist daher auch die potentielle 
Energie der Nukleonen E,,, =H nicht in der Form 
Bay), 2 V(t, k) 

darstellbar, wobei V(7,) die Wechselwirkungsenergie von jeweils zwei 
Nukleonen bedeutet. Die Energie setzt sich also nicht mehr additiv 
aus den 2-KG6rperenergien zusammen. 

In den folgenden Rechnungen werden wir oft an Stelle von ~ (0) = 
eA 
u(he)§ 
dabei die in der Differentialgleichung auftretenden Konstanten. Dabei 
ist «1—1,4-1074%cm. Die anderen beiden GrdBen werden spater aus 
den experimentellen Daten bestimmt. Die MaBeinheiten wollen wir von 
jetzt ab so festlegen, daB R=c—y=1 ist. Die Einheit der Energie 
ist damit 140,4 MeV. Die endgiiltigen Ergebnisse fiir die Energiewerte 
werden wir jedoch stets in MeV angeben. 

Um eine qualitative Ubersicht iiber die potentielle Energie zu be- 
kommen, nehmen wir fiir die Dichtefunktion zunachst Rechtecksform 


an, also 
0 7Sk 
A 
e) {e reek, 


die dimensionslose Variable € = @o verwenden. g und 4 sind 


wobei 0, noch der Normierungsbedingung 
4 ais aad 
J 
gehorcht. A ist dabei die Gesamtnukleonenzahl. Fiir groBe A folgt 
dann angenahert aus der Differentialgleichung, wenn man dort (0) 
und ’’(0) gegentiber p(0) vernachlassigt : 
Po + Ag* Po = & Oo- 


Diese Beziehung wird fiir groBe Kerne oft verwandt werden (§4). 


“a 


Im Sinne der THoMAS-FERMI-Methode muB nun die Dichte dadurch 
festgelegt werden, daB die gesamte Bindungsenergie, also die Summe als 
potentieller Energie der Kernkrafte, kinetischer Energie der Nukleonen ~ 
und Covutoms-Energie der Protonen als Funktion der Dichte ein Mini- — 
mum wird. Wegen des ungenauen Ansatzes fiir o(r) kénnen wir hier 
nur die volumenproportionale Energie diskutieren. Mit 
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a = 3 -(€¢+ 3) 


1 
aa 
und (1) erhalt man fiir die Volumenenergie der Kernkrdafte 

HH, @t+3) ( 


=- 1 + 7). 
A 4g]4 ) 


Um die gesamte Volumenenergie zu erhalten, mu8 noch der volumen- 
proportionale Anteil der kinetischen Energie hinzukommen. Eliminiert — 
man wieder 9, durch ¢, so ist 


E, i~~ 2b-b 30 fave ye 
4 = sei 13:2 (=) a (¢ + 28. (2) 
Im THoMAs-FERMI-Modell muB nun das Minimum dieses Ausdruckes (2) 
in bezug auf 9, oder was dasselbe ist, in bezug auf £ gesucht werden. © 
Im Gegensatz zu dem mit einer beliebigen Zweik6érperkraft berechneten 
Ausdruck der Energie hat £,,A ein Minimum in bezug auf £. Diese 
Eigenschaft ist entscheidend fiir die Absattigung. Bei Verwendung einer — 
linearen Differentialgleichung fiir die Potentialfunktion, erhalt man 
wegen der Existenz einer GREENschen Funktion fiir die Volumenenergie 
stets emen Ausdruck der Form 
EL 


4 = — const 0 + no; 


der offensichtlich nur ein Maximum hat, niemals aber, wie es physikalisch 
gefordert werden muB, ein Minimum. : 

Die beiden in der Differentialgleichung auftretenden Konstanten g 
und 4 sollen durch die Erfahrungswerte festgelegt werden. MALENKA! 
hatte in einer einfachen Abschatzung g=6,32 A= 13,6 erhalten. Wir 
werden im folgenden eine etwas genauere Bestimmung dieser GréBen 
angeben, wobei aber auch die CouLomB-Energie der Protonen sowie die 
Oberflachenenergie noch weggelassen werden soll. Eine endgiiltige Be- 
stimmung dieser GroSen wird dann in §4 durchgefiihrt werden. ; 

Es wird sich zeigen, daB €->1. Dann erhalt man in erster Naherung 
fiir die Volumenenergie: 


~ (C? + 0,66). 


E, — 35 i } 1) 
g* 2? é 


* Marenka, B.I.: Phys. Rev. 86, 68. 
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Das Minimum dieses Ausdruckes ist 


eyes 
a ed 
A 64 » ai e2 Js 
und wird bei 
‘ aa cee 
Sm eo 
4 9 28 
angenommen. Dem entspricht eine Dichte von 
get BSAA yA wy Poa 
af 4 gt hy T 4? Ay * 


Wir wollen nun fordern, daB E™™/A mit dem Volumenanteil der Energie 
in der WEIZSACKER-BETHE-Formel iibereinstimmt, und p™" mit dem 
experimentell bekannten Wert ¥ 

der Kerndichte, wenn man 
fiir den Radius R(A)=R,A? 
(Rg=1,4 10713cm) setzt. Durch 
diese beiden Bedingungen 
sind die Zahlenwerte von g 
und A eindeutig festgelegt. 
Fiir jeden Wert £,/A erhalt 
man eine Kurve g=gz, (A) 
mit £, als Kurvenparameter, 
fiir jedes o, ebenfalls eine 
Kurve mit dem Kurvenpara- 
meter 0,. Das gesuchte Werte- 
paar ist durch den Schnitt- 


punkt zweier solcher Kurven € 5 a & 
: ; ts Sess 
gegeben. In Fig. 1 sind fir Fig. 1. Verlauf der Funktionen 
drei verschiedene Werte E, e=£,(4)  &=6, (2) 
sowie fiir drei Werte die ent- fiir verschiedene Werte der Parameter 0, und Ey. 


sprechenden Kurven in der 
g-A-Ebene dargestellt. E, und g, entsprechen dabei den wirklichen 
Werten. Der Schnittpunkt liegt bei: 


g=848 A%=11,12. 


Diese Werte kénnen jedoch nicht als endgiiltig betrachtet werden. Ober- 
flichen und Covtoms-Energie sind beide im Variationsproblem nicht 
beriicksichtigt worden, wodurch quantitativ die Ergebnisse sehr verfalscht 
werden. Durch die abstoBende Wirkung der CouLomsB-Energie sowie der 
Oberflachenenergie wiirde bewirkt, daB das Minimum der Energie bei sehr 
viel kleineren Werten der Dichte eintritt. Dadurch wiederum wiirden 
die Konstanten g und A wesentlich anders ausfallen. Eine genaue Dis- 
kussion dieser Zusammenhange wird in §4 durchgefiihrt werden. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 37 
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&4. Die Bindungsenergien der schweren Kerne. 


Im folgenden Abschnitt sollen die Bindungsenergien der schweren 
Kerne nach der in §2 dargestellten THomas-FERMI-Methode bestimmt 
werden, wobei aber im Gegensatz zu §3 sowohl die Oberflachenenergie 
als auch die CouLtomB-Energie voll beriicksichtigt werden soll. Die 
Bindungsenergie E(A) wird dabei folgendermafen berechnet: Die 
kinetische Energie der Nukleonen ist nach §2 


f= (5)'n feta +4 fC ara [Thar 


wobei o(t) die Nukleonendichte bedeutet. Dazu kommt noch die 
CouLoms-Energie E,(op(t)) der Protonen und die potentielle Energie 
E ot (o(t), p(t)) der Kernkrafte. Das allgemeine Variationsproblem 


<3 — 
do 60 


S 


E(o) = [E not Ta Pte Fr E,| — 

werden wir angenahert dadurch lésen, da8 wir fiir g(r) eimen geeigneten 
Ritzschen Ansatz machen, wobei g(r) noch von drei weiteren Para- 
metern 0,,« und m abhangt, die so eingerichtet werden sollen, daB 
E(09,%,”) zum Minimum wird. Es wird also das Extremalproblem 


W] 


20 cx 
gelést werden. Die Dichte gehorcht dabei noch der Normierungsbedin- 
sung 

fo(t)dr= 


Die potentielle Energie der Kernkrafte bestimmen wir aus der 
HAMILTON-Funktion 


= ‘s Vo)? 2 y] 
H= [ $@)ar= [| 2 += + af ¢* — ggoldr, 


wobei y(t) der Differentialgleichung A (t) —@ (rt) —Ag* g(t) = —g o(t) 
gehorcht. An Stelle der Differentialgleichung lésen wir das aquivalente 
Variationsproblem i (rt) =0 indem wir fiir g(r) einen Ritzschen An- 


satz machen, der noch drei freie Parameter go, «, m enthalt, so daB die 
gesuchte Energie E,,, durch das Minimum von H(qgp, «, ) also durch 


oH _ 0H _@H _, 

2M 4% On 
gegeben ist. Da Ej, und E, die GréBe go nicht enthalten, so lassen sich 
die beiden Variationsprobleme gemeinsam behandeln, indem 


E = E(%, 09, %, 2) = E not (Yo, &, Qo, %) + Exin (Oo, &, n) + E,(0o,%, n) 
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in Abhangigkeit von @p, 9, %, m zum Minimum gemacht wird. Als An- 
satze fir g(r) und o(r) wahlen wir 


O(r)=Qoe*"™ lr) =ge™. (1) 


Dabei ist Kugelsymmetrie des Kernes angenommen. Dabei sind o(7) 
und (7) einander iiberall proportional angenommen, was in einer ge- 
wissen Naherung fiir groBe Kerne immer der Fall sein wird. Fiir den 
Parameter ist nur der Bereich 1 < <oo brauchbar. Fiir » =2 erhalt 
man eine GAuss-Kurve, fiir #—+>c nimmt die Kurve Rechteckgestalt 
an, so daB diese Funktionen besonders geeignet erscheinen sowohl 
schwere als auch leichte Kerne damit zu beschreiben (Fig. 2). 

Das Problem E(09,@o,«, 2) in Abhiangigkeit von 9),q, « und » 
zum Minimum zu machen, vereinfachen wir noch durch Elimination 
von zwei Variabeln. Wegen der Normierungs- 
bedingung der Dichte 


a 
Q& nl-—--co 


3 — 
42f oge-*"r8dr= ta *T(G)=4 ©) 


kann « aus dem Energieausdruck eliminiert *18- 2. Sualitativer Verlant der 
werden. 

Ist weiterhin bei schweren Kernen Dichte und Potentialverteilung 
im Mittelpunkt des Kernes (ry =0) geniigend flach, so kann man q’(0) 
und g’’(0) gegeniiber w(0) vernachlassigen. Es gilt dann wegen der 
Differentialgleichung in r=O 


Pot Ag*0 = £ Qo. (3) 


Eine numerische Abschatzung zeigt, daB fiir hinreichend groBes m diese 
Beziehung keinen groBen Fehler bringt. Fiir » werden sich aber bei 
schweren Kernen Werte » 10 ergeben, so daB diese Naherung begriin- 
det ist. Bei leichten Kernen wird (§5) von dieser Naherung kein Ge- 
brauch gemacht werden. 

Bei der Berechnung der Bindungsenergie muB noch die elektrostati- 
sche Energie der Protonen bestimmt werden. Nimmt man 


Keays yn Po ,-—ar 
SS Jami I eee 
Op 204 2 


als Protonendichte an, so ist die Energie £, fiir groBe m in erster Naherung 


Fiihrt man statt gy, noch die dimensionslose Variable ¢ = g? \/a Po 
ein, so ergibt sich mit den Ansdtzen (1) und der Relation (3) fiir E(m, ¢, a) 
Slee 
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der Ausdruck. 
__1 finn “aT 4 1), 220 (5 Pare a 
E(n, 10) = ary (2) 2 a ie (2a Re 


A 2 
4A (4a) * (3) 428 (aa) * (c+er(2)} 4+ 
+ M2052) M72) CAO pager ENT eG 


+3 (pare eet 


' 20 
Dabei ist entsprechend (3) 
C5 = rr (¢ sie ¢*) 


gesetzt worden. Die ersten vier Glieder im E(n,€,«) rithren von der 
potentiellen Energie der Kernkrafte E,,, her, das 5. und 6. Glied von 
der kinetischen Energie der Nukleonen, das 7. von der COULOMB- 
Energie der Protonen. Um nun mit Hilfe von (2) « aus der Energie E 
zu eliminieren, und um eine einfachere Abhangigkeit von » zu erhalten, 
machen wir einige Naherungen. Wir setzen dabei voraus, daB » groB 
gegen 1 sei. Dann ist 


nI"(2 + =| en + 0,43 


die Normierungsbedingung lautet dann 


und 


n 


x * wy (1— 22) vw (1-2), 


Mit Hilfe dieser Naherungen ergibt sich fiir E(n, £), wobei jetzt « durch 
(2) eliminiert ist 


§ 
B(n,0) = — Et {e+e + 
gta® (1 +07) 4an(d)! ae 


+n Ae & Ay al ea + 4nx(2)'& ah 4 


a {3 In2g_3in2g_ 3 Im ag — 2a ato 
eA ae Vac) ag Vane) gras 
xf 3\k In 2¢2 1 3 (4n\3 € 
po inc isi § Ba HM. | Babe al wt e 3) 5 
taal ge Ade 4 ¢ay§ + Sit ze hat oe 


a 
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Dieser Ausdruck muB nun in bezug auf » und zum Minimum gemacht 
werden. Aus der Variation nach » erhalt man mit 


@E(n, 0) 


On as 


fiir (min) 
= at 3In 2g 348 31n8 ee 


eA 2gVa(it+e%) 4eVa (1+¢°) gtas 


{( =} (2 } Fa 78 = csys ya (2) cy 


geometrisch hangt » mit der Neigung der Dichteverteilung im Wende- 
punkt zusammen. Nach der angegebenen Formel nimmt mit A? zu. 
Die Dichteverteilung nahert sich also mit wachsendem A der Rechtecks- 
gestalt, wie es physikalisch auch zu erwarten ist. Setzt man = pin 
in E(n,¢) ein, so hangt E nur noch von € ab. Man erhilt: 

| E()=—($)' n | g(2¢ + 32°) ( + o))] A— 


2) 2223 |4an (Hi (1 4+2) 


x ( 3 ) In 20 Abo ( 3 )(#) e (€ + 08)§ AB 


n= A3 


2 \4m/ 9378 (¢ + 53)8 20 ght 
+2 3528 gin2g 3m ge LAUR a SS 
gVA 2g VA(1+ 2) 4g A142) ge Ab 
ew to ee ee lt 
x |(2)(2) 3 78 (¢ + £88 4nx(3-) g2 As at. 


Das zu A? proportionale Glied lassen wir als eine Korrektur héherer 
Ordnung weg, dann hat die Energie die Form 


E=—«aA+pAi+yAi 


wie es asymptotisch fiir groBe A sein muB. Das Minimum beziiglich der 
Variabeln ¢ ist numerisch bestimmt worden. Vor der endgiiltigen Be- 
rechnung der Bindungsenergien miissen jedoch noch die Konstanten g 
und / festgelegt werden. Die Konstanten sollen dabei so eingerichtet 
werden, daB die berechneten Energiewerte méglichst gut mit den experi- 
mentell bekannten Anteilen der Energie in der WEIZSACKER-BETHE- 
Formel iibereinstimmen. Es ist daher fiir verschiedene g-A-Werte 
beim Atomgewicht A = 216 das Minimum der Energie E(¢) numerisch 
berechnet worden. Dabei konnten die auftretenden Energieanteile der 
Volumenenergie E,, der Oberflachenenergie E,, der CouLomB-Energie E, 
und der Gesamtenergie E unmittelbar mit den entsprechenden Gliedern 
der WerIzSACKER-BETHE-Formel verglichen werden. In der g-A-Ebene 
sind in Fig. 3 die drei Funktionen 


g = gz (A) & = gz, (A) & = &:, (A) 
graphisch dargestellt. 
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Dabei bedeutet z.B. g=gr,(A) die Gesamtheit aller Wertepaare g 
und 4, fiir die das berechnete Minimum von E(é) denselben Wert fir 
die Volumenenergie liefert, den man auch fiir A =216 aus der WEIz- 
SACKER-BETHE-Formel erhalt. Auf die vierte mogliche Funktion g = gp,(A) 
ist verzichtet worden, weil die entsprechende Kurve auBerhalb des be- 
rechneten Bereiches fallen wiirde. Qualitativ ist jedoch auch diese Kurve 


H 
' 
£5, \ 
' 
' 
i] 
aA 
! 
! 
! 
' 
' 
' 
' 
' 
! 
' 
! 
78 13 20 é,7 
A% —~ —= 
Fig. 3. Verlauf der Funktionen Fig. 4. Darstellung der Bindungsenergie E, derein- 
g=gp(A), =p, (A), g=85,(A). zelnen Energieanteile Ee, Ey, und Ey sowie der 


Dichte 9, in Abhdngigkeit von ¢, 


angegeben. Eine Kurve, die der Dichte im Mittelpunkt entspricht, ist 
luberfliissig, da die CouLOMB-Energie gerade immer dann den richtigen 
Wert abnimmt, wenn auch die Dichte den richtigen Wert annimmt, 
und umgekehrt. Die Fig. 3 zeigt, daB es unméglich ist, g und 4 so zu 
bestimmen, daB mehr als zwei Energieanteile gleichzeitig mit den ent- 
sprechenden Gliedern der WEIzSACKER-BETHE-Formel tibereinstimmen. 
Wir wihlen fiir die folgende Rechnung den Schnittpunkt der Kurven 
&§ =r, (A) und g=gp(A), bei dem also Gesamtenergie, CouLomB-Energie 
und damit auch die Dichte mit dem Wert der WerIzSACKER-BETHE- 
Formel iibereinstimmen, Dieser Punkt ist dadurch vor den anderen 
Schnittpunkten (gp, mit ge, und gp, mit gp) ausgezeichnet, daB Dichte 
und Gesamtenergie unmittelbar durch das Experiment gegeben sind, 
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wahrend die Aufspaltung der Energie in die andern Anteile nicht genau 
bekannt ist. Der genannte Schnittpunkt liegt bei 


g = 2,908 A = 5,832 


Oberflachen und Volumenenergie sind beide in diesem Punkt (absolut) 
groBer als es die WEIZzSACKER-BETHE-Formel verlangt. Die Pfeile an 
den verschiedenen Kurven in Fig. 3 geben an in welcher Richtung fiir 
die betreffende Kurvenschar der entsprechende Kurvenparameter (hier 
der Energiewert) zunimmt. 

Die hier berechneten Werte (g= 2,908, A= 5,832) weichen stark von 
den in §3 bestimmten Werten (g=8,48; A4=11,12) ab. Dies riihrt 


wesentlich her von dem ie 

jetzt mitberiicksichtigten 7 ee ee ee a ee 
EinfluB von Oberflachen- { 

und CouLomsB-Energie. S-5 af 

Das Minimum der Energie 

wird namlich durch Be- a EY 


riicksichtigung von E,und Fig. 5. Verlauf der Bindungsenergie in Abhangigkeit von A. 
g a E*/A Theoretisch berechnete Kurve; E*/A WEIzSACKER- 
E, zu kleineren Werten Pesce Hocmel’ 
von € und damit zu klei- 
neren Werten von 0, verschoben. In Fig. 4 sind fiir g=8,48 A=11,12 
die verschiedenen Energieanteile bei A 216 in Abhangigkeit von ¢ 
dargestellt. In demselben Diagramm ist auch die Dichte 9,(¢) aufge- 
tragen. Mit dem Wertepaar g = 2,908, A = 5,832 sind nun fiir ver- 
schiedene Atomgewichte A die Bindungsenergien berechnet worden. 
Diese Werte, sowie die Aufteilung in die einzelnen Energieanteile ist 
in Tabelle 1 angegeben. Um nun einen direkten Vergleich mit der WEIz- 
SACKER-BETHE-Formel zu erreichen, ist die in Tabelle 1 angegebene 
Funktion E(A)/A in Fig. 5 graphisch dargestellt, wobei zum Vergleich 
die entsprechenden Werte der WEIZSACKER-BETHE-Kurve mit einge- 
zeichnet sind, die der Funktion 


= (A) = — 14,638 + 15,345 A-$ + 0,150195 A} [MeV] 
entsprechen. 
Tabelle 1. 

A —Ep»/A : —E-/A —E,/A —E/A 
8 13,01 0,434 10,68 1,888 
16 15,18 0,797 10,29 4,095 

27 16,9 1,29 10,14 5,5 
40 16,9 1,684 8,872 6,351 
64 17,38 2,401 7,9 7,038 
125 17,38 So 6,352 7,276 
216 17,38 5,402 | 5,293 6,684 
343 16,90 7,057 | 4,336 5,514 
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Der Vergleich zwischen beiden Kurven zeigt, daB die berechnete 
Bindungsenergie fiir groBe A gut mit den Werten der WEIZSACKER- 
BetHE-Formel iibereinstimmt, daB aber die Abweichungen der beiden 
Kurven voneinander um so groBer werden, je kleiner A wird. Diese 
Tatsache, daB namlich die berechneten Bindungsenergien stets kleiner 
sind als die experimentellen, wird vermutlich an der grundsatzlichen 

a3 Ungenauigkeit der THOMAS-FERMI- 
aa Methode bei kleinen Teilchenzahlen 
sowie an den hier gemachten Nahe- 
rungen liegen, da die berechneten 

0. 30 10 1% 20 20 10 Jo N&aherungswerte von E immer ober- 

Fig. 6. Verlauf mem. on). halb des wirklichen Minimums liegen 

miissen. AuBerdem tragt der Verlauf 
der Dichtefunktion 9) 0,)(A) zu diesem Verhalten bei. In Fig. 6 ist 
0, in Abhangigkeit von A dargestellt, wie es sich aus dem Variations- 
verfahren berechnet. Es zeigt sich, was gut mit der Erfahrung tiber- 
einstimmt, daB 0,(A) fiir fast alle Kerne den gleichen Wert hat. Erst 


Qa7 


Os, 


' S ae 
OS 
Qe 
0 é 4v & 8:74-707 a 300 200 J00 
es A —-_ 
Fig. 7. Verlauf der Funktion o = o(r). Fig. 8. Verlauf der Funktion o = a(A). 


bei sehr groBen A verringert E, die Dichte, wahrend bei sehr kleinem A 
E, den Wert von gy verringert. Die starke Abnahme von g, nach 
kleinen A-Werten zu bewirkt auch eine Abnahme der Volumenenergie E£,, 
woraus wiederum das Verhalten von E(A)/A bei kleinen A-Werten 
verstanden werden kann (Fig. 5). 


Es soll nun noch die Gestalt der Dichtefunktion (7) naher diskutiert 
werden. Die in der Form 0(7) = 9) ¢~*™ auftretenden Parameter 1, 09 
und « sind von A abhangig. Der Parameter , der geometrisch die Nei- 
gung im Wendepunkt darstellt, nimmt mit wachsendem Atomgewicht 
standig zu, so daB sich g(r) fiir schwere Kerne der Rechtecksgestalt 
nahert (Tabelle 2). Durch die relativ groBen Werte von bei schweren 
Kernen, ist auch die oben gemachte Annahme »>>1 naherungsweise 
gerechtfertigt. Um einen Vergleich mit fritheren Arbeiten (v. WEIz- 
SACKER) zu erméglichen, soll noch die Breite der Oberflaichenschicht 
im Verhdltnis zum ganzen Kern bestimmt werden. [Fig. 7 zeigt die 
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Dichte e(r).] Die Tangente im Wendepunkt 7» schneidet die Geraden 
Q@=Q) und e=0 in 7, und 7g. Wir wollen rp—7, als Breite der Ober- 
flache definieren, und 

fh Naa 

eh 


c= 


als das Verhaltnis der Oberflachenbreite zum gesamten Kernradius Tr. 


n—1 


" , Fiir einige A-Werte ist o (n) 


Aus @(7) =) e-*™ folgt c=o(n) = 
in Tabelle 2 angegeben, fiir A+ geht o(m)—>0. Im Bereich der 
experimentell vorkommenden Kerne ist also im Durchschnitt etwa 1/, 
des Kernradius zur Oberflachenschicht gehérig. Friiher hatte v. WEIz- 
SACKER mit einem anderen Ritzschen Ansatz fiir die Dichte ein der 
GréBe o entsprechendes Verhiltnis fiir Pb(203) berechnet und 0,214 
erhalten. Dieser Kern ist hier nicht berechnet worden, jedoch ergibt 
die graphische Interpolation (Fig. 8) etwa den Wert 0,265. Qualitativ 
stimmt also dieses Ergebnis mit dem von v. WEIZSACKER gefundenen 
gut tiberein. 


Tabelle 2. 
A @0(A) n(A) o(A) 
] 

8 0,0822 3,142 0,628 
27 0,1915 4,713 0,4646 
64 0,2166 | 6,284 | 03686 

125 0,2166 7,855 |  0,30387 
216 0,2166 9,426 0,25834 
343 0,1915 10,997 0,2259 


0 (A) ist in w® angegeben. wt=—1,4- 107% cm. 


$5. Die Bindungsenergien der leichten Kerne. 


Mit Hilfe der in §2 beschriebenen Methode zur Energiebestimmung 
bei leichten Kernen, sollen die Bindungsenergien fiir $He, 730 und 3$Ca 
berechnet werden. Nimmt man fiir die Einteilchenwellenfunktionen die 
Funktionen des harmonischen Oszillators, so treten bei diesen drei 
Kernen nur abgeschlossene Schalen auf. Die Eigenfunktionen des har- 
monischen Oszillators lauten 


_ («\e Tigh Hy, (20%) Hyy (2a y) Hy, 202) 
val%9»8) = (5) ¢ Yng! ny! m,1 


wobei n =n, +n, -+,, So daB fiir jedes » f(m) = ‘hai se +2) Zustande 


existieren. Der Parameter « ist zunachst unbestimmt und soll spater 
so festgelegt werden, daB die Gesamtenergie der Kerne ein Minimum 
wird. « hangt mit der Masse M und der Frequenz » des Oszillators durch 
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C= co 2m zusammen. H,,(x) sind die HermitEschen Polynome. Die 
hier gebrauchten lauten 

How =4 H,(*) = * His) = — 4. 
Wegen der 4fachen Besetzung aller Zustande mit Protonen und Neu- 


tronen von verschiedenem Spin ergibt sich folgendes Schema: [z(m) ist 
dabei die Anzahl der Zustande. | 


n=O f(n) =1 z(n) = 2, 2(n) = 4 
n=1 f()=3 2(n)=12, Dz(n) = 16 
n=2 j(n)=6 z(n)=24  Dz(n) = 40 


Durch Summation iiber alle besetzten Zustande entsteht die gemischte 
Dichte 


= 2 volt t) y(t’) 


und daraus mit o0(r, r) =o(r) die gewohnliche Dichte. Es soll hier stets 
die Gesamtnukleonendichte betrachtet werden. Fiihrt man die Neu- 
tronendichte oy(r, 1’) und die Protonendichte op(r, r’) ein, so ist hier 
wegen N=Z 


On (t, t’) = ep(t, v’) =F e(t, rv’) On (t) = ep(t) = Fe(t). 
Fur die hier betrachteten drei Kerne ist: 


\b — slit 


%=0 @(ta, ta) = 4(") é 


i — 3 ritry 
a ) PO Bd me + 2a, (t, t2)} 


7 \§ — ** (p2473) e 
Leal’ 0 (1, Ya) cle el {3 — Gy (ty — te) + Zag (ty x). 


Zur Berechnung der Bindungsenergien miissen drei Anteile bestimmt 
werden, die potentielle Energie der Kernkrafte E} («,), die kinetische 
Energie der Nukleonen, EX, (a,) und die CovLoms- Energie der Protonen. 
Die Gesamtenergie E" («,) = EY) («;) + Ey}, («,) + Ei (a) hangt somit von 

a; ab. Dieser Parameter wird so eingerichtet, da8 E“ («,) ein Minimum 


wird, es wird also das Extremalproblem a x) (x,) =O geldst. 
Cu 


1. Die potentielle Energie der Kernkrafte. 
Die HAMILTON-Funktion 
2 


Ee = [ 90) dx = {oer +H 4 AE gt gpi0,| dx 
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bestimmen wir dadurch, daB wir fiir g(r) einen Ritzschen Ansatz ma- 
chen, und dann das Variationsproblem 


0) 
do H(t) =0 

lésen, das der Differentialgleichung aquivalent ist. Wir verwenden dabei 
ebenso wie bei schweren Kernen nur die gewéhnlichen Dichten. Die 
Energieanteile, die den gemischten Dichten entsprechen, werden am 


SchluB dieses Paragraphen naher diskutiert. Als Ritzsche Ansatze fiir 


o;(r) und @,(r) wahlen wir gio=4(S a 

alee Qo(7) = Qooe *” Po(") =Pooe ” 

a1 0, (7) = oe” [1 + 20,77] Pi(7) =Groe *” [1 + 26,77] 
= O2(r) = G20 *” [$+ 20374] qa (r) = Haye” [§ + 26374]. 


Bei diesem Ansatz werden sich Dichte und Potential qualitativ nicht 
wesentlich unterscheiden. g;) und 9;) sind dabei noch unbestimmte 
Parameter, die durch das Extremalproblem festgelegt werden sollen. 
An Stelle von g,;) werden wir ebenso wie bei schweren Kernen 
C=) nee verwenden. Die bei schweren Kernen gebrauchte Beziehung 
gy 0,5 =¢€+ & lassen wir hier weg, da sie nur asymytotisch fiir groBe 
A richtig Sy 
Die Energie E{) lautet damit 


3 fd ~ ~: 3 “ % ma \3 1 3 
(0) __ 9 Foo Poo ey | oo { © \2 <4) 
*P 4 ee ae (aa) FA 2 a £00 000(s4-7 


4 —— 
1 57 Ei 
Ep) = 46 F10 | 2B, 


aie « 3 
+B ehlS cocasaend sy 
et 4. I $ 15 0% 8,7! 
eP:000{4(=4 5) TE ar 
Ey “ a \é x \$ 
EY = 10,14 G30 |/ 35 + 15,2¢20( 25) + 5.533(F) Aetote — 
asa! 75 oh + BB 945 a Bs | 
cieok Z reap 
oy + fr)? (%_ + Be) (a + Bo)? 


2. Die kinetische Energie F,;, berechnet man am einfachsten aus 
der mittleren kinetischen Energie eines Teilchens, die beim harmonischen 
Oszillator gleich der mittleren potentiellen Energie ist 


— 8P200201 <7, 


“) __). btn 3 a an 
Ekin = Epot = 2M a; 2 . 


1 Die Verwendung dieser Relation bringt an sich keinen sehr groBen Fehler, 
die Rechnung mit den exakten Formeln fiihrt hier jedoch ebenso schnell zum Ziel. 
e Helium z.B. ergibt sich mit der genannten Relation fiir die Bindungsenergie 

= 55,96 MeV, wahrend die exakte Formel E = 58,016 MeV ergibt. 
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Die Gesamte kinetische Energie erhalt man durch Summation iiber 
alle N Teilchen des Kerns, wobei aber diese Summe noch mit (N — 1)/N 
zu multiplizieren ist, da die Bewegung des Schwerpunktes fiir die kine- 
tische Kernenergie keine Rolle spielt. Fiir die hier betrachteten Kerne 
erhalt man dann die in Tabelle 3 angegebenen Werte. 

3. Die Coutoms-Energie der Protonen enthalt zwei Anteile, wenn 
man die gemischten Dichten mitberiicksichtigt 


Daraus ergibt sich unter Verwendung der angegebenen Dichteausdriicke 
die CouLomsB-Energie fiir die verschiedenen Kerne (Tabelle 3). 


Tabelle 3. 
n=0 n=1 n=2 
E 9 i 135 h*a, 117 May 
niin 4 mM 3 mM Pe i 
a) 2 [% ie j% 274 4+ le | oy 
< = | 22 516 | 2x | a 6) V oe 
2) — 22 | /-% a tt ee ee 3 fen 
a = | 27 =. | 22 a9 a) V aa 


Die Gesamtenergie eines Kernes 
E;(«;, 8, Pio) = Em (Pio» %: Bi) + EXin (2;) + E? (a;) 


hangt somit von den Variabeln «;, 8; und g;) ab, wenn wir wieder 9; 
durch «; ausdriicken. Die beiden Variationsprobleme, die Lésung der 
nichtlinearen Differentialgleichung (Variation nach g;) und §;) und das 
Rirzsche Verfahren zur Bestimmung der Eigenfunktionen (Variation 
nach «;), kénnen hier gemeinsam dadurch behandelt werden, daB 
E;(a;, B;, Pio) in bezug auf alle drei Variabeln zum Minimum gemacht 
wird. Dies ist méglich, da Ej{, und EY von gj» und f; nicht abhangen, 
Fihrt man die oben definierte dimensionslose Variable ¢; statt g;9 ein, 
so laBt sich die Energie der betrachteten Kerne in der Form 


E;(a;, B;,o;) = oA, (B) + CB, (B) —¢; i(%, B;) + D;(«,) 


schreiben. Die Funktionen 4,, B;,C; und D; hangen dann nur noch 
von a; und f; ab und sind in Tabelle 4 explizit angegeben. 
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Tabelle 4. 


yHe (n=0) 


+ fs (=) | 10,14 |/ 2 + 45,2 (Za) 


3 ' a \i, isafg | 25 75 oF +f? 945026? 
C (a, B) ( : + ra +E | +- Bd 
a+B a+B) *e+pl laa tal 4 (w+ f)i (a+ A)* 

On [a 1135 w , 838% 7/a | 117 « 1 ow 

(«, B) gar + 2¢V am | s Mt Salt} pia tisha) 2m 


Das Minimum beziiglich ¢ kann explizit angegeben werden!. Es 
liegt bei 


tam + MT NY + VST 


Das Minimum von 


E (Cmin, &, B) = Emini (a, B) 


beztiglich der Variabeln « und f ist numerisch bestimmt worden. Die 
Werte der Energie im Minimum sind fiir die drei betrachteten Kerne 
in Tabelle 5 angegeben. Es sind dort in der ersten Zeile die berechneten 
Energien E/A, bezogen auf ein Nukleon angegeben. Zum Vergleich ist 
noch die Energie E,, angegeben, die man nach dem statistischen Modell 
(§4) erhalt und die experimentell bekannten Bindungsenergien E,,. 
SchlieBlich sind noch diejenigen Werte Ey aufgefiihrt, die man mit der 
WEIZSACKER-BETHE-Formel erhalt. 

Fiir die Konstanten g und & sind dieselben Werte gewahlt worden, 
wie bei der Berechnung der schweren Kerne (§4), also g=2,908 und 


A= 5,832. 


Tabelle 5. 
{He #30 | 20Ca 
| | 
E/A | —14,5665 | —13,6689 | —13,74 
Ey/A | — 0,324 | — 4,095 | — 6,3513 
Eep/A | — 6,935 | = 7572725 — 8,4255 
E,|A | — 4,60 | — 7,594 | — 8,386 


1 Die Variation nach ¢ tritt hier an Stelle der bei schweren Kernen verwandten 


Relation 
4 


= (+24). 
gy 


Qo = 
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Die Konstanten g und A waren so bestimmt worden, daB die gewon- 
nenen Energiewerte im statistischen Modell bei A = 216 mit den Werten 
der WEIzSACKER-BETHE-Formel iibereinstimmten. Die mit denselben 
Werten berechneten Absolutwerte der Energien der leichten Kerne 
liegen im statistischen Modell unter den experimentellen und im Schalen- 
modell weit itber den experimentellen Werten. Die Abweichungen im 
statistischen Modell werden von der grundsatzlichen Ungenauigkeit der 
THOMAS-FERML-Methode bei kleinen Teilchenzahlen herrithren, die ent- 
gegengesetzten Abweichungen im Schalenmodell kénnen vermutlich 
durch folgende Ursachen erklart werden: 


4. Die wirklichen Kerne entsprechen weder dem Schalenmodell, 
noch dem statistischen Modell, vielmehr wird die Wirklichkeit in einer 
Mischung beider Modellvorstellungen gesucht werden miissen. Dem ent- 
spricht, daB die experimentellen Energiewerte in allen Fallen zwischen 
den Werten des Schalenmodells und den Werten des statistischen Mo- 
dells liegen. 


2. Zur Berechnung der potentiellen Energie der Kernkrafte wurde 
nur die gewohnliche Dichte o(r) verwendet, was besonders bei kleinen 
Teilchenzahlen nur eine sehr schlechte Naherung an die wirklichen Ver- 
haltnisse darstellt. Der Fehler, der durch die Vernachlassigung der ge- 
mischten Dichte entsteht, bewirkt, daB die berechnete Bindungsenergie 
zu groB ausfallt. Besonders leicht ist dies zu sehen, wenn ein Zwei- 
k6rperpotential V(1, 2) wirksam ist, denn dann ist bei WIGNER-Kraften 


Eyer =—4 [EV (1, 2) {0 (1) 0(2) — 4] a(t, 2) pdt dry, 


wobei @(t,, t) die gemischte Dichte darstellt. Im allgemeinen Fall der 
hier verwandten Krafte ist eine solche Darstellung nicht méglich, jedoch 
werden die qualitativen Zusammenhange dieselben sein. 


3. Ein grundsitzlicher Fehler, der der Rechnung anhaftet, ist da- 
durch entstanden, da8 nur WIGNER-Krafte verwandt wurden, dagegen 
keinerlei Austauschkrafte, deren Existenz aber durch das Experiment 
gesichert ist. Eine Abschatzung des Einflusses solcher Potentiale auf 
die Bindungsenergien ist jedoch sehr schwierig, und soll hier nicht dis- 
kutiert werden. 


Es soll nun noch der unter 2. erwahnte Fehler genauer untersucht 
werden. Eine Berechnung der potentiellen Energie in der Weise, wie 
sie bei Existenz einer GREENschen Funktion (lineare Differentialglei- 
chung der Potentialfunktion) geschieht, ist hier nicht méglich. Um 
trotzdem eine Abschatzung derjenigen Energieanteile zu erhalten, die 
(bei einer linearen Differentialgleichung) dem Ausdruck 


SIV, 2) lo(t, ts) Pdr dt, 
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entsprechen, machen wir folgende Uberlegung: Bei Existenz eines 
Potentials V(4, 2) ist die Energie 


Fock E, = E4 
SS $ J{V(A, 2) (ty) @ (te) dt dt, +4 ffV(4, 2) le(t,, Yq) |? dry dy. 


Die E, entsprechende Energie haben wir bisher direkt aus der HAMILTON- 
Funktion bestimmt. Fiir den Ey entsprechenden Ausdruck gibt es je- 
doch kein so einfaches Berechnungsverfahren. In einfachen Fallen laBt 
sich das Verhaltnis der Austauschenergie E4 zur gewohnlichen Energie 
angeben. Allgemein ist 


Wir wollen nun annehmen, daB das Verhiltnis von Austauschenergie 
und klassischer Energie im Falle eines Potentials V(1, 2) und im Falle 
des ScuirFschen Kraftansatzes iibereinstimmen. Dann laBt sich auch 
beim ScuiFFschen Kraftansatz die potentielle Energie aus der klassischen 
Energie E, mit E,.,.=CE, berechnen. E, wurde fiir $He, 60 und Ca 
direkt aus der HAmitton-Funktion bestimmt. Fiir den Faktor C soll 
der Wert genommen werden, der sich bei Existenz eines Potentials V (1, 2) 
ergibt. Bei-He laBt sich wegen o(1) o(2)=|o(4, 2)|? C unabhangig von 
V(1, 2) exakt angeben. Es ist C=0,75. Fiir die anderen Kerne kann 
man C nicht exakt bestimmen, ohne weitere Voraussetzungen zu machen. 
Mit wachsender Teilchenzahl nahert sich jedoch C asymptotisch einem 
Wert C..(0.0,V), der noch von der Dichte p,, des unendlich groBen 
Kernes ! sowie von der genauen Gestalt des Wechselwirkungspotentiales 
V(1, 2), nicht aber von der Teilchenzahl selbst abhangig ist. Dem An- 
steigen der Nukleonendichte von leichten zu schweren Kernen (vgl. auch 
Fig. 5) mit dem Grenzwert 9,, entspricht dabei ein Anwachsen von C 
nach C,,2. Es muB8 daher zwischen den drei C-Werten die Relation 


0,75 = Cu. < Cy < Cog << Cap 


bestehen. Fiir He erhalt man aus dem bisher berechneten Wert E,= 
— 134,734 MeV die neue Bindungsenergie E = — 24,532 MeV, was mit 


1 Diese Bezeichnung ist an sich nur gerechtfertigt, wenn man die Kernkrafte 
unter Ausschlu8 der Coutoms-Krafte diskutiert, da wegen dieser Anteile ein un- 
endlich groBer Kern nicht existieren kann. In dem hier diskutierten Zusammenhang 
bedeutet 0,, die Dichte, die in Fig.6 etwa zwischen A = 40 und A = 300 angenom- 
men wird. 


; , E 
2 Fiir eine spezielle Art von MehrkGrperkraften sind die Werte von i =1—C,, 


K 
bei Annahme der experimentellen Kerndichte von S. D. Dretr und K. H. Huana 
(Phys. Rev. 91, 1527 (1953)] bestimmt worden. Fiir die dort betrachteten Zwei- 
korperkrafte betrug der Anteil der Austauschenergie 19%. 
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dem experimentellen Wert von E.x)= — 27,74 MeV wesentlich besser 

als der bisher berechnete Wert von — 58,266 MeV iibereinstimmt. Da 
fiir O und Ca der Wert C nicht genau berechnet werden kann, soll C 
umgekehrt aus den experimentellen Energiewerten bestimmt werden. 
Diese GréBen Co und Cc, sollen dann daraufhin untersucht werden, 
ob sie die oben genannte Ungleichung erfiillen. Es ergibt sich Cy. = 0,75 
Co = 0,831, Cca=0,854, was offenbar mit der Ungleichung vertraglich 
ist. Eine graphische Darstellung dieser drei C-Werte widerspricht auch 
nicht der Forderung, daB C—C(A) asymptotisch gegen C, strebt 
(Fig.9), wobei sich hier fiir C,,~0,85 ergibt. Die Abweichungen der 
berechneten Energie vom Experiment l4Bt sich daher auch bei $0 und 
4°Ca ebenso wie bei $He qualitativ 
aus der Vernachlassigung der Aus- 


| aaa tauschenergien verstehen. 
O75 Zusammenfassung. 

0 0 2 J0 ad In der Arbeit von SCHIFF! war 
Ae a 

Fig. 9. Verlauf der Funktion C =C(A). zur Deutung der Absattigung der 


Kernkrafte eine nichtlineare Poten- 
tialgleichung fiir die Potentialfunktion vorgeschlagen worden. Die 
beiden, zunachst unbestimmten Parameter g und A wurden von SCHIFF? 
und MALENKA? dadurch bestimmt, daB Ubereinstimmung von Dichte 
und Volumenenergie der Kernkrafte mit dem Experiment gefordert 
wurde. Dabei ist nicht beriicksichtigt worden, daB die Dichte durch 
ein Variationsproblem bestimmt ist (THOMAS-FERMI-Modell), wodurch 
diese Abschatzung nur sehr ungenaue Werte liefert. Es ergab sich 
¢=6,52, A= 13,6". 

Im Gegensatz dazu wurde hier (§3) der Wert von g und 4 zunachst 
durch Beriicksichtigung des Variationsproblems an der Volumenenergie 
der Kernkrafte allein berechnet. Es ergab sich dabei 


g = 8,48 und A = 47,12. 


Eine weitere wesentliche Verbesserung dieser Bestimmung wurde 
(§4) dadurch erzielt, daB im Variationsproblem neben der Volumen- 
energie der Kernkrafte auch Oberflachenenergie und CouLoMB-Energie 
beriicksichtigt wurden. Besonders die CouLomB-Energie verandert die 
Werte der Konstanten g und 4 stark. Die Gesamtenergie hangt dann 
wegen der Berticksichtigung der beiden Energieanteile vom Atom- 
gewicht A ab, weshalb die Bestimmung der Konstanten in der Weise 
erfolgte, da8 Ubereinstimmung der berechnetén Dichte und der berech- 
neten Gesamtenergie bei A =216 gefordert wurde. Diese Rechnung 


1 ScuirrF, L. J.: Phys. Rev. 84, I. 
* MALENKA, B.1.: Phys. Rev. 86, 68. 
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wurde durch Vorgabe einer geeigneten Dichteverteilung (Rirzscher An- 


satz) mit dem THoMAs-FERMI-Modell durchgefiihrt. Es ergab sich 
' g=2,908 und A= 5,832. 


: 


Mit Hilfe dieser Werte wurde dann (§4) die Bindungsenergie fiir 
verschiedene A-Werte berechnet, so daB ein direkter Vergleich mit der 
WEIZSACKER-BETHE-Formel méglich war. Es zeigte sich dabei, daB bei 
den schweren Kernen die Energie gut mit den experimentellen Daten 
ubereinstimmt, da8 aber bei Benutzung der THomAs-FERMI-Approxi- 
mation die Abweichungen immer gréBer werden, je kleiner A wird. Die 
Dichte im Mittelpunkt des Kernes ist dabei in weiten Bereichen 
(40 <A < 300) nahezu konstant und gleich dem experimentellen Wert. 
Fir Werte A <40 nimmt die Dichte wegen dem zunehmenden EinfluB 
der Oberflachenenergie ab, fiir 4 > 300 wegen der CouLomBschen Ab- 
stoBung der Protonen. 

Die Gestalt der Dichtefunktion ist fiir verschiedene A-Werte genau 
bestimmt worden. Dabei zeigte sich, daB die Breite der Oberflaichen- 
schicht bei schweren Kernen etwa ein Drittel des Kernradius einnimmt. 

Da fir leichte Kerne das THoMAs-FERMI-Modell unbefriedigende 
Resultate bringt, wurde fir einige leichte Kerne Energie und Dichte 
mit dem Schalenmodell bestimmt (§5). Unter Annahme derselben 
Konstanten g und / wie bei schweren Kernen, und bei Verwendung der 
Oszillatoreigenfunktionen als Einteilchenwellenfunktionen wurde die 
Bindungsenergie fiir die ersten drei abgeschlossenen Schalen (}He, '$Ca, 
48Ca) bestimmt. Dabei wurde jedoch wegen prinzipieller Schwierigkeiten 
in der Energiebestimmung nur die gewohnliche klassische Energie be- 
rechnet, nicht aber die Austauschenergie. Der Beitrag der Austausch- 
integrale ist jedoch bei leichten Kernen ziemlich groB, so daB die Er- 
gebnisse durch diese Vernachlassigung stark verfalscht werden. Es 
konnte jedoch mit einer einfachen qualitativen Abschatzung gezeigt 
werden, daB die Beriicksichtigung der Austauschenergien gute Uberein- 
stimmung mit dem Experiment lefert. 

Damit ist sowohl bei schweren Kernen (THOMAS-FERMI-Modell) als 
auch bei leichten Kernen (Schalenmodell) befriedigende Ubereinstim- 
mung zwischen Theorie und Experiment erreicht. 


Zum SchluB méchte ich Herrn Professor HEISENBERG fiir die An- 
regung zu dieser Arbeit, sowie fiir standige fordernde Kritik herzlich 
danken. Herrn Professor BrERMANN danke ich fiir die freundliche Er- 
laubnis, die elektronische Rechenmaschine G1 fiir die umfangreichen 
numerischen Rechnungen benutzen zu diirfen. 


Gottingen, Max-Planck-Institut fiir Physik. 
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Eine einfache Methode zur Bestimmung 
des Verhiltnisses C,/C,. 
Von 
H. C. Wotr. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 19. Januar 1954.) 


Fiir das Verhaltnis C,/C, sind, besonders zu Praktikums- und Demon- 
strationszwecken, drei MeBverfahren iiblich: der Versuch von CLEMENT 
und Dfsormes, die Schwingung einer eingeschliffenen Metallkugel in 
einem exakt zylindrischen Rohr nach RUcHARDT!, und die Bestimmung 
der Schallgeschwindigkeit im Kunptschen Rohr. 


Die erste dieser Methoden mift in den iiblichen Anordnungen einen 
Polytropenexponenten. Man niahert sich dem Wert des gesuchten 
Adiabatenexponenten, wenn man die Offnungsdauer des gasgefiillten 
GefaBes, also die Zeit, wahrend der Druckausgleich mit der Umgebung 
erfolgt, méglichst kurz halt; noch besser ist es, bei verschiedenen 
Offnungsdauern zu messen und auf unendlich kurze Offnungsdauer zu 
extrapoheren. 


Die Bestimmung von C,/C, nach KunpT ist zwar exakt, doch 1aBt 
sie die charakteristischen Vorgange, die Dilatation und Kompression und 
damit die Elastizitat des Gases, nicht hinreichend klar hervortreten. 
Es scheint deshalb lohnend nach einer Methode zu suchen, die exakte 
MeBwerte liefert und bei der die adiabatische Elastizitat des Gases 
deutlich vor Augen tritt. 

Da die CLEMENT-D£sorMEssche Methode aus den angefiihrten Griinden 
auch bei Anwendung groBer Geduld kaum im Praktikum zu exaktem 
Arbeiten zu bringen ist, habe ich auf Anregung von Herrn Professor 
KOssEL versucht, festzustellen, ob im RtUcHARpDTschen Versuch die 
Kugel nicht durch die Quecksilbersdule in einem U-Rohr ersetzt werden 
kann. Man hat ja oft die Schwingungen eines solchen manometerartigen 
Gebildes vor sich und kennt die nahe Beziehung der Schwingungsdauer 
des offenen U-Rohres zu der des Pendels. SchlieBt man an die Enden 
des U-Rohres geschlossene GefaBe an, so muB sich diese Schwingungs- 
dauer durch das Mitspielen der adiabatischen Kompression andern, die 
nun genau analog zum RUcHARDTschen Versuch stattfindet. Gerade 
dadurch, daB diese beiden Frequenzen auftreten, mag diese Einrichtung 
didaktisch brauchbar sein. 


1 RbcHarpr, E.: Phys. Z. 30, 58 (1920). 
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_ Wie erwartet zeigte sich, daB der Versuch schon in den Jahren aus- 
probiert worden ist, in denen das Verhiltnis der spezifischen Warmen 
eine aktuelle Neuigkeit war: Vor 100 Jahren (1852) hat AssMANN?! ihn 
zuerst ausgefiihrt, spater (1883) hat P. A. MULLER? ihn wiederholt. Dies 
Verfahren hat vor dem RtcHarptschen den Vorzug, daB man es aus 
einfachen Laboratoriumsmitteln jederzeit selbst aufbauen kann, und 
daB man mit einer kleinen Gasmenge auskommt. Wir beschreiben die 
Methode gleich in der Ausfiihrung, die sich bei uns fiir Praktikumszwecke 
bewahrt hat. 


In einem U-Rohr aus Glas befindet sich eine Quecksilbersdule der 
Lange / und des Querschnittes g. Das Rohr ist auf ein Brett befestigt; 
dieses ist um eine horizontale Achse drehbar aufgehingt. Lenkt man 
— durch Neigen des Rohres — das Quecksilber um 
die Strecke x aus und fixiert das Rohr rasch wieder 
in seiner Ruhelage, so fiihrt die Quecksilbersaule 
(gedampfte) Schwingungen aus. Die Schwingungs- y 
dauer ergibt sich — unter Vernachliassigung der 
Dampfung — aus 


St 


K=mx=—2qg0% 


(K = wirkende Kraft; m = schwingende Masse; 
o = Dichte des Hg; g = Erdbeschleunigung) zu 


Fig. 14. Schematische 
i - Skizze der Apparatur. 
T, = 22 /l/2¢. 


VerschlieBt man die beiden Enden des U-Rohres, so tritt durch Kom- 
pression und Dilatation der eingegrenzten Gasmenge eine zusatzliche 
bewegende Kraft K, hinzu. Zur VergréBerung des Volumens sind auf 
beiden Seiten geschlossene GefaBe aufgesetzt, die Gasvolumina haben 
auf beiden Seiten den gleichen Wert V. Im adiabatischen Fall hat Ky 
den Wert 
: AV “Pq 
K.=29q*Ap mit Ap=—xp=| =-— > *: 
Die Schwingungsdauer T, der Saule bei geschlossenem Rohr betragt 
dann Lie 
T/ ? V 
fa 2x| 2g V+xhq 


(h = Barometerdruck in cm Hg). Damit wird 
Ace 
<n ter Z 1). 
1 AssMANN: Pogg. Ann. 85, 1 (1852). 


2 Mixier, P. A.: Wied. Ann. 18, 94 (1883). 
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Das Volumen V und der Barometerdruck / sind bequem auf Bruchteile 
eines Prozent zu messen; bei Verwendung gewohnlicher Glasrohre wird 

q auf etwa 0,5 bis 1% definiert sein. Im tibrigen aber hangt die Versuchs- 

genauigkeit von der Genauigkeit ab, mit der die Schwingungsdauern iy 

und J, bestimmt werden kénnen. Wegen der starken Dampfung, die 

das im Rohr schwingende Quecksilber erfahrt, kann man nach einfachem 

Auslenken des Rohres nicht mehr als etwa 10 Schwingungen beobachten. 

Daraus erhalt man recht ungenaue Werte fiir ~. 

Weiter kommt man, indem man 7, und T, als Schwingungsdauern 
einer erzwungenen Schwingung bestimmt. Mit etwas Geschicklichkeit 
kann man unschwer die schwingende Saule im Takte der Resonanz- 
frequenz mit der Hand anstoBen. Die Resonanzfrequenz erkennt man 
sehr scharf am Amplitudenmaximum und am Phasenumschlag. 

Bequemer und genauer ist es, die Anregung nicht von Hand, sondern 
durch einen Motor vornehmen zu lassen. Man verwendet giinstig einen 
HauptschluBmotor, dessen Drehzahl man nach BARKHAUSEN! regeln 
kann, und 14Bt das Rohr iiber Getriebe und Exzenterscheibe im Takte 
anstoBen. MiBt man so die Schwingungsdauern aus einigen hundert 
Schwingungen, so ist der Fehler in der Bestimmung der Schwingungs- 
dauer klein genug um ohne Einflu8 auf den Fehler von x zu sein. Im 
Praktikum kann man so x auf etwa 1% genau bestimmen. Um andere 
Gase als Luft zu messen, 6ffnet man die Stopfen S¢ (s. Fig. 1) und 1aBt 
das Gas durch die Hahne H zustrémen. 

Zum Schlu8 ein Zahlenbeispiel: Mit V = 122,0 cm’, g = 0,593 cm?, 
h = 73,0cm wurden gemessen: 


in Luft JZ, zu 0,796 sec, T, zu 0,650 sec, aus je 1000 Schwingungen. 
Daraus x= 1,41 + 0,015 
inCO, TJ, zu 0,796 sec, Ty zu 0,657 sec aus je 1000 Schwingungen. 
Daraus x= 1,32+ 0,015. 


Die Methode ist also mit einem gewissen Aufwand, der aber didak- 
tischen Wert hat, exakt durchfiihrbar und gibt wesentlich scharfere 
Ergebnisse als der CLEMENT-DEsORMESsche Versuch, wenn er mit ahn- 
lichem Aufwand im Praktikum durchgefiihrt werden soll. 


Tiibingen, Physikalisches Institut der Universitat; jetzige Anschrift 
des Verfassers: Miinchen, Physikalisch-Chemisches Institut der Tech- 
nischen Hochschule. 


1 Siehe bei ANGERER, E. v.: Technisc ‘ 
sah were erates sche Kunstgriffe, §. Aufl., S 
schweig 1952, § , 3.119. Braun 
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Das Bogenspektrum des Jods 
und das Quadrupolmoment von J’. 


Von 
Kiyoshi MuRAKAWA und SHIGEKI Suwa. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 24. January 1954.) 


_ Als Fortsetzung der friiheren Arbeit wurde das Spektrum J I analysiert und die 
Hyperfeinstruktur wurde gemessen. Aus den Termen 6s 4P;,. und 6s 4P39 ergibt 
sich das Quadrupolmoment von J®? zu (—0,72+.0,02) - 10-24 cm?2. 


1. Einleitung. 

Im Jahre 1938 hat einer der Verfasser eine Analyse der Spektra von 
J Il und JI veréffentlicht! (diese Arbeit wird im folgenden als Teil I 
zitiert). Die damals benutzte Lichtquelle war fiir die Erzeugung des 
Bogenspektrums J I nicht besonders geeignet. Es war also unméglich 
die Hyperfeinstruktur (HFS) des Spektrums J I genau zu messen, so 
daB lediglich die HFS des Spektrums J I] herangezogen wurde, um das 
Quadrupolmoment von J!*7 zu bestimmen?. 

Es ist ScHMIDT® gelungen, das Spektrum JI lichtstark genug zu 
erzeugen, um die HFS zu messen und das Quadrupolmoment daraus 
za bestimmen. 

Das bisher mit Hilfe von Atomspektra bestimmte Quadrupol- 
moment (Q) des Jods ist, verglichen mit den Resultaten der Quadrupol- 
resonanztechnik, etwas niedrig. Eine kritische Betrachtung der Be- 
stimmung von Q aus der HFS des Terms 5s 5° #P, von J II zeigt, daB 
sie prinzipiell nicht so genau sein kann, denn der Term 6s° S, liegt nahe 
dem Term 5s 5f°?P, und die Wellenfunktionen beider Terme mischen 
einander. In der Tat, wenn diese St6rung in Betracht gezogen wird, 
ist der Wert von Q zu etwa — 0,79: 107*4 cm? (statt — 0,3 - 10~*4cm?) 
berechnet. Anderseits bemerkte ScHMipDT, daB die von ihm zur Bestim- 
mung von Q benutzte Wellenfunktion nicht sehr genau ist. Es scheint 
notwendig, das Spektrum J I nochmals zu studieren und den Wert von Q) 
moéglichst genau zu bestimmen. 


2. Die experimentellen Einzelheiten. 
Um die HFS genauer als ScumiptT zu messen, mub die Lichtquelle 
scharfer als die seinige sein. In der vorliegenden Arbeit wurde eine 
1 Murakawa, K.: Z. Physik 109, 162 (1938). 


2 Murakawa, K.: Z. Physik 114, 651 (1939). 
3 Scumipt, T.: Z. Physik 112, 199 (1939). 
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elektrodenlose Entladung durch eine Kapillare (Diameter — etwa 2mm) 
benutzt. Die Technik der Erzeugung der elektrischen Hochfrequenz- 
quelle welche fiir Spektroskopie bequem ist, ist beschrieben von Lac- 
ROUTE!. Eine Wellenlange von etwa 1,5 m wurde verwendet. Das Jod 
floB aus einen Jodbehalter von Zimmertemperatur durch die Kapillare 
zu einen anderen Behilter welcher mit fliissiger Luft gekiihlt wurde. 
Das Spektrum bestand aus zahlreichen Bogenlinien, aber auch einige 
Funkenlinien wurden daneben erhalten. 


Ein FAaspry-PeErot-Etalon wurde benutzt, um die HFS aufzulosen. 
Die HFS wurde im Bereich 28500 bis 3500 untersucht. 


3. Der Aufbau des Spektrums J I. 


In der vorliegenden Arbeit wurde die in TeilI gegebene Klassifi- 
kation des Spektrums J I erweitert und in einigen Punkten korrigiert. 
Tabelle 1 gibt eine Liste der neu klassifizierten Linien, und Tabelle2 


Tabelle 1. New klassifizierte Linien von ] I. 


Int. | ALutt ’Vak Termkombination 
10 9113,8 10969,4 6s4*P,. — 6p4D,, 
5 8857,45 11 286,83 65 *Ds9— 6f Wy 
5 8393.45 11910,78 6s4P,.» — 6p "Dy, 
15 8043,72 12428,64 6s‘4F. — 6p *D,,, 
6 8003,67 12490,84 6s4F. — 6p"F), 
1 7972,85 12539,12 5d*D,.— 6f Wy)> 
y} 7416,59 13479,58 5d4*D, .— 6f wy)> 
2 7411,28 13489,24 5d4Ds).— 67 V5/2 
1 6993,5 14295,1 6s*P,. — 77 Dg 
5 6488, 15 15408,46 6s4P,. — 6p *Djj5 
10 6359,20 15 720,91 6s4B.. — 6p4S,, 
1 6005,93 16645,61 65°F. ig — Of 5 
6 5780, 74 17 294,0 6s4P,. — 6p*P, 
2 5500,92 18173,7 6s *F. — 6p°D,,, 
1 5273.75 18956,6 6s‘B. — 7p*R, 
10 5234,60 19098,4 6s4F,.— 7P "Des 
' 4863,03 20557,6 6s4*Pg— 7p4Dss 
6 4700,94 21 266,4 6s‘P,, — W 
6 4690, 60 21 313,3 6s‘, — V 
6 4478,59 22 322,2 6s4Py 4 — (Dy) 6p2P,, 
10 4407,96 22679,9 5) nD ; 
7 7 Os “Fs2 — SIX 
6 4392,13 22761,6 6s*F,, — 8p4D,, 
10 4321,93 23 131,3 6s4P,, — 8p Dy, 
10 4234.55 23608, 6 6s 4Pyg — (D,) 6p2P, 
2 4209,70 23748,0 6s4P,, —6 a 
7 37 58 “Fo i %ezs 
2 4209,06 23751,6 6s4F, — 6f y 
4 4203,75 2378 1p. fis 
Be fe 23781,6 6s Fes T ( ?) 
i 4174,65 23947,4 6s4F. —i¥ 
2 4159,73 24.033,3 6s4F.—Z 
10 4148.44 24.009,0 6s4*P.. — SPP, 


; ; eee 
Lacroutr, P.: Ann, Physique 3, 5 (1935). 
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Tabelle 1. (Fortsetzung.) 


a 
Int. ALuft | ’Vak Termkombination 
ae eee nee oS ee 
10 4134.15 24 182,0 6s4P,.— 8p4R,, 
10 4129,20 24210,4 6s*P.,— 8p4D. , 
2 4127,52 24220,8 6s*P,..—8p4Ds» 
5 4102,24 24 370,1 6s iP, Op 1p. 
3 4065,34 24591,3 6s4P., - Sp 4D, > 
2 , 4046,59 24705,2 6s4P., - OP'Dy » 
& 5 3966, 80 25 202,1 6s ee 6f Wy 
3964,93 25214,0 Got. <Gtes. 
1 3934,89 25406,5 6st, — oo 
3 3921,76 25491,6 6s4P,.—U 
5 3840,99 26027,6 6s4P,— 9p*Dz 
a 3820,92 26 164,3 6s4*F a= 9P4Ds 
Tabelle 2. Termwerte von JI. 
eet 84 260,8 (®P,) 7p4Dz2 9070,3 
: SP* Pie 76658,1 @P,)7p4Ds5)2 9073.2 
(@P,) 6s *P,. 29630,8 GP) 7p*Ds;2 8643,1 [4S5/0] 
(®F)6s4R. 28171,5 CP) 7242, 9299;,0 
(°F) 6s *P,. 23368,1 CB) 7p4*Py. 9214,9 
@P)6s*P, 22444.6 @P,)7p4P,, 8961,5 
(CF) Gs 755. (21074,3 BP) 8p4D 7. 5420,4 
GF) 7s*P.. 12359;2 GP) 8p4D;,. 5410,0 
fle) 7s “faq 17°901;5 4 @F) 8p4Ds;. 5039,9 
{Sd8D5p 18237,9 (49) CR)3p*Pig 5531.8 
5d*Dye 17909,1 [*Fae! @P,) 8p4Pyo 5448,8 
[sa4D,. 169678 #R (°P,) 9p 4D, 3603.2 
{eD.) 652Dsp 15459,8 (2P,) 9p4Dsig 3801,4 
(Ds) 65 *Ds.  15715,4 F CA) 9p *Ds)2  3466,4 
P,) 6p4Ds,. 17202,2 [6p X GF) 5/ 6950,9 
Po) 6P4*Dyy2 = 12763,0_ (P,) 6f 2  4416,8 
?Fo) OP 4532 12287,5 [*D5)o_ (@P,) Of V5/2 4419,9 
(Fo) ©P2Dsj2 117354 CP.) Of %32 —- 4423,5 [7p *Daya] 
(9F 0) OP 7Dgp 11456,9 3P) 6f Wy.  4428,7 
Fo) OP? Fy. 11209,9 [*S5 W 6905,1 
(CF o) OP? Fj2 10877,5 | Ld ore tie 
PP, 9) 6P*Syj2 12450,6 | Z 5597,5 
(D2) 6p? Fs). 5849,6 
LD) 6p?F2 — 4562,9 


enthalt samtliche jetzt bekannte Terme von JI. Im Falle von ver- 
anderter Termbenennung, ist die alte in eckigen Klammern angegeben. 
Die Art der Kopplung des Spektrums J I ist intermediar zwischen LS- 
und jj-Kopplung; die Benennung der Terme geschah in der Weise, dal 
die Analogie zwischen F I- und J I-Spektren méglichst gut ist. Es wurde 
herausgestellt, daB die in Teill gegebene Linie 48737,6 (Int. 0) von 
einer Verunreinigung stammt, so daB der dort als 7p 4D,), bezeichnete 
Term entfallt. Ferner wurde herausgestellt, daB die Realitat des in 
Teil I als ('D) 6p 2Dz,. bezeichneten Termes bezweifelt werden muB, so 
daB er in der jetzigen Tabelle 2 nicht mehr gegeben ist. 
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gemessen, also vielmehr wenig genau gemessen.) 
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Die Termserie (?P, 9) #P *Dsj2 
und die (°P,)nf-Serie ermég- 
lichen, eine genauere Normie- 
rung der J I-Terme zu geben. 
Es scheint jetzt verniinftig, alle 
in Teill gegebene Termwerte 
um etwa 30cm? zu erhoéhen. 
Die jetzige Normierung diirfte 
bis auf etwa + 20cm richtig 
sein. Es sei noch bemerkt, 
daB die Terme (*P, 9) 6p *Dy), 
6p 7S, und (1D) 6p7P,, nur 
durch je eine Linie gestiitzt, 
sie sind jedoch durch die HFS 
vollig bestatigt. 


4. Hyperfeinstruktur 
des Spektrums J I. 


Das mechanische Kernmo- 
ment von J!*7 ist schon lange 
als 5/2 bekannt. Die gemes- 
senen HFS-Bilder der zur 
Bestimmung des Wertes von 
Q geeigneten Linien sind in 
Fig. 1—4 neben Ubergangs- 
schemata gegeben. Die Lage 
der Komponente welche wegen 
der Schwache nicht beobachtet 
werden konnte wurde berechnet 
und ist in Klammern gegeben. 
Die HFS der Linie 25204 wurde 
auch von SCHMIDT gemessen, 
seine Messung ist als S in Fig.1 
gezeigt. 

Beider Bestimmung der HFS 
des Terms 6s4P;. aus 45764 
und 46293 wurde von SCHMIDT 
die HFS des Termes 6s 4P3)9 zu- 
grunde gelegt. Weil die gemes- 
senen HFS der Linie 45204 bei 
SCHMIDT und bei uns etwas ver- 
schieden sind, sind die gemes- 
senen HFS des Termes 6s 4P,). 


Das Bogenspektrum des Jods und das Quadrupolmoment von yer: B79 


Tabelle 3. HSF der Terme von JI (in Einheiten von 107% em=~?), 


Verfasser ScHMIDT 


Term 


auch etwas verschieden. Die kleine Verschiedenheit der HFS des 
Terms 6s 4P,, bei ScHMIDT und bei uns ist wohl dadurch verursacht. 

Aus den gemessenen HFS der Terme von J I kénnen wir die HFS- 
Konstante A und die Quadrupolkonstante B bestimmen und zwar er- 


geben sich die in Tabelle 3 durchge- fF JIL Ab6024 

_ . . = ¥ 

fiihrten Zahlen. Obgleich die gemes- loans 025%, 
senen HFS des Terms (°P) 6s 4P,.. bei 22 Ah 


SCHMIDT und bei uns etwas verschieden 


; é . e 2 abecdefghis 

sind, sind die A- und B-Werte dieses Parsee if 100, 
“ - Ewes i 6s P. G065; 

Terms bei beiden Autoren vdllig in ° "3 7S ee 


. 0033 
Ubereinstimmung. 
l 

Richtigkeit der Deutung der HFS che h 
£ = 5 : ; = " a e Ig wh 
von 16024 wurde - durch die Unter | 4 is ee | Z | 
suchung der HFS von 44479 ge- :37-334 ~258;229 51% -0%m = 0 cm’ 10, 

o- bara 

prift. Fig. 4. HFS der Linie 6024. 


5. Das Quadrupolmoment von J}?". 


Wir wollen nun aus der HFS der Terme aus der Konfiguration 
(5p? 3P,) 6s das Quadrupolmoment von J!?? bestimmen, indem wir 
Wellenfunktionen benutzen, welche genauer als die von SCHMIDT sind. 
Dabei betrachten wir die Tatsache, daB die Kopplung naher der }jj- als 
der LS-Kopplung ist. 

In der folgenden Diskussion legen wir den Nullpunkt der Energie 
am Schwerpunkt von 4P;, und ?D;.. Die Bezeichnungen sind die 
gleichen wie bei BREIT und WILts!. 

Zuniachst bestimmen wir die Konstanten ¢, Ff, und G, in der Weise, 
daB die beobachtete Lage von 4P,., ?D;., 4P,. und des Schwerpunktes 
von 4P,., ?P,. und *D,,. mit den theoretischen tibereinstimmen, und 
zwar ergibt sich: 

C=5284, F,=1454, G,=681 


(ScHMIDT benutzt die Zahlen £=5760, F, = 13060). 


1 Breit, G., u. L. A. Witts: Phys. Rev. 44, 470 (1933). 


580 KryosHi MurRAKAWA und SHIGEKI SUWA: 


Wenn man diese Werte in die Energiematrizen in jj-Kopplung 


3 1r 2/2 1 
S1j2P3 : bake 6 Gy) = (3 Fs Singh) 
3 = 1 
St/2 YW? 7 =r F, G, 
J =3)/2 
3 1 5 
Mm —3¢-+3¢, -4h-G)— = 2G, 
: ~ 1 2 
? —— S - G —_ f G 
I [+ 1 = Pein, 
5649 Fy 
III 4 aear 
J=1p2 
+ = ¥ 6; 2 “ 
IV 3 i iF, == rs G, I Gy, — é G, 
3 - = t 1 Ean c j 
Sij2Po — 7 ee ee K — > Gy 5 | 2F, 
9 > 1 
Syj2 Po 4° 2F, + 3 Gy 


einsetzt und lést die daraus ergebenden Sakulargleichungen, so kann 
man die Kopplungskonstanten der Wellenfunktionen nach Verfahren 
von Breit und WILLs bestimmen, und zwar erhalt man 


P(A P52) = C Sy2D3 + Cy Sp 2 Pe 
¢, = 0,9434, Cy = 0,3315 
Y (Ds) = % Sy2P3 + Co S19 PR 


¢, = — 0,3345, Cy = 0,9434 
W(4P,.) =c, I] + cI + cg Ill 

¢, = 0,9447, €_ = 0.2977; cz = 0,1374 
-W?P..) = b, I + b,1 + b, III 

b, = 0,1403, by = 0,01155, bs = — 0,99005. 


Zur Berechnung des Quadrupolmomentes braucht man nur noch die 
Matrizen von 3 cos*? — 1: 
J=5/2 
S12P3 Sie Ve 


Das Bogenspektrum des Jods und das Quadrupolmoment von ]!27, 


J = 3/2 
ll I I 
U 0 ZS ere WE tg 
25 5/5 
I A lage aD 
“2 55 
II se 
5 


Dabei sind S und R’ die Relativitatskorrektionen. 
Man erhalt also 


(*P5/2|3 cos? — 1|4P5.9) = < c, R’ — ore C Cy S = — 0,3722 
(“Pip |3 cos? — 1| 4P,).) =(4 Eo — 3 . a C25] eo 
7a Sol 14/2 Pa es '6 tee 
ae s/s 1 3} 
= — 0,1516 


(7 P3/2 | 3 cos?} — 1| Py.) = 0,1398. 
Wenn man diese in die Formel 


C= 


BZ*H 
£(3 cos? — 1) 


mit E=§2¢@, I=35$/2, H=1,06, 2*=53—4=49 


1(2I — 1) J(2J — 1) x1,988x 10-24 


einsetzt, erhalt man endlich die Relationen: 
Q = BAP 5/2) x5, 

Q = B (Py) X3,87, 

= — B(?B)) x 4,19. 


250, 


Einsetzen der gemessenen Werte fiir B ergeben: 


Aus 6s4P.5.: QG=—O0,7 
Aus 6s4Fy,.; Y=—O,7 


Aus Grate) CU = -- 0,51 10. 


5 


t-i9* (ScHMIDT: —0,64-107*4), 
510°" (SCHMIDT: —0,42-107*4), 
1 
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Der Term 5d 4Dy). ist nicht weit von ?/. entfernt, also k6nnen wir 
nicht erwarten, einen genauen Wert von Q aus *P,, zu erhalten. Die 
Formel fiir Q aus *P,,. enthalt nur zwei Konstanten c, und c,, dagegen 
enthalt die Formel fiir Q aus 4P,». drei Konstanten ¢,, ¢, und ¢s. Der 
Wert von Q aus 4P,¥. ist also zuverlassiger als Q aus 4P,.. Indem man 


582 K. Murakawa und S. Suwa: Das Bogenspektrum des Jods. 


etwa die Gewichte 5 und 1 an Q aus 4P; bzw. Q aus *P, zubilligt, 
erhalt man als Mittelwert: 


Q(J}2”) = (— 0,72 + 0,02) - 10-*4 cm?. 


Mit der Methode der Quadrupolresonanz in festem Jod hat Kamei 
den Wert Q=—0,69-10-%4cm? gewonnen. Mikrowellenspektrosko- 
pische Untersuchungen von Gorpy? an JCN und CH;J ergaben 
Q = —0,75:10-*4 cm? bzw. —0,59-10-% cm?. 

Die Erweiterung der Analyse des Spektrums J I] und die Berechnung 
von Q aus der HFS von J II werden einer spateren Veréffentlichung 
vorbehalten. 


Zusatz bet der Korrektur. Wir haben in der obigen Arbeit den Pola- 
risationseffekt der Hiillenelektronen iiber die HFS vernachlassigt. Wenn 
man diese Korrektion nach STERNHEIMER [Phys. Rev. 86, 316 (1952)] 
anbringt, so erhalt man 


Q (J***) = (—0,75 + 0,02) - 12-** cm?. 
Tokyo (Japan), Institute of Science and Technology, University of 
Tokyo. 
1 Kamel, T.: J. Phys. Soc. Japan 7, 649 (1952). Siehe auch DEHMELT, H. G.: 


Z. Physik 130, 365 (1951). 
* Gorpy, W.: Rev. Mod. Physics 20, 668 (1948). 
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Zur Energieverteilung im Spektrum 
der R6ntgen-Bremsstrahlung. 
Von 
R. Fucus und H. KuLENKAMPFF. 

Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 13. Februar 1954.) 


Frihere Messungen von KULENKAMPFF und ScuHMipT hatten fiir das Spektrum 
der Réntgen-Bremsstrahlung einer massiven Wolfram-Antikathode im Bereich von 


20 bis 50 kV angenahert die einfache Form J, = const . (¥,—v) ergeben. Diese 


Messungen wurden wiederholt (Fig. 2) und zusatzlich eine (friiher vernachlassigte) 
Korrektur fiir die Frequenzabhangigkeit des Reflexionsvermégens des Spektro- 
meterkristalls angebracht ; dabei geht die einfache GesetzmaBigkeit verloren (Fig. 3). 
Sie wird aber durch zufalligen Ausgleich wieder hergestellt, wenn der Strahlungs- 
anteil der durch Riickdiffusion verloren gegangenen Elektronen hinzugefiigt wird 
(Fig. 4). Weiter wird jedoch darauf hingewiesen, daB sie nicht allgemein gilt. 


Vor mehreren Jahren hat der eine von uns zusammen mit L. ScumiptT! 
iiber Bestimmungen der Energieverteilung im Spektrum der Réntgen- 
Bremsstrahlung einer massiven Wolfram-Antikathode bei Spannungen 
zwischen 20 und 50kV berichtet. Nach Korrektur der gemessenen 
Verteilungskurven fiir Absorption der Strahlung in der Antikathode, in 
den Fenstern der R6ntgenréhre und der Ionisationskammer und in der 
Luftstrecke, sowie hinsichtlich der endlichen Lange der Ionisations- 
kammer ergaben sich, umgerechnet auf FrequenzmaBstab, fiir die Inten- 
sitaten J,—J,-dA/dy Kurven, die sehr angenahert durch die einfache 
Spektralformel J, =C - (v,—¥), mit », = Grenzfrequenz, wiedergegeben 
werden kénnen. Die GréBe C ergab sich als angenahert konstant, nur 
in geringem MaBe abnehmend bei steigender Rohrenspannung. 

Ein erheblicher Teil der Elektronen, welche auf die Antikathode 
auftreffen, geht infolge Riickdiffusion fiir die Erzeugung von Brems- 
strahlung verloren. Da diese Elektronen Energieverluste erlitten haben, 
wurde aus den damaligen Ergebnissen die Folgerung gezogen, daB ein 
von allen auf die Antikathode auftreffenden Elektronen erzeugtes Spek- 
trum in der Frequenzdarstellung einen gekriimmten Verlauf haben 
musse. 

Inzwischen sind nun genauere Untersuchungen tiber die Energie- 
verteilung der riickdiffundierten Elektronen ausgefiihrt worden’, welche 
eine Beriicksichtigung dieses Einflusses erméglichen. Bei der Auswertung 


1 KULENKAMPFF, H., u. L. Scumrpt: Ann. Physik (5), 43, 494 (1943). 
2 KULENKAMPFF, H., u. W. Spyra: Z. Physik 137, 416 (1954). 
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der Spektraluntersuchungen von KULENKAMPFF und SCHMIDT war aber 
angenommen worden, daB das Reflexionsvermogen des verwendeten 
Spektrometerkristalls (Kalkspat) unabhangig von der Wellenlange sei; 
diese Annahme ist durch spatere Untersuchungen zweifelhaft geworden. 
Da der damals (1942/43) verwendete Kristall nicht mehr vorhanden ist, 
haben wir neue Messungen der gleichen Art ausgefiihrt, welche zeigen, 
daB das frithere Ergebnis korrigiert werden muB. 


Messungen und Auswertung. 


Fiir die Messungen wurde eine Apparatur, bestehend aus Metall- 
rontgenrohre und Kristallspektrometer mit lIonisationskammer und 
Elektrometer, neu entwickelt, die jedoch im wesentlichen der friiher von 
KULENKAMPFF und ScHMIDT benutzten glich; es kann deshalb auf die 
fritheren Angaben verwiesen werden. Als Hochspannungsquelle diente 
wieder eine Gleichspannungsanlage sehr geringer Welligkeit. 

Eine Neuerung wurde bei der Réntgenréhre eingefiihrt, um definierte 
Verhiltnisse hinsichtlich der Elektronenriickdiffusion zu _ schaffen: 
Kathode und Antikathode waren durch eine als Anode wirkende Blende 
getrennt, die nur einen engen Spalt zum Durchtritt des Elektronen- 
strahles hatte; die Antikathode befindet sich also in einem feldfreien 
Raum. Sie war umgeben von einem Al-Zylinder (Durchmesser 4,8 cm), 
der vom iibrigen Réhrenkorper isoliert war. Als Summe der von diesem 
Zylinder und von der gleichfalls isolierten Antikathode abflieBenden 
Stréme konnte so zuverlassig der gesamte auf die Antikathode auftref- 
fende Elektronenstrom gemessen werden; auf diesen Strom sind die 
Messungen bezogen. 

Die Beobachtung der Réntgenstrahlen erfolgte wieder unter 90° zur 
Richtung des Elektronenstrahles. Die Antikathode war um eine senk- 
recht zu beiden Richtungen stehende Achse drehbar, die Oberflache 
stand bei den Hauptmessungen unter einem Winkel von 9*zur Richtung 
der beobachteten Réntgenstrahlung. 

Die Absorption der Strahlung innerhalb der Antikathode wurde in 
gleicher Weise wie friiher durch Anderung dieses Winkels (4 bis 15°) 
experimentell bestimmt. Giinstiger ware es, alle Messungen bei gréBeren 
Antikathodenwinkeln auszufiihren, weil dabei die Absorption geringer 
ist. Jedoch miiBte dann zu ihrer Bestimmung der Winkel um gréBere 
Betrage verandert werden, wobei sich Anzahl und Energieverteilung der 
rickdiffundierten Elektronen so stark andern, daB dadurch die Ergeb- 
nisse erheblich verfalscht werden wiirden. 

Der Reflexionskoeffizient R des jetzt verwendeten Kalkspatkristalls 
in Abhingigkeit von der Wellenlange ist von G. HILDENBRAND! mittels 


} Diplomarbeit Wiirzburg 1950 (nicht veréffentlicht). 
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Fig. 1 dargestellt; die hier erforderliche Extrapolation iiber den gemes- 
senen Bereich hinaus nach kleineren Wellenlingen hin (bis 40,3 A) 
| 1aBt sich ersichtlich ohne merkliche Willkiir ausfithren. Die Reflexion in 
2. Ordnung wurde wie frither (fiir ein kontinuierliches Spektrum) mit 
5% der 1.Ordnung beriicksichtigt; Reflexionen héherer Ordnungen 
_kénnen vernachlassigt werden. 


Doppelkristallspektrometer genau bestimmt worden. Der Verlauf ist in 


7 
SchlieBlich wurde eine Erganzung | : 
der Spektren wegen der durch Riick- 4 4 
. . . “se 
diffusion aus der Antikathode ver- < 
4 
lorengegangenen Elektronen vorge- / 
nommen, d.h. der infolgedessen feh- > 05 £0 45 20 = 2S KE 
lende Strahlungsanteil rechnerisch |. , as 
4 s os i Fig. 1. Reflexionsvermégen des verwendeten 
hinzugefiigt. Hierfiir wurden die Spektrometerkristalls (Kalkspat). 


Kurven der Energieverteilung riick- 
diffundierter Elektronen zugrunde gelegt, die von KULENKAMPFF und 
SpyRa (1. c.) an Platin gemessen worden sind; sie kénnen ohne merklichen 
Fehler auch fiir Wolfram benutzt werden. Praktisch wurde dazu das 
Energiespektrum der Elektronen in 
einzelne Bereiche zerlegt und die 
zugehérigen Bremsstrahlungsspek- 
tren graphisch aufsummiert. Hierfiir 
muB eigentlich schon das korrigierte 
Spektrum bekannt sein. Dadiesnicht 
der Fall ist, wurde ein Iterations- 
verfahren angewandt, wobei sich 
zeigte, daB es vollauf geniigt, bis 
zur zweiten Naherung zu gehen. 


45 


Ergebnisse. 


Die ermittelten Spektren sind, im 


4 ; : Fig.2. Spektren bei verschiedenen Spannungen, 
FrequenzmabBstab, im Fig. 2 wieder- korrigiert fiir alle Absorptionseinfliisse und 


umgerechnet auf Frequenzeinheiten. 


gegeben. Dabei sind alle Absorp- 
tionskorrekturen beriicksichtigt. Sie 
entsprechen also den Kurven in Fig. 6 bei KULENKAMPFF und SCHMIDT, 
mit denen sie auch gut tibereinstimmen; das Reflexionsvermégen des 
damals verwendeten Kristalls hatte also offenbar eine sehr ahnliche 
Wellenlangenabhangigkeit. Die Spektren zeigen wieder einen annaihernd 
linearen Verlauf mit einer bei héheren Spannungen etwas geringer 
werdenden Neigung und einer schwach angedeuteten Kriimmung bei 
kleinen Frequenzen. Allerdings ist in diesem Bereich die Auswertung 
nicht mehr ganz sicher, weil die Korrektur fiir Absorption in der 


sa 
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Antikathode bei den kleinsten Frequenzen etwa 100% erreicht ; die 
moglichen Fehlergrenzen sind bei einigen MeBpunkten in Fig. 2 an- 
gegeben. Bei hodheren Frequenzen sind sie erheblich kleiner. 

Beriicksichtigt man nun die Wellenlangenabhangigkeit des Refle- 
xionsvermogens R des Spektrometerkristalls, so erhalt man die in Fig. 3 
dargestellten Kurven; bei der Umrechnung ist fiir yeaa io sec? 
R=1 gesetzt. Die einfache GesetzmaBigkeit, die Fig. 2 zu zeigen scheint, 
ist also nur zufallig vorgetauscht 3, 
und geht bei dieser Korrektur weit- 
gehend wieder verloren. 


“9 
™, 
j a 0 : 
Ce Say Se a aw 3 4 § 6 #7 8. 33a 
ye in 
Fig.3. Spektren von Fig.2, zusatzlich korrigiert Fig. 4. Spektren von Fig. 3, erganzt durch den 
fiir das Reflexionsvermégen des Spektrometer- Strahlungsanteil der riickdiffundierten 
kristalls, Elektronen, 


Fig. 4 zeigt schlieBlich die Kurven fiir die Spektren, wie sie sich 
ergeben, wenn auch die Riickdiffusion der Elektronen beriicksichtigt 
wird. Es ist bemerkenswert, daB sich dabei durch zufalligen Aus- 
gleich zweier entgegengesetzter Einfliisse sehr angenahert der einfache 
lineare Anstieg wieder einstellt. Innerhalb der Fehlergrenzen kénnen 
hier die Spektren fast in ihrem ganzen Verlauf durch gerade Linien 
dargestellt werden, deren Neigung zu hdheren Spannungen hin etwas 
abnimmt. 

Dieses Spektrum kommt zwar praktisch in keiner Réntgenréhre vor, 
es verdient aber als ,,ideales Spektrum‘: besonderes Interesse: Es ist 
das Spektrum der Réntgen-Bremsstrahlung, wie es von Elektronen ein- 
heitlicher Anfangsenergie im Innern einer Antikathode erzeugt werden 
wtirde, wenn alle auftreffenden Elektronen voll zur Wirkung kommen 
kénnten, Dieses laBt sich dann unmittelbar vergleichen mit dem Spek- 
trum, welches man aus dem Spektrum des Elementarprozesses bei 
Integration tiber den Weg s der Elektronen unter Beriicksichtigung ihrer 
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Energieverluste dU/ds ableiten kann}. Hierfiir gilt 
‘, 
pee ee 
=| ips al (1) 


' (t, = Intensitat einer diinnen Schicht: aU, = y,). 


5 


Mit den einfachen Annahmen 


t, = const - 1. 2 ; 5 
Ss ‘° qs = const - aT (2) 


erhalt man dann 
I, =C-(», — »), (3) 


was mit den korrigierten Messungen gut tibereinstimmt. Man kénnte 
daraus den SchluB ziehen, daB die einfachen Ansatze (2) richtig sind. 
Messungen der hier behandelten Art an anderen Antikathoden-Elementen 
(Ag, Cu und Al), die kurz vor dem AbschluB stehen, haben aber gezeigt, 
daB eine Spektralformel der einfachen Art (3) nicht allgemein giiltig 
ist, sondern da8 die Spektralkurven nach leichteren Elementen hin zu- 
nehmend gegen die Abszissenachse konvex gekriimmt verlaufen und 
starkere Unterschiede der Neigung bei verschiedenen Spannungen 
zeigen. Es mu8 danach angenommen werden, da8 die einfachen An- 
satze (2) allgemein nicht zutreffend sind und daB nur bei einem schweren 
Element wie Wolfram die Abweichungen von solcher Art sind, daB sie 
sich wieder zufallig angenahert kompensieren und so fiir das Spektrum 
der massiven Antikathode der einfach lineare Anstieg resultiert. Im 
einzelnen werden wir hierauf nach AbschluB der erwahnten weiteren 
Messungen eingehen. 


Wiirzburg, Physikalisches Institut der Universitat. 


mn Vel. Handbock der Physik, 2. Aufl., Bd. XXIII/2, Kap. 3, Ziff. 16. Berlin: 
Springer 1933. 
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Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 588—594 (1954). 


Eine irreversible Remanenzéinderung 
in plastisch gedehntem Nickel. 
Von 
L. REIMER. 
Mit 2 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 27. Februar 1954.) 


Eine von FOrsTER und STAMBKE sowie DEHLINGER und ScHOLL bei Nickel be- 
obachtete irreversible Remanenzanderung nach plastischer Dehnung wird durch 
homogene Eigenspannungen zweiter Art zu erklaren versucht. Messungen der 
thermischen Erholung und die reversible Abnahme der Remanenzanderung durch 
Abkiihlung auf die Temperatur der fliissigen Luft bestatigen diese Deutung. 


Einleitung. 


Von FORSTER und STAMBKE [17] sowie DEHLINGER und SCHOLL [2] 
ist bei Nickel eine irreversible Remanenzanderung nach einer plastischen 
Dehnung beschrieben worden. Nach Uberschreiten der Streckgrenze 
ergibt sich eine auch bei weiterer Verformung konstant bleibende 
Remanenzerhéhung von etwa 30 GB gegeniiber dem spannungsfreien 
Ausgangszustand. DEHLINGER und SCHOLL weisen darauf hin, daB die 
Zunahme der irreversiblen Remanenzanderung bei auBeren Belastungen 
erfolgt, die zwischen der Streckgrenze des Einkristalls und derjenigen 
des vielkristallinen Materials liegt. Es wird von den Autoren die Frage 
aufgeworfen, ob die mit wachsender Verformung zunehmenden Gitter- 
verzerrungen (und zwar Eigenspannungen zweiter Art) oder die mit dem 
Gleiten nach verschiedenen Gleitsystemen verbundenen Gitterdrehungen 
zur Deutung dieser Erscheinung heranzuziehen sind. Letzteres wird von 
DEHLINGER und ScHOLL fiir wahrscheinlicher gehalten, da man sich 
kaum denken kénne, daB die Druckeigenspannungen in Drahtachse tiber- 
wiegen, was fiir die erstgenannte Deutung notwendig ist. In diesem 


Falle wird dann infolge der negativen Magnetostriktion des Nickels eine 
Remanenzerhéhung entstehen. 


Vom Verfasser [3], [4] ist bei einem Vergleich réntgenographisch 
ermittelter Eigenspannungen mit dem magnetisch aus der reversiblen 
Magnetisierungsarbeit nach dem Verfahren von KERSTEN [6] bestimmten 
Eigenspannungen bei der ballistischen Messung des oberen Astes der 
Magnetisierungskurve die gleiche Zunahme beobachtet worden. Nach 
diesen Messungen betrug die Remanenzzunahme unabhangig von dem 


Grad der plastischen Verformung (es wurde bis zu 30% gereckt) 30 GB 
(+10%). 
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Der Vergleich réntgenographisch und magnetisch ermittelter Eigen- 
spannungen ergab, daB sich in der reversiblen Magnetisierungsarbeit 
nur homogene Eigenspannungen zweiter Art bemerkbar machen, die 
sich réntgenographisch in einer Linienverschiebung eines Riickstrahl- 
reflexes 4uBern und auf die Orientierungsabhangigkeit der Streckgrenzen 
der einzelnen Kristallite zuriickzufiihren sind. Vom Verfasser wurde 
daher der Gedanke aufgegriffen, ob nicht doch bei diesem Eigenspan- 
nungszustand der Fall eintreten kénnte, daB die Druckeigenspannungen 
in Probenrichtung iiberwiegen. 


Erkldrung der irreversiblen Remanenzerhéhung 
durch homogene Eigenspannung zweiter Art. 


Die nach einer plastischen Dehnung zuriickbleibenden Eigenspan- 
nungen zweiter Art, die sich in einer Verschiebung der Réntgenlinien 
bemerkbar machen, sind nach GREENOUGH [7] mit einer Annahme von 
TAYLOR [8) auf bekannte Kristalldaten zuriickfiihrbar. Diese Annahme 
von TAYLOR besagt, daB in einem kubisch-flachenzentrierten poly- 
kristallinen Material in jedem einzelnen Kristallit die nétige plastische 
Verformung durch fiinf von einander unabhangige Gleitsysteme zu er- 
reichen ist. Die Summe der fiinf Scherungsdehnungen (Abgleitungen) 
(2's) in der Gleitkombination, die die geringste Energie erfordert, ist 
von TAYLOR [8] fiir die verschiedenen Orientierungen der kristallo- 
graphischen Achsen zur Probenrichtung berechnet worden (Fig. 1). Nach 
der GREENOUGHschen Theorie berechnet sich die Eigenspannung og; in 
einem Kristalliten aus der vorher angelegten Last o, nach der Formel 


3 (~s) | 
O; o4 (Z's) m 1 ’ (1) 


wobei (2’s),, den Mittelwert der (2’s)-Werte tiber alle méglichen Orien- 
tierungen bedeutet und den Zahlenwert 3,10 besitzt, wenn man die Ab- 
gleitungen auf die Dehnungszunahme 1 bezieht. Messungen von GREEN- 
ouGH unter Senkrechteinfall des Rontgenstrahles ergaben bei den 
kubisch-flachenzentrierten Metallen Ubereinstimmung mit (1). Da man 
mit verschiedenen Strahlungen durch Reflexion an anderen Netzebenen 
einen Mittelwert iiber verschiedene Kristallitgruppen erfaBt, beobachtet 
man rontgenographisch sowohl positive wie negative Eigenspannungen, 
da der Mittelwert der Eigenspannungen iiber saimtliche Kristallite bei 
einer entlasteten Probe verschwinden muBb. Messungen der Eigen- 
spannungen unter Schrageinfall des Rontgenstrahles an Eisen [5] und 
der Vergleich réntgenographisch und magnetisch ermittelter Eigen- 
spannungen in Nickel und Eisen [3], [4] bestatigen ebenfalls die GREEN- 
ouGHsche Theorie. Auch HAvuxK [10] konnte Gitterkonstantenmessungen 
an Stahl mit dieser Theorie erklaren. 
39* 


a 
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Zeichnet man in dem Elementardreieck der stereographischen Pro- 
jektion (Fig. 1) die Linie verschwindender Eigenspannungen ein, was 
nach (1) fiir (2's) =(2’s),, =3,10 der Fall ist, so kann man durch Aus- 
planimetrieren die Zahl der Kristallite mit Druck- und Zugeigenspan- 
nungen erhalten, wenn man annimmt, daB alle Orientierungen gleich 
haufig vorkommen (keine Textur). Es ergibt sich 


Anzahl der Kristallite mit Druckspannungen __ 0,55 (2) 
Anzahl aller Kristallite ‘as 


111] 


Lugspamnungen 


+ 347 338 > 
467+ 326 + 377 + 403 +39 Druckspannungen 
543 + 338 +322 + 296 + 298 + 


356+ 351 +335. + 309 +279 + 27 +255 


+ 358+ 341 +3215 + 278 + 256 +248 +247 


367 + 354 + 345 + 318 +252 + 258 + 25 +235 + 
gp \-36Z_. 362 7 2 
prates 0S D0 & 0 & MW S§ 


A [100] 


Fig. 1. Kleinste Abgleitungssumme, bezogen auf die Dehnungszunahme 1, fiir verschieden orientierte 
kubisch flachenzentrierte Kristalle durch Gleiten nach fiinf unabhangigen Gleitsystemen nach TAyLor [8] 
(entnommen aus KocHENDORFER [9]). Eingezeichnet ist die Linie verschwindender Eigenspannungen. 


Da die stereographische Projektion keine flachentreue Abbildung der 
Kugel darstellt, wurde bei der Auswertung beriicksichtigt, daB sich ein 
Flachenelement dF auf der Kugel aus den Winkeln 0 und @ in Fig. 4 
nach der Formel 


dF =sinO0d0d@ (3) 


berechnet. Die Anzahl der Kristallite mit Druckeigenspannungen ist 
also gréBer als die Zahl derjenigen mit Zugeigenspannungen. Dieses 
Ergebnis steht nicht im Widerspruch zu der Forderung, daB die Summe 
der Eigenspannungen tiber einen Probenquerschnitt verschwinden muB, 
wenn keine duBere Last mehr wirksam ist. Es kénnen namlich viele 
Kristallite mit Druckspannungen durch weniger Kristallite mit Zug- 
spannungen im Gleichgewicht gehalten werden, wenn die Zugspannungen 
im Mittel einen etwa gréBeren Wert besitzen als der Mittelwert der 
Druckspannungen. 

Da bei Nickel bei Zimmertemperatur bereits bei kleinen Verformun- 
gen die Energie der Eigenspannungen A,-o; gréBer als die Kristall- 
energie ist, drehen sich die Magnetisierungsvektoren in die Richtung 
groBter Stauchung. Die Eigenspannungen der GREENOUGHschen Theorie 
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sind eimachsig in Probenrichtung, da auch die verformende Spannung 
in dieser Richtung wirkte. Das heiBt, daB sich in den Kristalliten mit 
Druckeigenspannungen die Magnetisierungsvektoren in Probenrichtung 
einstellen und in denjenigen mit Zugeigenspannungen senkrecht zur 
_ Probenrichtung. Da sich die Remanenz Jp aus der Sattigungsmagneti- 
_ sierung J,, nach der Formel 


; 
; 
f 
4 
‘ 


Te = Jno 0088 (4) 


berechnet, wobei # den Winkel mit der urspriinglichen Feldrichtung 
(Probenrichtung) bedeutet, so ergibt sich nach (2) bei Vorliegen von 
Eigenspannungen der beschriebenen Art: 


| Tr=0,55 Joo (5) 


gegentiber J, =—0,50 J, im spannungsfreien Ausgangszustand, wenn die 
Magnetisierungsvektoren richtungsmaBig auf die ,,obere Halbkugel‘‘ 
verteilt sind. Hiermit erklart sich also eime Remanenzzunahme unter 
Einwirkung der Eigenspannungen von 10%. Da die Remanenz im Aus- 
gangszustand 250 GB betrug, resultiert theoretisch eine Zunahme von 
25 GB gegeniiber Messungen des Verfassers von 30 G8. Das Vorzeichen 
wie auch die GréBenordnung werden durch diese Deutung also be- 
friedigend erklart. 


aerung 


an 


Remanenz 


SNe 
0 100 200 300 400 500 600 700 800°C 
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Fig. 2. Thermische Erholung der irreversiblen Remanenzanderung (stark ausgezogene Kurve) verglichen 
mit der Erholung der homogenen (R6ntgenlinienverschiebung) und inhomogenen Eigenspannungen 
(Linienverbreiterung) und der reversiblen Magnetisierungsarbeit U. 


Thermische Erholung der irreversiblen Remanenzdnderung. 


Wenn nach diesen Uberlegungen die irreversible Remanenzanderung 
durch die gleichen homogenen Eigenspannungen zweiter Art erklart 
wird, die sich sowohl in einer Linienverschiebung des Réntgenreflexes 
als auch in der reversiblen Magnetisierungsarbeit bemerkbar machen [4], 
so muB sich die Remanenzanderung bei den gleichen Temperaturen wie 
diese GroBen erholen. In Fig. 2 ist die Remanenzanderung A Jp gegen- 
iiber dem spannungsfreien Ausgangszustand gegen die Gliihtemperatur 
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aufgetragen. Die Probe wurde jeweils 2 Std auf der betreffenden Tem- 
peratur gehalten und dann langsam im Ofen abgekihlt. Die Messungen 
erfolgten bei Zimmertemperatur. In das gleiche Diagramm ist schema- 
tisch der aus fritheren Messungen [4] bekannte Erholungsverlauf der 
homogenen Eigenspannungen (aus der Réntgenlinienverschiebung), der 
reversiblen Magnetisierungsarbeit U und der inhomogenen Eigenspan- 
nungen (aus der Réntgenlinienverbreiterung) eingezeichnet. Die paral- 
lele Erholung der Remanenzainderung und der homogenen Eigenspan- 
nungen oberhalb 400° C kann als weitere Bestatigung der vorgeschlage- 
nen Deutung herangezogen werden. 


Remanenzanderung durch Abkiihlung auf tiefe Temperaturen’. 


Bei obiger Deutung der irreversiblen Remanenzanderung wurde ge- 
fordert, daB die Eigenspannungen hinreichend groB sind, so daB die 
elastische Energie gréBer ist als die Kristallenergie. Nur so kénnen sich 
die Magnetisierungsvektoren entweder parallel oder senkrecht zur 
Probenrichtung in die Richtung gréBter Stauchung einstellen. Dies ist 
bei Zimmertemperatur etwa bei Eigenspannungen von 3 kg/mm® der 
Fall [4], was einer vorher angelegten Last von etwa 12 kg/mm? ent- 
spricht. Bei der Temperatur der fliissigen Luft (— 180° C) ist die Kristall- 
energie des Nickels so groB (etwa 10mal gréBer als bei Zimmertemperatur), 
daB die Energie der technisch erreichbaren Eigenspannungen immer 
kleiner bleibt. Die Magnetisierungsvektoren verteilen sich also auf die 
kristallographischen Vorzugsrichtungen, unabhangig von der GréBe der 
Eigenspannungen. (Diese Einstellung der Magnetisierungsvektoren 
wurde vom Verfasser [4] bei einer Temperatur von — 80° C naher unter- 
sucht.) Bei tiefen Temperaturen diirfte also die irreversible Remanenz- 
erhéhung nicht auftreten. Wenn man andererseits im Punkte der 
Remanenz bei Zimmertemperatur abkiihlt, so miissen sich die Magneti- 
sierungsvektoren aus den zwei méglichen Richtungen parallel und senk- 
recht zur Probenrichtung in die regellose Verteilung einer Halbkugel 
einstellen. Die durch die plastische Verformung hervorgerufene Rema- 
nenzanderung wird riickgingig gemacht. In einer Induktionsspule, die 
die Probe umschlieBt, mu8 wahrend der Abkiihlung auf tiefe Tempera- 
turen ein InduktionsstoB erfolgen. Gleichzeitig wird aber bei Abkiihlung 
die spontane Magnetisierung und damit die Remanenz zunehmen. Es 
ist also ein Parallelversuch an einer vollig ausgegliithten Probe erforder- 
lich. Die gesamte Remanenzinderung (Abnahme) wird sich als Summe 
aus der gemessenen Erniedrigung der plastisch verformten Probe und 
der Erhéhung der spannungsfreien Probe ergeben. 


‘ Fiir die Anregung zu diesen Messungen danke ich Herrn Professor Dr. 
KAPPLER, 
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Bei der Messung befand sich die Probe in einem DEWAr-GefaB, in 
welches fliissige Luft eingegossen wurde. Die Abkiihlung der Probe er- 
_ folgte in 20sec. Der InduktionsstoB wurde mit einem Kriechgalvano- 
meter aufgenommen. Nach der Messung der plastisch verformten Probe 
wurde diese ausgegliiht und dann die Zunahme durch spontane Magneti- 
sierung gemessen. Um den gleichen Entmagnetisierungsvektor zu haben, 
mussen die Messungen an der gleichen Probe durchgefiihrt werden. Es 
ergab sich als Mittelwert aus drei Einzelmessungen fiir die Remanenz- 
abnahme der verformten Probe — 17,3 GB und + 7,0 GB fiir die Zu- 
nahme der Remanenz durch spontane Magnetisierung. Insgesamt ergibt 
sich also eine Abnahme der Remanenz durch Umklappen der Magneti- 
sierungsvektoren von 24,3 GB gegeniiber der vorliegenden Remanenz- 
erhéhung von 30 GB. Es stimmt also wieder die zu erwartende GréBen- 
ordnung. Da die Magnetisierungsvektoren bei der Abkiihlung die nachst- 
benachbarte 111-Richtung aufsuchen werden, ist allerdings nicht gesagt, 
ob sich eine vollig gleichmaBige Verteilung der Magnetisierungsvektoren 
iiber eine Halbkugel einstelit, da ein solcher Zustand voraussetzt, daB 
im Mittel alle 111-Richtungen gleichmaBig belegt sind. Bei Erwirmung 
der Probe stellt sich die alte Verteilung der Magnetisierungsvektoren 
wieder ein. Der zu erwartende InduktionsstoB bei der Erwarmung in 
umgekehrter Richtung konnte zwar nicht gemessen werden, da die Er- 
warmung zu langsam erfolgte. Eine Wiederholung der Abkihlung 
lieferte aber wieder die gleiche Remanenzabnahme wie die erste Abkiih- 
lung. Die Remanenzanderung ist also thermisch reversibel. 


Diskussion der Ergebnisse. 

Die Untersuchungen dieser Art zeigen, daB die Deutung der irrever- 
siblen Remanenzanderung durch Eigenspannungen zweiter Art sowohl 
das Vorzeichen als auch die GréBenordnung erklaren kann. Auf dieser 
Basis ergibt sich auch eine Erklarung ftir die Zunahme der Remanenz- 
anderung zwischen den Streckgrenzen des Ein- und Vielkristalls (DEH- 
LINGER und ScHOLtL [2}). Da die GREENOUGHsche Theorie voraussetzt, 
daB die Streckgrenzen sdmtlicher Kristallite iiberschritten sind, baut 
sich zwischen diesen Streckgrenzen der Eigenspannungszustand, der 
durch die (2's)-Werte nach (1) beschrieben wird, erst allmahlich auf. Bei 
weiterer plastischer Dehnung nimmt zwar der Betrag der Eigenspan- 
nungen zu, die Verteilung der Druck- und Zugeigenspannungen dagegen, 
die fiir die Remanenz allein verantwortlich ist, andert sich nicht. Die 
beschriebenen Abkiihlungsversuche zeigen insbesondere, daB die von 
FORSTER und STAMBKE [1] sowie DEHLINGER und SCHOLL [2] zur Er- 
klarung herangezogenen Gitterdrehungen durch Biegegleitung nicht diese 
Anderung verursachen kénnen, da offensichtlich die Magnetisierungs- 
vektoren in einer elastischen Vorzugslage festgehalten werden. 
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Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB auch von BitTeEL [11] aus 
magnetischen Messungen an diisengezogenem Nickeldraht gefolgert 
wurde, daB die Zahl der Kristallite mit Zugspannungen verschieden ist 
von der Zahl der Kristallite mit Druckspannungen. Hier ist es aller- 
dings umgekehrt, die Zahl der Kristallite mit Zugspannungen ist gréBer. 
Im Gegensatz zu den gedehnten Proben der vorliegenden Arbeit legen 
hier aber Eigenspannungen erster Art vor. Im Drahtkern befinden sich 
Druckspannungen, die durch entsprechende Zugspannungen in den 
Mantelzonen im Gleichgewicht gehalten werden. 
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Das Schwarzsdchildsche Linienelement 
und die Expansion des Weltalls. 


Von 
E. ScCHUCKING. 


(Eingegangen am 19. Médrz 1954.) 


Eine Arbeit von A. EINSTEIN und E. Straus wird weitergefiihrt. Es wird gezeigt 

_ wie die ScHwARzscuiLpsche Lésung fiir ein kugelsymmetrisches Vakuumfeld durch 

die stetige Einfiigung in eine expandierende Welt abzuandern ist. Wenn man das 

Vakuumfeld statisch macht, wiirden die kosmische Zeitskala und die des statischen 
SCHWARZSCHILD-Feldes nicht mehr iibereinstimmen. 


Enleitung. 

Das SCHWARZSCHILDsche Linienelement geht fiir y->oo in das der 
_ pseudoeuklidischen Welt tiber. Wir haben aber zu fordern, daB ein 
Linienelement, das durch eine kugelsymmetrische Lésung der Vakuum- 
feldgleichungen geliefert wird, fiir geniigend groBes y in das Linien- 
element eines expandierenden nichtleeren Kosmos iibergeht. 

Versuchsweise macht man folgenden Ansatz: Aus einem expandie- 
rendem homogenen Kosmos von verschwindendem Druck bohrt man 
eine Materiekugel vom Radius ry = 7,(t) aus und setzt in den Mittelpunkt 
dieser Vakuole eine schwere Masse. Dann versucht man fiir alle ¢ bei 
y=r, ein kugelsymmetrisches Vakuumfeld fiir r<7, stetig mit dem 
Materiefeld fiir y>7, zusammenzustiickeln. 

Es erheben sich sofort drei Fragen: 

4. Existiert eine solche einfache Loésung der Feldgleichungen ? 

2. Wenn ja, wie hangt 7, von der Zeit, der eingesetzten Masse und 
dem gewahlten kosmologischen Modell ab ? 

3. Wie wird das Vakuumfeld in der Kugel durch die neuen Rand- 
bedingungen modifiziert ? 

A. ErnsTEIN und E. Straus! haben gezeigt, daB die erste Frage mit 
Ja zu beantworten ist und haben fiir 7, eine (sogar sehr einfache) Formel 
angegeben, die alle in Frage 2. gewiinschten Informationen enthialt. 
Was die dritte Frage angeht, haben sie bemerkt, daB das Vakuumfeld 
in ein statisches SCHWARZSCHILD-Feld transformiert werden kann. 

A. ErssTEIN und E. Straus haben nun allerdings die Lésung, nach 
der in 1. gefragt wurde, nicht angegeben, sondern sich mit dem Nachweis 


1 ErnsteEIn, A., u. E. Straus: Rev. Mod. Phys. 17, 120 (1945). 
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ihrer Existenz begniigt. B. Qvist! gelang es dann, das entscheidende 
in 2 aufgestellte System partieller Differentialgleichungen zu integrieren 
und damit die Lésung zu konstruieren. Spater gaben P. KUSTAANHEIMO 
und B. Qvist3.4 Verallgemeinerungen dazu. Man vergleiche auch eine 
weitere Arbeit dieser Autoren®, die den Zusammenhang ihrer Arbeiten 
mit den Ergebnissen von H. NARIAI® aufdeckt. 

Die Rechnungen werden jedoch sehr einfach, wenn man nicht wie 
die oben genannten Verfasser das konforme Linienelement benutzt, 
sondern raumliche Polarkoordinaten wo 7 so normiert ist, daB die Ober- 
flache einer Kugel um den Nullpunkt vom Radius r gleich 427? ist. Man 
erhalt die fragliche Lésung in geschlossener Form. Da man diese Lésung 
vollstaindig iiberblickt, stéBt man auf die wichtige Tatsache, daB die 
Zeitskala eines statischen SCHWARZSCHILD-Feldes nicht mehr mit der 
kosmologischen identisch ist. 


Anmerkung. Das hier behandelte Problem ist mit wichtigen astro- 
nomischen Fragestellungen verkniipft. Es ist bekannt, daB die Nebel 
der lokalen Gruppe an der allgemeinen Expansion des Kosmos nicht 
teilhaben. Das wird verstandlich, sobald wir zeigen, daB in ein expan- 
dierendes Weltall ein im wesentlichen statisches Vakuumfeld von ge- 
ntigend groBem Radius eingebaut werden kann. Auch die Frage nach 
sikularen Stérungen der Planetenbahnen, verursacht durch die Expan- 
sion des Raumes, hangt mit dem hier behandelten Problem zusammen. 
G. McVitTiE und G. JARNEFELT haben die ersten Lésungen angegeben. 
Die dazugehG6rige Literatur findet man in einer Note von A. EINSTEIN 
und E. Straus’, die ihre unter? zitierte Arbeit erganzt. 


I. Transformation des Linienelementes. 


Ein expandierender Raum konstanter Kriimmung wird beschrieben 
durch ein Linienelement ds, fiir dessen Quadrat gilt 


do? 


eo 


ads* = c' d#® — R*(8) 


L 


, + (de + sin? d dg®)). (1) 
Hierbei ist c die Lichtgeschwindigkeit, und 
e=-+1,0,—1 


Qvist, B.: Soc. Sci, fenn,, Comm. phys.-math. 13, Nr. 11 (1947). 
EINSTEIN, A., u. E. Straus: Rev. Mod. Phys. 17, 120 (1945). 
KUSTAANHEIMO, P.: Soc. Sci. fenn., Comm. phys.-math. 13, Nr. 12 (1947). 
a P.,u. B. Qvist: Soc. Sci. fenn., Comm. phys.-math. 13, Nr. 16 
1948). 

5 KUSTAANHEIMO, P., u. B. Qvist: Soc. Sci. fenn., Comm. phys.-math. 16 
Nr. 12 (1952). 

J Nariar, H.: Sendai Astronomiaj Raportoj 23 (1950). 

‘ Ernster, A., u. E. Straus: Rev. Mod. Phys. 18, 148 (1946). 
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charakterisiert die drei méglichen Faille positiver, verschwindender und 
_ negativer Kriimmung des dreidimensionalen Raumes. R sei nie negativ. 


Wenn man sich auf die klassischen E1NstTEerNschen Feldgleichungen 
ohne kosmologisches Glied stiitzt und fordert, daB der Druck im Uni- 
versum gleich Null ist, lautet die FRIEpMANNsche Differentialgleichung! 


dR 
a ora 


x ist die relativistische Gravitationskonstante 


= di. (2) 


x = 1,86-10-?g4¢cm, (3) 
und fiir die Konstante A gilt? 
A=toyR°. (4) 


Qy, ist die mittlere Materiedichte im Weltall. 
Fiir das Folgende wird vorausgesetzt 


A+0. (5) 


In (1) fiihre ich an Stelle von ¢ die Funktion R (ft) als neue Zeitkoordinate 
ein. Fiir R(t) sei die bei Integration von (2) hinzukommende Konstante 
so festgelegt, daB R(O) =O ist. Fiir e—-+1 beschranke ich die Trans- 
formation auBerdem auf die erste Halfte des Zykloidenbogens, fordere 
also 

Oxst<atxA. 


Dann wird mit Hilfe von (2) aus (1) 


pe er La Ride’ __ R2 92 (dd? + sin? 0 dg’). (6) 


xA—eR  1—e@? 


Will man (6) in die Form bringen 


ds? = OR) GR’? — AR) dy? — 72 (dd? + sin? Ode”), (7) 


so lautet der allgemeinste mégliche Transformationsansatz 


' y , 
R = PD (7, R ) , o aa Diy, R’) i (8) 
Benutzt man die Abkiirzungen 
eD(r, R’) _ 6D, R’) c 
0, = br ? De = OR’ pI (9) 


1 Vgl. hierzu z.B. Jorpan, P.: Schwerkraft und Weltall, S. 102, Gl. (25). 


Braunschweig 1952. 
2 Bei P. JorDAN, a.a.O., S. 98 GI. (12) ist der Faktor c* zu streichen. 
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so erhalt man mit Hilfe von (8) aus (6) 


PD y 
fs 2 oh, ee _ ee 8 ee Bs i & 
Bae e Gee ed 
, P,P Pp — 2D.) 
+ 20y AR dr | et a | { (10) 
— e ; 2 6 j aa & 9 
— dr oS — aa *s| —Pr(dP + sin? dg’). 


Damit (10) die Gestalt (7) erhalt, hat man zu fordern 
Dp t= O, (4 1) 


DP ¥D—r*Q, 
tal 2 ape sett = 0. 42 
xA—e@GB’ P—er* 2 ( ) 


Geht man in (12) zur Umkehrfunktion iiber und fiihrt 7* als neue 
unabhangige Variable ein, so laBt sich (12) leicht integrieren und liefert 


r2(xA — e@)?— 6xA g(R’) OD? + D?(2xA — € D) =O. (13) 


Das ist fiir e—-+41 eine Gleichung vierten, fiir e=0 eine Gleichung 
dritten Grades fiir ®, die es gestattet ® als Funktion von y und R’ zu 
berechnen. g(R’) ist zunachst nur dadurch eingeschrankt, daB (11) er- 
fiillt sein muB. 

Partielle Differentiation von (13) nach A’ liefert mit der Abkiirzung 


yao dg (R’) 
> eee dR’ (14) 
die Gleichung 
a e@®D 
Or - & ty xA ‘3 (15) 


Aus (12) erhalt man fir @, 


_ + @(xA — &) 
?,= pp é (16) 


Setzt man (15) und (16) in (10) ein, so kommt 


Ay) 
g’2@5(4— =“? ) ape 
as? =~ anaioaeeai - { Pei } , Sis 
(xd — © ®)(@? — ey) 1D — 2g — —* 2@ +(*5 = if 
_ ee +\-— 8} (17) 
ar 


xA Pv 
Dp 


» — (dd? +- sin? 3 dq). | 
{=< 


Gl. (17) ist die allgemeinste Form des Linienelementes eines expandieren- 
den Raumes konstanter Kriimmung in der hier gewahlten Normierung 
fiir den Fall verschwindenden Druckes und eines verschwindenden 
kosmologischen Gliedes. @ ist eine passend gewahlte Wurzel der Gl. (43). 
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IT. Stetiger AnschluB an ein Vakuumfeld, 
Ich passe nun in eine expandierende Welt ein kugelsymmetrisches 
Vakuumfeld derart ein, daB® fiir 
0<2m<r<r,(R’) 


der metrische Fundamentaltensor die Vakuumfeldgleichungen erfiillt 
und sich fiir yr (R’) stetig an den durch (17) gelieferten metrischen 
Fundamentaltensor des Materiefeldes anschlieBt. 


In der hier benutzten Normierung lautet das Quadrat des allgemein- 
sten kugelsymmetrischen Linienelementes des Vakuumfeldes! 


ds? = y2(R’)(1— 2" dR? — © _ rd? + sin? O dg"). (18) 


¥ 


In dieser Formel ist die Funktion y nicht festgelegt. m ist der Gravi- 
tationsradius 


m = xM. (19) 


M ist eine in Gramm gemessene Masse im Symmetriezentrum. 
Setzt man zur Abkirzung 
@,, =O (r,(R’), KR’), (20) 


so ergeben sich durch Vergleich von (17) und (18) fiir 7 = 7, (R’) die beiden 
Gleichungen 


nA \$ 
i= (=) YQ, (21) 
Do? 
y= ee (22) 


Mit Hilfe von (21) erhalt man aus (13) fir r=7 


xA (2m\i eA ‘am\k —&% s 
Aeiaaniane | +ro|(35,) Sailer heer (23) 
Durch Differentiation von (23) ergibt sich 
, za 5 ]{{/2m 4 er, / : 
se = |(25) — | (25) — Sa (24) 
wenn man 
fama (25) 


dR’ 
als Abkiirzung benutzt. 


1 a 4 2 
1 Fiir einen Beweis dieses sog. BirKHoFrschen Satzes siehe z.B. P. JORDAN, 
ae a ee 74. 


B= 
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Setzt man (21), (23) und (24) in (22) ein, so folgt 


2A afte 2m ' 
ye — 2m 0 (ra) | . (26) 


Fiihrt man (26) in (48) ein, so liefert das 


s 2m ' 2m | aR 
ee 
4 jee 4 _ 2m 2 
zx ee 3 4 Yo % (27) 


Durch Einsetzen von (23) und (24) in (17) findet man 


i ae dr* = ; 
See ee — == _— 7? (df? + sin? d dg? 
as (4A — e@) (O? — er?) ae xAr ( ’) 
Pp 
el ;[/2m\i er, |? x A) 
te aa ; & 2A ( o } 


bebe aCeay 


“(24 5 a 4 8% aly } 
2m ~ "1 \oeA [3 2xA 
In (28) ist fiir ® diejenige Wurzel von (13) zu wahlen, fiir die bei r=75 


(21) gilt. Dabei mu8 man vorher g(R’) aus (23) in (13) einsetzen. 


Gl. (27) und (28) stellen in der hier benutzten Normierung das all- 
gemeinste Linienelement der gesuchten Art dar. 


Aus der zweiten Gl. (8) folgt wegen (21) 


Olr=re) = = (2 y . (29) 


Von dem in (1) benutzten Koordinatensystem aus gesehen liegt also die 
Vakuole in der Welt fest und hat einen zeitlich unveranderlichen Radius 


ae (30) 


Will man die Zeitmessung in der Vakuole an die Zeitmessung in 
Gl. (1) bzw. (6) anschlieBen, hat man fiir 9 =o, zu fordern 


R= sat? (31) 
also nach der ersten Gleichung von (8) wegen (24) und (30) 


7o(R’) = aR’. (32) 
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-Setzt man das in (27) ein, erhalt man fiir das Linienelement in der 
. Vakuole 
. 


dr ~ (33) 
— : —r (dv + sin? d dg’). 


$ 2m 
‘ 1 


_ Fuhrt man die Transformation, die von (1) nach (6) fithrte, in der um- 
_ gekehrten Richtung aus, so wird aus (33) 


dt 2m) (1 — © 08) 4 
a2 = ud dr 2 2 5 2 
es aaa? element” "ahead (dh + sin?Pdg?)|. (34) 
fis oR ty 


An ¢ und R wurden die jetzt iiberfliissigen Striche weggelassen. 

Fihrt man eine Transformation aus um (34) statisch zu machen, 
stimmen Zeitskala im SCHWARZSCHILD-Felde und kosmische Zeitskala 
nicht mehr iberein. 

Der in (32) abgeleitete Radius der Vakuole stimmt mit dem von 
A. ErysTEerIn und E. Straus! gefundenen Radius tiberein. Beim Ver- 
gleich der Formeln ist zu beachten, daB dort die GréBen m und ¢ nicht 
konventionell definiert sind. Die Umrechnung in den beiden Fallen 
e—-+41 von konformen Koordinaten auf die hier benutzten ist leicht?. 

Auf eine ausfiihrliche Diskussion der Ergebnisse wird hier verzichtet. 
Ich beschranke mich auf einige Bemerkungen. 


SchluBbemerkungen. 

14. Die durch (34) gegebene Korrektur des SCHWARZSCHILDschen 
Linienelementes diirfte kaum zu beobachtbaren Effekten fiihren, ist 
jedoch von grundsatzlicher Bedeutung. 

2. Setzt man in (30) den Wert der Konstanten A aus (5) ein, so 
erhalt man aus (32) die fundamentale Formel 


| 6m 
%~= V/ ‘ (35) 
x OM 
Dieselbe Gleichung gilt — wie man leicht zeigt — auch fiir ein von Null 
verschiedenes kosmologisches Glied wenn nur der Druck in dem in (1) 


1 FinsTEIn, A., u. E. StRAuS: a.a.O., S. 124 Gl. (12). 
% JorDAN, P.: a/a. O77 S28 Gi5 (22). 
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benutzten Koordinatensystem verschwindet. GOpELsche und OMERsche 
Modelle sind dabei nicht beriicksichtigt. 

Ich merke noch an, daB die Ableitung des hier gegebenen Wertes 
von 7, in wenigen Zeilen geschehen kann weil man die von Gl. (12) nach 
(13) fithrende Integration dazu nicht benotigt. 

Fiir die mittlere Materiedichte im Weltall setze ich 


On — 0,9 i 10°" 2 cm=3. (36) 
Ich erhalte diesen Wert aus dem Hupsieschen vielbenutzten 
Om = 3,0 . 10°*%¢ cm73 


durch Multiplikation mit }. Der Faktor } ist durch die neuerdings not- 
wendig gewordene MaBstabskorrektion fiir die Entfernung extragalak- 
tischer Objekte bedingt. Auch an den in der Folge benutzten Werten? 
ist eine vorlaufige MaB8stabskorrektur um den Faktor 2 angebracht. 


Setzt man fiir m den Gravitationsradius der Sonne ein 


mo = 1,45-10%cm, (37) 
so ergibt sich 
fon = 3.7 * 10" col = 490 pe. (38) 


Das heiBt, der Radius der Vakuole ist etwa 100mal gréBer als die mitt- 
leren halben Abstaénde der Sterne in Sonnenumgebung. Daraus folgt, 
daB die Sonne sicherlich nicht in das allgemeine expandierende Feld 
eingebettet ist. Es ist deshalb auch unzulassig in Formel (34) etwa m 
ohne weiteres mit dem Gravitationsradius der Sonne zu identifizieren. 


Setzen wir fiir die Masse der lokalen Gruppe 


Mig = 4,.2:10"Mo, (39) 


so wird 


Yoig = 0,9 Mpc; (40) 


dabei vereinfachen wir die Verhaltnisse in der lokalen Gruppe modell- 
maBig dadurch, da8 wir MilchstraBensystem und Andromedanebel 
durch eine schwere Masse ersetzen die wir etwa halbwegs zwischen den 
beiden plaziert denken miissen. Durch diese rohe Uberlegung kann man 
verstehen, weshalb wir in der lokalen Gruppe keine Expansion be- 
obachten. 

,,Einsiedlersterne'‘, die mit Sicherheit auBerhalb der Vakuole der 
lokalen Gruppe oder in geniigender Entfernung von einem Feldnebel 
oder Nebelhaufen existieren, sind wohl kaum bekannt. Nur auf solche 
Sterne wire (34) direkt anwendbar. 


1 Fiir die Literatur vgl. BecKER, W.: Sterne und Sternsysteme, 2. Aufl. 1950. 
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3. Ich gebe noch eine einfache Anwendung der Formel (35). Setzt 
-man fur die Masse des Nebelhaufens Virgo A 


My4=2+104Mo, (41) 
so ergibt sich 
Yova = 7 Mpc (42) 
_und wegen (40) 
% =Tova + Tog = 7,9 Mpc. (43) 


Macht man weiter die Annahme, daB die lokale Gruppe nicht mehr in 
der Vakuole des Haufens Virgo A liegt, so miiBte man schlieBen, daB 

r, kleiner ist als 4,6 Mpc, die hier angenommene Entfernung des Haufens 
Virgo A. Will man 7, so stark reduzieren, ist man gendtigt auBerhalb 
der Vakuolen der Feldnebel und Nebelhaufen Materie von einer Mindest- 
dichte 


5-10-78 gcm-3 (44) 


anzunehmen. Es ist allerdings zu beriicksichtigen, daB die hier benutzten 
Werte noch unsicher sind. 

Da die mittlere Materiedichte im Weltall auch nicht sehr viel gréBer 
als (44) sein kann, mu8 man schlieBen, daB der Radius von Vakuolen 
die zu Nebelhaufen gehéren verhaltnismaBig groB ist. So wird z.B. der 
Nebel NGC 4594, der in nahezu gleicher Entfernung etwa 25° vom Zen- 
trum des Haufens Virgo A absteht, noch in die Vakuole von Virgo A 
gehoren. 


Herrn Prof. P. JoRDAN bin ich dankbar fiir wertvolle Anregungen. 
Der Akademie fiir Wissenschaft und Literatur in Mainz sowie dem 
Rotary Club Hamburg habe ich fiir Unterstiitzung zu danken. 


Hamburg, Forschungsprofessur fiir Theoretische Physik der Uni- 
versitat. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 137. 40 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 137, S. 604—616 (1954). 


Zur Theorie der strahlungslosen Rekombination 
in nichtpolaren Halbleitern*. 


Von 
Lupwic TEWORDT. 
(Eingegangen am 19. Marz 1954.) 


Die Theorie von Huanc und Ruys! fiir die strahlungslosen Elektronentibergange 
an F-Zentren unter dem Einflu8 optisch polarer Gitterschwingungen wird so ab- 
geandert bzw. weitergefiihrt, daB sie auf den Fall der strahlungslosen Elektronen- 
iiberginge an Stérstellen in nichtpolaren Halbleitern, hervorgerufen durch akusti- 
sche Gitterschwingungen, anwendbar wird. Hierzu wird das Gitter im Gegensatz 
zu Huanc und Ruys als Diskontinuum behandelt; die fiir die Theorie entscheidend 
wichtige Modifizierung der Normalkoordinaten samtlicher Gitterschwingungen laBt 
sich aus den mechanischen Verriickungen der Gitterbausteine in der Umgebung 
der Stérstelle aus ihren Gitterplatzen gewinnen. Die Ubergangswahrscheinlichkeit 
wird ermittelt unter Beriicksichtigung unterschiedlicher Frequenzen der Gitter- 
oszillatoren. Die Theorie wird angewandt auf einen einfachen typischen Fail; 
nach den erhaltenen Ubergangswahrscheinlichkeiten (abhangig von den wesentlich 
in die Theorie eingehenden Parametern: Energieabstand der beiden Elektronen- 
terme, Verriickungen der Gitterbausteine um die Stérstelle beim Elektronensprung) 
ist es durchaus denkbar, daB hiermit die strahlungslose Rekombination in Halb- 
leitern ihre Erklarung finden wird. Zum Vergleich der theoretischen mit den be- 
obachteten Ubergangswahrscheinlichkeiten ist eine genaue Kenntnis der Natur der 
Stérstelle, samtlicher Elektronenterme und der mechanischen Deformation des 
Gitters in jedem Etektronenzustand erforderlich. 


1. Einleittung. 

Nach neueren Experimenten®? ist anzunehmen, daB die Volumen- 
rekombination von Leitungselektronen und Léchern in Halbleitern 
durch Stérstellen besonderer Art, sog. Rekombinationszentren, ver- 
mittelt wird. Das Leitungselektron springt zunachst strahlungslos oder 
strahlend (je nach der Natur des Zentrums) in einen diskreten Zwischen- 
bandterm einer solchen Stérstelle und erst dann (entweder direkt oder 
nach einem oder mehreren Ubergingen in tiefer gelegene Zwischenband- 
terme) in ein Loch des Valenzbandes. Hier sollen ganz allgemein die 
strahlungslos verlaufenden Einzelprozesse einer solchen Rekombination 
theoretisch untersucht und ihre Wahrscheinlichkeiten, in Abhangigkeit 
von den in die Theorie eingehenden Daten, ermittelt werden. Unsere 
Uberlegungen stiitzen sich weitgehend auf die wohl fundamentale Arbeit 
von HuancG und Ruys!, in welcher strahlungslose Elektroneniibergange 

* Auszug aus dem Teil II der Dissertation, Miinster 1953. 


1 Huane, K., u. A. Ruys: Proc. Roy. Soc. A 204, 406 (1950). Im folgenden 
mit Hu _ bezeichnet. 


2 Siehe SHOCKLEY, W.: Electrons and Holes in Semiconductors, S. 347. New 
York: D. van Nordstrand Comp. 1950. 
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an F-Zentren, hervorgerufen durch optisch polare Gitterschwingungen, 
behandelt werden. Entscheidend wichtig ist dabei die Modifizierung der 
Normalkoordinaten der Gitterschwingungen durch die Stérstelle (in den 
modifizierten Normalkoordinaten ausgedriickt nimmt die HAmILTon- 
Funktion des Gitters die bekannte Normalform eines Systems von unab- 
hangigen harmonischen Oszillatoren an) ; denn wegen ihrer Abhangigkeit 
vom Elektronenzustand der Stérstelle werden simultane einquantige 
Ubergange mehrerer Gitteroszillatoren unter gleichzeitigem Ubergang 
des einen Elektronenzustands in den anderen moglich. Um die Huanc- 
Ruyssche Theorie auch auf den Fall strahlungsloser Elektroneniiber- 
gange an Storstellen in nichtpolaren Halbleitern, hervorgerufen durch 
akustische Gitterschwingungen, anwendbar zu machen, andern bzw. er- 
weitern wir diese Theorie in folgender Hinsicht: 

1. In Hu wird das Gitter als Kontinuum behandelt und der Effekt 
des F-Zentrums als der einer elektrostatischen Ladungsverteilung an- 
gesehen, durch welche die Umgebung des Zentrums polarisiert wird; 
nach der HuANGschen Kontinuumstheorie fiir die optisch polaren Gitter- 
schwingungen ergibt sich dann in einfacher Weise die Modifizierung 
ihrer Normalkoordinaten. Im Gegensatz dazu gehen wir vom diskonti- 
nuierlichen Gitter aus und gewinnen die Modifizierung der Normal- 
koordinaten samtlicher Gitterschwingungen (einschlieBlich der uns vor- 
nehmlich interessierenden akustischen) aus den mechanischen Verriik- 
kungen der Gleichgewichtslagen der Gitterbausteine in der Umgebung 
der St6rstelle aus ihren Gitterplatzen. 

2. Zum strahlungslosen Ubergang tragen samtliche Kombinationen 
einquantiger Oszillatoreniibergange bei, welche die vom Elektron bei 
seinem Sprung abgegebene (bzw. aufgenommene) Energie aufnehmen 
(bzw. liefern). Die entsprechenden Summationen in dem Ausdruck fir 
die Ubergangswahrscheinlichkeit werden bei Hu unter der Voraussetzung 
einheitlicher Frequenz der Gitteroszillatoren (entsprechend der Konti- 
nuumstheorie der optisch polaren Schwingungen) ausgefiihrt. Wir 
nehmen dagegen unterschiedliche Frequenzen an, wie sie bei den aku- 
stischen Oszillatoren vorliegen. 

3. In Hu macht allein das Stérstellenelektron den strahlungslosen 
Ubergang, die Valenzelektronen treten nicht in Erscheinung, da sie als 
mit den. Gitterpartikeln starr verbunden gedacht werden. Genau ge- 
nommen hat man aber den Ubergang von einem zum anderen Gesamt- 
elektronenzustand des Kristalls in Betracht zu ziehen, und dementspre- 
chend in die ,,Elektronenintegrale“‘ der Ubergangswahrscheinlichkeit die 
Gesamtelektronenwellenfunktionen des Kristalls, etwa nach der HARTREE- 
schen Einelektronenapproximation, einzusetzen. Gerade bei den Valenz- 
kristallen kann dies zu erheblichen Korrekturen gegeniiber der Rechnung 
mit den Einelektronenwellenfunktionen des Stérstellenelektrons fithren.— 

40* 
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Weiterhin gestaltet sich die Auswertung der Elektronenintegrale fiir 
akustische Gitterschwingungen anders als im Falle optisch polarer. | 

Um entscheiden zu kénnen, ob die hier entwickelte Theorie zur Er- 
klarung wirklich vorkommender strahlungsloser Elektroneniibergange 
iiberhaupt in Betracht kommt, werden in Abschnitt 4 die allgemeinen 
Formeln auf einen speziellen instruktiven Fall angewandt und die 
GréBenordnungen der Ubergangswahrscheinlichkeit, in Abhangigkeit von 
den maBgebenden Parametern, abgeschatzt. 


2. Durch mechanische Deformation des Gitters um eine Gitterstorstelle 
modifizierte Normalkoordinaten der Gitterschwingungen. 

Quantenmechanisch beschreibt man die Valenzelektronen und das 
eine Stérstellenelektron, das die strahlungslosen Uberginge machen soll, 
und die Gitterpartikel (das sind die Ionenriimpfe) zusammen mit Hilfe 
der adiabatischen Approximation!. Hierbei wird angenommen, daB 
in jedem Augenblick die Elektronenverteilung dieselbe ist, als wenn die 
Gitterpartikel in den Positionen ruhten, die sie in diesem Augenblick 
gerade einnehmen. Die Gesamtwellenfunktionen des Kristalls haben 
dann die Form: ; 

Ur Fansnaahe Shaccea tal Leateecaatebaamemeies (2.1) 
%,¥4,%,-+--,%, Sind die Koordinaten der g Elektronen, &, 7,4, -..,¢ 
die Koordinaten der f Gitterpartikel; 7 ist die Quantenzahl des Elek- 
tronenzustands, » die des Gitterzustandes. y, geniigt der Wellenglei- 
chung fiir die Elektronenbewegung: 


g g 
{> (62 A; + V(t &, 0) ) + > | x 


, | eT ? fad V5 
< m a "ij (2.2) 
X y, (%, usp Myo Chan - a0 be) = E, (Ey, -.+ 04) “w, 
in der V(t,;&, ...,;) das Wechselwirkungspotential zwischen dem 
Elektron? und den Gitterpartikeln darstellt. Die &, ...,¢, treten in 


(2.2) lediglich als Parameter auf, im Sinne der adiabatischen Approxi- 
mation. y,, geniigt der Gitterwellengleichung: 


& 
ne tre = = 
{= Desig Set Bebe th ens) (Gru Ea aene (25) 


a=1 


Das effektive Potential F,(&,,...,¢, fiir die Bewegung der Gitter- 


partikel setzt sich aus ihrer potentiellen Energie %4(&,...,¢ /) und der 
Elektronenenergie E,(&,, ...,¢)) zusammen: 
£,(é, ++ 09 Gy) + E. => E.(é, ni'talagd + LA (3 <i> eGg)s (2.4) 


1 Siehe Serrz, F.: The modern Theory of Solids. New York u. London 1940, 
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: 
‘Die abgespaltene Energiekonstante E, haben wir gleich dem (relativen) 
Minimum der rechten Seite von (2.4) gesetzt, das erreicht wird fiir die- 
jenigen Koordinatenwerte &, ...,¢7, die zu den beim Elektronenzustand r 
_ giiltigen (normalen) Gleichgewichtslagen der Gitterpartikel gehéren. 
Wir nehmen an, daB diese Gleichgewichtslagen der Gitterpartikel, ab- 
gesehen von denjenigen in der Umgebung der einen betrachteten Gitter- 
_ storstelle im Kristall, Gitteranordnung haben, und zwar fiir alle Elek- 
tronenzustande y dieselbe. Die Ortsvektoren der Eckpunkte der Ele- 
mentarzellen dieses Gitters seien bezeichnet mit} 


t(p) = pT + pat + py Tq (2.5) 

(t; = primitive Translationen; p;=0,41,...,.N;—41), und die Orts- 
vektoren der m Gitterstellen in der -ten Elementarzelle mit 

ta (p) =t(p) +0, (*=14,...,m). (2.6) 


An Stelle der &,,7,,£, seien die Variabeln x‘ (p) eingefiihrt, das sind 
die kartesischen Koordinaten der Verriickung des «-ten Gitterpartikels 
in der -ten Elementarzelle aus seinem Gitterplatz. Das effektive 
Potential EZ, (x4(p)) denken wir uns um die Stelle x4(#)=0 nach den 
x;,(p) entwickelt, und in harmonischer Approximation die héheren als 
quadratischen Terme vernachlassigt. Unter den Annahmen, daB die 
Gleichgewichtslagen der Gitterpartikel in der Umgebung der Stérstelle 
beim Elektronenzustand 7 etwas aus ihren Gitterplatzen herausgeriickt 
sind und daB nur die Nachbarn in einer nicht zu groBen Umgebung 
irgendeines Gitterbausteins Krafte auf denselben ausiiben, machen wir 
die bekannte Normalkoordinatensubstitution?: 


‘ 1 Ww a . hae . . ae 
45 (b) = ——— [ey Eee (9) 249%) + af, ELF (y) e217 tl], (2.7) 
\NM Ss 


Ay = (9%, T 14, _»)/V/2: afr, = (91, = @ 1 Gy, eal 2: (2.8) 


(y = Wellenzahlvektoren; “ bedeutet: die Summation ist tiber alle die- 
jenigen y der ersten BRILLOUIN-Zone zu erstrecken, die auf einer Seite 
einer beliebig durch den Ursprung des y-Raums gelegten Ebene liegen; 
t=1,...,3m; M, = Masse des Gitterpartikels der Sorte «; N= N,N, N3= 
Zahl der Elementarzellen des Kristalls ; £,,(y) = komplexer Polarisations- 
vektor). Die HAmmTon-Funktion des Gitters nimmt dann bei Vernach- 
lassigung von Gliedern zweiter Ordnung in 1//N die Gestalt an: 


: 1 . ; ca 

(E,)o + >> (Zp + 47? ¥% (1) iv) + 2, Gy 7 . (2.9) 
ty D 

Die Frequenzen y,(y) sind hierin gleich den fiir das Gitter ohne Stor- 


stelle giiltigen. 
1 Siehe SEITz, F.: The modern Theory of Solids. New York u. London 1940. 
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Fiihrt man die modifizierten Normalkoordinaten 


(r) 
Cry (r) 


C= —- == Gy ard (2.10) 
Gy = Uy + pS x Gn ¢ () 
ein, so geht (2.9) in die Normalform tber: 
2 pa (41%)? + 420? v4 (0) (9¢5)?] (2.11) 


Die Konstanten s(t) in (2.10) lassen sich sofort bestimmen, wenn man 
die Gleichgewichtslagen der Gitterbausteine in der Umgebung der Stor- 
stelle kennt [die Verriickungskoordinaten seien xi? (p)]. Denn befinden 
sich simtliche Gitterpartikel beim Elektronenzustand 7 in ihren zuge- 
hérigen Gleichgewichtslagen, so miissen hierfiir die g/} offenbar alle 
verschwinden, und die sj” (y) werden nach (2.10) und den zu (2.7), (2.8) 


inversen Formeln gleich: 


5? (b) = (af + afy*)//2; si (—v) = (alg — afy*)/iy2; (2.12) 
mit 
(7) i (r) e7 2miD- tx (Pp) 
BOT Bae |v = Di M, x2” () &7 (0) vas (2.13) 
i,a,p 


Es sollen nun die s}?() explizit fiir ein sehr einfaches Modell von 
Verriickungen der Gleichgewichtslagen der Gitterbausteine um die Stér- 
stelle ermittelt werden. Wir betrachten ein einfach kubisches Gitter, 
und beriicksichtigen nur die Verriickungen der sechs unmittelbar der 
Stérstelle (die einen Gitterplatz einnehmen soll) benachbarten Gitter- 
bausteine. Aus Symmetriegriinden nehmen wir an, daB diese alle um die 
gleiche Strecke 6, auf die Stérstelle zu (oder von ihr weg) erfolgen. 
Beim einfachen kubischen Gitter ist: m=1;¢t=1, 2,3; &(p) reell; 
y gleich: 


3 
1 . . 
) =>) . N e; mit —N/2<2,< Nj2 (2.14) 
(4 = Gitterkonstante; e; = Einheitsvektoren in Richtung der Gitter- 
achsen; ; = ganze Zahlen). Da spater die Summation tiber die dis- 


kreten y-Vektoren in Integrationen verwandelt werden, schreiben wir ) 
gleich in der Form: 


3 
1 eee 
y= > —ye (—Isy=4) (2.45) 
ay, ergibt sich nach (2.13) z 


5, €,(y) (3 e; jsin xy) (2.16) 


j=l 


1; er 
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(p hangt von y und der Lage der Storstelle im Kristall ab). Im Falle 


longitudinaler (akustischer) Gitterschwingungen mit is (y) = v/y erhalt 
man nach (2.12), (2.16), (2.15): 
s') (py) = cos@ ls Vu 3 
Staal 1x 0, be Te - SIN 7 U;. (2.17) 


s)(—p) =sing]~ 3 YN jie 
a ee 
f=1,, ¥ 


3. Ubergangswahrscheinlichkeit im Falle unterschiedlicher Frequenzen 
der Gitterschwingungen. 

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Elektronengesamtheit strah- 
lungslos vom Zustand y =« in den Zustand y =£ iibergeht, ist allgemein 
aus der adiabatischen Approximation unter Beriicksichtigung des 
FRANCK-CONDON-Prinzips analog wie in Hu berechenbar. Beschrankt 
man sich der Einfachheit halber auf den Effekt einer einzigen Art von 
Gitterschwingungen (den zugehdrigen Index? lassen wir in Zukunft 
fort), so lautet der Ausdruck fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit 
(siehe (Hu 6.9), nur sind y,(«; X), ys(x; X) hier die Gesamtelektronen- 
wellenfunktionen, wahrend in Hu die Einelektronenwellenfunktionen 
des Stérstellenelektrons gemeint sind): 

(0-—+4y) 


h? 1 é aed z 2 
wade 23 Dseectahaseped 6.1) 


yw PO uf a) =f [vb (x: fac X) da}. (3.2) 


Hierin stehen x und X symbolisch fiir ch Nonorics der Elektronen 
bzw. die Normalkoordinaten des Gitters. Die Summation tber die 
Gitterendzustande n’ ist begrenzt durch die Bedingung, daB die Gesamt- 
energiedifferenzen des Kristalls (E,,,, — €,) [siehe (2.3)] in dem Bereich 
von 0 bis Ay liegen: 


05 Egy — Exw = (Eg — E,) + Lh-y(y) [n"(y) —2'(y)] <hAr. (3.3) 
» 


Wahrend in Hu die Summationen in (3.1) unter der Voraussetzung einheit- 
licher Frequenzen der Gitterschwingungen (optische) ausgefiihrt werden, 
sollen sie hier fiir Gitterschwingungen mit unterschiedlichen Frequenzen 
(akustische) erfolgen. Dazu gehen wir zunachst an die folgende Summa- 
tion, deren Ergebnis spater nach Umformung von (3.1) bendtigt wird: 


(0—Ay) 
‘ 2 
ene jane “Yaw (X) AX | 
ni’ (0—Ay) | (3.4) 


mit 


ae — ron IT fee 0p) (5) * Ln’) (Yo) * dqy” 
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(" und ’ stehen hier an Stelle von f und «). Es ist in Hu gezeigt, daB 
nur einquantige Ubergange der einzelnen Gitteroszillatoren zur Uber- — 
gangswahrscheinlichkeit beitragen. Ist also 


nm (p) —n'(o) = +1, (3.5) 
so findet man [siehe (Hu 4.3)! und (2.10)]: 


|S xn) 21 (F) Xwto) (Ip) 495 ? Pye 6.6) 
sega + (,\72 (27 ¥(y) " : 
= [s"(p) — s’(p)] ( wee Be fares 

Die Summation (3.4) gelingt approximativ in analoger Weise zu Hu, 

wenn man die erste BRILLOUIN-Zone im y-Raum in Zonen Z,; (k=1,..., m) 

einteilt, so daB die zur k-ten Zone gehérigen Frequenzen »(y) gut durch 

eine mittlere Frequenz y, ersetzt werden kénnen. Wir nehmen nun an, 

daB von den zur Zone Z, gehérigen Gitteroszillatoren (d.h. y in Z, 

endend) (f,+s,) bestimmt vorgegebene je ein Quant hy(y) =Ay, auf- 

nehmen, wahrend s, andere je ein Quant verlieren. Nach (3.3) miissen 
die ~, dabei offenbar der Bedingung geniigen: 


0<| dint —E,— Ey) shay. (3.7) 
k=1 
Es gibt aber fiir jede Zone eine groBe Zahl von Méglichkeiten derart, 
daB (p,+-s,) Oszillatoren und s, andere die vorgeschriebenen Ubergange 
machen, wahrend alle anderen in ihren Zustanden verharren. Summiert 
man in (3.4) tiber diese simtlichen Méglichkeiten in allen Zonen bei 
festen p, und s,, so entsteht [analog wie in (Hu 4.8)]: 


(04?) 


lJ xm Law AX P oR {IT JS x0) (9p) Xn'tn) (9p) dqy)} x } 
n'" (by, Sp fest) D 


m ” , " 
1 \ S ny) (¢5) Xn'(v) (%,) aq, 2 Seth, 
eI ere )! | ¥. | x 
k= 


ni (sz + px)! Deke J Xwp) (9) Xn'(y) (9) aq, 2 , (3.8) 
{ S Xw(p)—1 (93) n(n) (9;,) aq, 2 Sk | 
ke ivr Xn'(y) Gy Xn'(y) Gy Vy | 


Die Summationen in (3.8) iiber alle zur Zone Z » gehérigen Oszillatoren 
lassen sich in Integrationen iiber Z, verwandeln. Setzt man die Zahl 
der Schwingungsquanten n'(y) der Gitteroszillatoren aus der Zone Z, 
gleich ihrem thermischen Mittel 7, 

~ h -1 

My = jexp (srt) — a}, (3.9) 


‘ ey ad 1 ais h \3 
* Es muB aber richtig ea an Stelle von ( sar) in dieser Formel heiBen. 
\ l i 
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_ so erhalt man mit Hilfe von (3.6) und den Abkiirzungen 


Sy, a= (%+ + 1) S;; S_, = 7% S); (3.10) 
Sys ane2? y, fs) —s'(y) dy (3.44) 
Ze 


(v = Volumen der Elementarzelle) fiir (3.8) den Ausdruck: 


v0 | ET. Sse) Qo) zw, (45) 49 ? \\ IT iy Sia eS af (3.12) 


k=1 [yEZz 


_ Dieser ist noch unabhangig iiber s,, sy, ..., s,, Von 0 bis co zu summieren. 


Bei Ausfiihrung dieser Summationen und Berechnung des ersten Faktors 
in (3.12) [analog wie in (Hu 4.14) bzw. (Hu 4.18)] ergibt sich: 

. S4,n\be = 

ex|— Sant Sa] TT (S22) eS). 6.3) 
k=1 k=1 

(Die J, sind modifizierte BesseL-Funktionen). (3.13) ist endlich tiber 
alle zugelassenen Kombinationen der p, zu summieren. Schreibt man 
fiir diese Summe symbolisch >’, setzt Av =max(¥max = Max (v,)), so 
erhalt man fiir (3.4) also: Pr 

(0—Ay») 


he om 2 
2x Av om | tbe taw 4X" = = ms “exp | rs 27 + 1) 


n’ 


x > 4) ¥5 (2 Sy (Hi 4 vm ‘ 


Pe *k=1 


| 
>) 


(3.14) 


Die Summation iiber samtliche méglichen Kombinationen der ganzen 
Zahlen p,, die der Bedingung (3.7) mit 4v—»,,, geniigen, ist wohl 
kaum allgemein durchfiihrbar, 1a8t sich aber fiir kleine m und nicht zu 
groBe (E,—£,) gut numerisch bewialtigen. Natitrlich wird unsere 
Approximation um so besser, in je mehr Zonen Z, man die BRILLOUIN- 
Zone einteilt. 

Wir gehen nun zuriick auf (3.1) und nehmen eine Umformung dieses 
Ausdrucks vor. Bei einheitlicher Frequenz der Gitteroszillatoren ent- 
steht Formel (Hu 6.11) und daraus unter gewissen Vernachlassigungen 
(Hu 7.1). In unserem Fall von der Wellenzahl abhangiger Frequenzen 
y(y) entsteht statt dessen: 


fant © [| P,(B;2)|2»(v) | (v) + S]@ 0} x 


(O0—Ayr) 


\2 
{ais > fate mea 


Hierin ist (3.14) einzusetzen. 


(3.15) 
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4. Abschitzung der GroBenordnungen der Ubergangswahrscheinlichkeiten 
in einem einfachen Fall. 


In diesem Abschnitt soll eine grobe Abschatzung der GréBenordnun- 
gen der Wahrscheinlichkeiten fiir strahlungslose Elektronentibergange 
vom Leitungsband in Stérstellen und zwischen verschiedenen Stor- 
niveaus, in Abhangigkeit von den wesentlich in die Theorie eingehenden 
Parametern, gegen werden. Dabei spezialisieren wir uns auf ein einfach 
kubisches Gitter und auf den Effekt der longitudinalen Gitterschwin- 
gungen allein. Weiter lassen wir die Abhangigkeit der Frequenz von 
der Wellenzahl jetzt auBer acht: samtlichen Gitteroszillatoren schreiben 
wir dieselbe mittlere Frequenz? zu. Dann vereinfacht sich der allge- 
meine Ausdruck (3.15) mit (3.14) fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit : 


f2aho f | P,(B;a)|?d 9} x 


x {P+ manos TCH ) S] £2, esyeraM) | (4.4) 


Zur Berechnung des ersten Faktors in (4.1) (in geschweiften Klam- 
mern), also zunachst von P, (8; «) [siehe (3.2)], nehmen wir fiir p, (x; X), 
wa(x; X) die Wellenfunktionen der HARTREEschen Einelektronenappro- 


ximation: ci 
Ya (3 X) = wS (ry) 0S (t9) -.. 2(t,) ! 


4.2 
Vp (x ee) = wu? (r,) ub ( (te) =. (sD. \ 


Die Einelektronenwellenfunktionen u?(r,) und «(r,;) geniigen dabei einer 
SCHRODINGER- ek Nant deren Potential sich aus dem Ionenrumpf- 
potential V(r;; &, o7e}) f3 aise sind die Koordinaten der Gleich- 
gewichtslagen der Ionenriimpfe beim Elektronenzustand «) und dem 
HARTREE-Potential der tibrigen Elektronen beim Zustand « bzw. f zu- 
sammensetzt. DaB auch fiir w(r,) als Ionenrumpfpotential V(t,; 
&= vane Og) genommen werden muB, ist eine Folge des FRANCK-CONDON- 
Prinzips. — Es kommt uns nur darauf an, eine ungefahre Vorstellung von 
der GréBenordnung des ersten Faktors (4.1) zu gewinnen, daher machen 
wir im folgenden eine Reihe von vereinfachenden Annahmen. Zunachst 
rechnen wir so, als wenn sich das HARTREE-Potential der Valenzelek- 
tronenverteilung (Wellenfunktionen w#, ...,“,, vom Blochtypus) beim 
Sprung des Stérstellenelektrons (Wellenfunktion “,) nicht anderte und 
dementsprechend 1 (r,) orthogonal zu uf(t,) ware. Hieraus folgt: 


Py(Bia) = YN f uh (4) gone) ay. (43) 


Weiterhin soll sich das Gesamtpotential W(t) in der SCHRODINGER- 


Gleichung fiir w¥(r) [der auch u(r) geniigt] sich durch die Gitterschwin- 
gungen um : 
OW= — R(t) - grad W(r) (4.4) 
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andern, worin }{(t) in unserem Spezialfall longitudinaler Wellen gegeben 
ist durch: 


R(r) = ere pe > ah? cos2zy-r—g“)sin2za-t}. (4.5) 
n 
[An Stelle der g, miissen hier die modifizierten Normalkoordinaten 
gs) = dy —s™ (y) stehen, da #(r) zu verschwinden hat, wenn sich alle 
Gitterbausteine in ihren beim Elektronenzustand « giiltigen Gleich- 
gewichtslagen befinden.] Mit Hilfe der Stérungstheorie mit dW als 
Stérungspotential erhalt man dann: 


|P_,(B;) 2 = WE ae Ket (2 - grad W (e)) sin 22% +r] wf)" (4.6) 
und fiir | P,(B;«)|? den entsprechenden Ausdruck, mit cos 27 )-r an 
Stelle von sin 27 y-r. — Um nun die ungefahre GréBenordnung des 
ersten Faktors (4.1) beim Elektronensprung vom Leitungsband in einen 
diskreten Zwischenbandterm der Stoérstelle zu ermitteln, nehmen wir 
fiir W(r) einen Potentialtopf der Form —e?/x-r um die Stérstelle an, 
wobei der lokalisierte Zustand w?(r) der zugehérige 1 s-Zustand sein soll: 


$\3 —ar 
uB(r) = = oo. (4.7) 
Den Leitungszustand approximieren wir durch: 
1 j2xit-r 
a — . 4.8 
Wi) = (4.8) 


Sieht man (E, — E,) als gegeben an und driickt x, « hierdurch aus (E£, soll 
dicht am unteren Rand des Leitungsbandes liegen), so erhalt man fiir 
den ersten Faktor (4.1) nach (4.6), (4.7), (4.8) (kleine || vorausgesetzt) 
angenahert: 


srgest: Perce Fi wae he \ 
2 Nita | a, } Py arctg x — 1} dx, (4.9) 
0 


mit x, == foaaek J und a,—1. Bourscher Radius. Sind d Ein- 
a E, — Ep 


fangzentren gleicher Art pro cm? vorhanden, so ist (4.9) noch mit 
N-v-d zu multiplizieren, um zur Gesamteinfangwahrscheinlichkeit zu 
kommen. Die GréBenordnung des entstehenden Ausdrucks wird, wenn 
(E,—E,/27 eV) in der GréBenordnung von 10-2 liegt, etwa gleich 
10-20 - d - cm/sec. — Zur Abschatzung der GréBenordnung des ersten 
Faktors (4.1) im Falle des Elektronensprungs von einem diskreten 
Zwischenbandterm der Storstelle in einen anderen tiefer gelegenen 
setzen wir wieder ein Potential W(r) = — e?/x y um die Stérstelle in (4.6) 
ein, und nehmen fiir w%(r) und w4(r) den zugehérigen 2p- bzw. 1s-Zu- 
stand. Betrachtet man wieder (E,,—E,) als gegeben, so erhalt man eine 
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GréBenordnung von etwa 10!/sec fiir den ersten Faktor (4.1), wenn 
(E,—E,/27 eV) in der GroBenordnung von 10° liegt [wir verzichten 
auf die Angabe der (4.9) entsprechenden eee 


Vor allem aber der zweite Faktor in (4.1) (er sei mit R bezeichnet) — 


ist maBgebend fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit. Er hangt ab von — 


p, S und hv/kT, und ist mit diesen Parametern auBerst stark verander- 
lich, wie sich zeigen wird. Im Gegensatz dazu wird sich die GrédBen- 
ordnung des ersten Faktors (4.1) von Fall zu Fall nicht wesentlich andern. 
p ist nach (3.7) mit m=1, Av=7, gegeben durch: p= [E,— E,/hv)} 
({] soll heiBen: nachst héher gelegene ganze Zahl). Die ,,Kopplungs- 
konstante‘‘ S wird in unserem speziellen einfachen Fall unter der weiteren 
Annahme, daB die Gleichgewichtslagen der sechs nachsten Nachbarn 
der Stérstelle (die einen Gitterplatz einnehmen soll) auf die in Abschnitt 2 
beschriebene Weise um 6, bzw. 6, aus ihren Gitterplatzen verriickt 
sind, nach (3.11) und (2.17) er 


{x dv 
oie a —— | ae [ir 24° ce dv, dv,dvs 


3 aI (4.10) 
"i 


Das Integral ist eine Zahl von der GréBenordnung 1. Setzt man 
(6, — 63/4)? = 1/100, und h¥ = 1/50 eV, so liegt auch S in der GréBen- 
ordnung von 1. — In Tabelle 1 haben wir die GréBenordnungen von 
R(p; S; hv/kT) fiir eine Reihe von S-Werten, wie sie hiernach etwa 
vorkommen kénnten, und verschiedene #-Werte, mit A¥= 1/50 eV und 
20° C, wiedergegeben. Zu bedenken ist, daB zu gegebenem (6, — d,/a)® 
im allgemeinen wohl eine gréBere Kopplungskonstante gehért, als sie 
nach (4.10) berechnet wird. Denn in Wirklichkeit werden mehr Gitter- 
bausteine in der Umgebung der Stérstelle Verriickungen beim Elek- 
tronensprung erleiden als nur die sechs nachst gelegenen. 

Die Werte der Tabelle 1 sind entsprechend den oben gemachten 
Abschatzungen fiir den ersten Faktor in (4.1) noch mit ungefahr 
10° -d-+cm/sec oder mit 10!/sec zu multiplizieren, um die Gesamt- 
einfangwahrscheinlichkeit eines Leitungselektrons in eine der Stérstellen 


Tabelle 1. GréBenordnungen von R(p; S; hv/kT) fiir AP = 1/50 eV und 20°C 


p 5 10 15 20 : 25 
(E,—Eg) in eV : 


S=0,1 10-7 10-M 
S=0,6 10-8 10-8 
Se 4 i ier’ 10-¢ Be 
S=2 7 4 S > 
10 10 10-6 1c ow 
S=10 ‘ 1071 10-1 10-1 10-2 10-8 10-* 
S = 20 1 OC gGes 1071 102 {| 40° i 40° | 40° 


: 
_ Zur Theorie der strahlungslosen Rekombination in nichtpolaren Halbleitern, 615 


(der Dichte d) bzw. um die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem 


_ Stérterm zum tieferen zu gewinnen. — Der Endiibergang vom Zwischen- 


= _ 


bandterm in ein Loch des Valenzbandes wire analog zur Einfangung 
zu behandeln. Fiir die Emissionsprozesse wird # negativ. Man verifiziert 
leicht, daB hierfiir Formel (4.1) giiltig bleibt. 


d. SchluBbemerkung. 

Mit den allgemeinen Formeln in 2., 3., 4. lassen sich die Wahrschein- 
lichkeiten aller strahlungslos verlaufender Elektroneniiberginge, wie 
sie bei der durch Stérstellen vermittelten Rekombination in Halbleitern 
auftreten kénnen, auch fiir nichtpolare Kristalle und akustische Gitter- 
schwingungen ermitteln. Dabei gehen in die Theorie vornehmlich die 
folgenden Daten ein: die Frequenzen und Polarisationsvektoren der 
Gitterschwingungen, die Wellenfunktionen des Elektrons im Anfangs- 
und Endzustand und das Potential um die Stérstelle, vor allem aber der 
energetische Abstand der beiden zugehGérigen Elektronenterme, die Ver- 
riickungen der Gleichgewichtslagen der Gitterbausteine beim Elektronen- 
sprung, und die Temperatur. Die Abschatzungen und expliziten Formeln 
in 4. fiir eimen typischen Fall (einfach kubisches Gitter; longitudinale 
Gitterwellen mit eimer angenommenen mittleren Frequenz 9; Verriik- 
kungen 6, bzw. 6; der sechs nachsten Nachbarn der Storstelle, die einen 
Gitterplatz eimnehmen soll, in Richtung auf sie zu) zeigen, in welcher 
Weise und wie stark die Einfangwahrscheinlichkeit in eine der Storstellen 
bzw. die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Zwischenbandterm in 
einen tiefer gelegenen mit den maBgebenden Parametern (E,—E,) und 
(6, — 6,/a) sowie mit der Temperatur veranderlich sind. Sie durchlaufen 
z. B. fiir h¥ =1/50 eV bei einer Temperatur von 20°C und (E, — E,) =0,1 eV 
alle Werte von etwa 107!7-d- cm/sec bzw. 10%/sec bis aufwarts zu 
etwa 1014-d-cmi/sec bzw. 10%sec, wenn (6,—0,/a)? von ungefaéhr 
10-* bis auf 101 anwachst ; fiir (E, — E,) =0,6eV und die gleiche Tem- 
peratur erhalt man alle Werte von auBerst kleinen bis aufwarts zu etwa 
10-10 - d - cm/sec bzw. 1019/sec. Demnach ist es durchaus denkbar, daB 
auch starke strahlungslose Elektroneniibergaénge an Storstellen mit der 
Huanc-Ruysschen und hier erweiterten Theorie ihre Erklarung finden 
k6nnen; hierzu miiBten entweder die Gitterpartikel beim Elektronen- 
sprung entsprechend groBe Verriickungen erleiden, oder gentigend dicht 
gelegene Zwischenbandterme vorhanden sein, tiber die das Elektron 
stufenweise herunterspringen kann. 

An einen Vergleich der theoretischen Ubergangswahrscheinlichkeiten 
mit beobachteten kann man noch nicht denken, da Zahl und Lage kon- 
kreter Stérstellenterme nur zum Teil und dann oft nicht genau bekannt 
sind, und man iiber die GréBe der Verriickungen der Gitterbausteine 
um die Stérstelle bei einem bestimmten Elektronensprung bis jetzt nur 
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Vermutungen anstellen kann. Das weitere Ziel mu8 deshalb darin be- 
stehen, in einem konkreten Fall die genaue Natur des Rekombinations- | 
zentrums zu klaren, sdmtliche Zwischenbandterme und zugehdérigen 
Elektronenwellenfunktionen und Hand in Hand damit den mechanischen 
Deformationszustand des Gitters in der Umgebung des Zentrums bei 
jedem Elektronenzustand zu ermitteln. Erst wenn diese Daten alle 
genau bekannt sind, wird ein Vergleich der theoretischen mit den be- 
obachteten Ubergangswahrscheinlichkeiten sinnvoll. Unabhangig davon 
laBt sich die starke Abhangigkeit der Rekombination von Struktur und 
chemischer Natur des Rekombinationszentrums und des Gitters nach 
dieser Theorie sehr gut verstehen. 


Herrn Professor W. FRANz, der diese Arbeit anregte, bin ich fiir 
zahlreiche Diskussionen und Ratschlage zu groBem Dank verpflichtet. 
Aus Mitteln des Wirtschaftsministeriums des Landes Nordrhein-West- 
falen zur Forschungsférderung wurde mir ein Stipendium gewéahrt, 
wofiir ich ebenfalls an dieser Stelle meinen Dank aussprechen méchte. 


Miinster, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 
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Zusammensetzung der kontinuierlichen Strahlung 
in der Quecksilberhochdruckentladung. 


Von 
FRITZ ROSSLER. 
Mit 4 Figuren im Text. 
(Etngegangen am 30. November 1953.) 
Unter Zugrundelegung der fiir die kontinuierliche Strahlung der Quecksilberhoch- 
druckentladung gemessenen Anregungsspannung lassen sich alle Anteile dieser 
Strahlung (Rekombination, Quasimolekiile I und II) angeben. Es werden Aussagen 


uber die Intensitat und spektrale Verteilung der unzuginglichen Strahlung im 
kurzwelligen Ultraviolett und langwelligen Ultrarot méglich. 


Druckabhangigkeit der kontinuierlichen Strahlung. 

Seit Beginn der Entwicklung der Quecksilberhochdrucklampen ist 
es bekannt, daB die kontinuierliche Strahlung des Untergrundes mit 
steigendem Druck starker anwachst als die Linienstrahlung. Quanti- 
tative Messungen wurden jedoch erst verhaltnismaBig spat ausgefiihrt. 
Mit der elektrischen Leistung 2 nimmt die Strahlungsleistung S, im 
Kontinuum linear zu [1]: Sy ~L —A. Die Differenz A gibt die Warme- 
verluste an. ZweckmaBigerweise bezieht man alle GréBen gleich auf die 
Langeneinheit. Fir Brenner gleicher Leistungsaufnahme (d.h. gleicher 
Temperatur) aber verschiedenen Druckes (charakterisiert durch den 
Gradienten) blieb die Linienstrahlung konstant, wahrend die kontinuier- 
liche Strahlung anstieg [1]. ELENBAAs [2] hat dann solche Intensitats- 
messungen in gréBeren Bereichen ausgefiihrt und die Druckabhangigkeit 
vollstandig bestimmt. Er konnte dadurch zeigen, daB bei gleichbleibender 
Temperatur die kontinuierliche Strahlung sich aus zwei Anteilen zu- 
sammensetzt, einem wie die Linien linear mit dem Druck und einem 
quadratisch mit dem Druck ansteigenden!. Diese Feststellung wurde 
von Busz und ScuHurz [3] bestatigt. Die ausfiihrliche Gl. (9) von 
ELENBAAS lautet: 


L—A=d? P? 3 (Cr, + Ce+ Cu} @ Fett (1) 


Diese Gleichung gibt einfach die Energiebilanz der Entladung wieder?. 
Darin bedeutet L die aufgewandte Leistung und A den Warmeleitungs- 


1 Der Zusammenhang mit dem experimentellen Ergebnis wird kurz vor Gl. (2) 
besprochen. 

2 Es ist vielleicht nicht iiberfliissig zu betonen, daB es sich bei dieser Energie- 
bilanz lediglich um die Bogensdule selbst handelt, da also auch die Strahlung 
mitgezahlt wird, die die Lampe wegen der Absorption in der Quarzwandung nicht 
verlassen kann, da®B aber die Quarzstrahlung selbst nicht beriicksichtigt wird. 
Nach einem anderen Gesetz von ELENBAAS [4] verlaBt nur der Bruchteil 0,7 (L — 4) 
die Lampe als Strahlung nach aufen. 
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strom, der als Verlust zu bewerten ist. Die rechte Seite stellt die Strah- 
lung dar, die sich aus Linienstrahlung (C,) und kontinuierlicher Strah- _ 
lung zusammensetzt. Diese wiederum besteht aus den beiden bereits 
erwahnten Anteilen Cp und Cy,- m/d?. Bezeichnet man mit m die zur 
Fiillung benutzte Masse der Quecksilbermenge pro Bogenlange, mit d 
den Rohrdurchmesser, dann ist m/d? ein MaB fiir die Quecksilbermenge 
pro Volumen und damit fiir den Quecksilberdampfdruck. Es ist vor- 
teilhaft, m in Milligramm und d in cm, die Dichte also in mg/cm’, 
anzugeben, fiir welche MaBeinheit wir von jetzt an stets den Buch- 
staben 9 zur Abkiirzung verwenden wollen!. ELENBAAs [4) hat gezeigt, 
daB eine Entladung mit stetig von der Achse zur Wand abfallender 
Temperatur in vielen Fallen die gleichen Eigenschaften besitzt wie 
eine Entladung mit konstanter Temperatur, die dafiir nur einen Bruch- 
teil des gesamten Rohrquerschnittes ausfiillt, falls diese Temperatur 
sinnvoll gewahlt wird. Diese Temperatur hat er als ,,effektive Tempe- 
ratur‘‘ Ty, den Radius als ,,effektiven Radius“ 7,4,—=/-r bezeichnet. 
B ist also immer kleiner als 1. V stellt eine mittlere Anregungsspannung 
dar, fiir die ELENBAAS [4] 7,8 V verwendet. Nach KERN und ScHutz [5] 
gilt angenahert innerhalb gewisser Grenzen §*~1/m, d.h. die Linien- 
strahlung ist nach Gl. (1) unabhangig vom Druck, was das Experiment [1] 
auch ergeben hat. Experimentell findet ELENBAAsS durch Auswertung 
der Druckabhangigkeit der kontinuierlichen Strahlung: 


Cr. — 3CR und 0 ie Cy — Cs, (2) 
so daB seine Gl. (15) entsteht: 


L—A=ft-m-Ca(3+itZ-tje Ma, (3) 


Ursprung der kontinuterlichen Strahlung. 


Die Deutung dieser beiden Anteile des Kontinuums Cp bzw. Cy, + m/d? 
kann mittels der Vorschlage von UNs6LD bzw. dem Verfasser erfolgen. 
Unsoxp [6] hatte die Rekombinationsstrahlung fiir das Wasserstoffatom 
berechnet und diese Rechnung dann auf das Quecksilberatom iiber- 
tragen. Die Strahlungsintensitat fand er proportional zur ersten Potenz 
des Druckes. Der Verfasser [1], [7] wurde durch Messung der Anregungs- 
spannung des Kontinuums zu einer Deutung als Quasimolekiilstrahlung 
gefiihrt. In diesem Falle war die Strahlungsintensitat als proportional 
zur zweiten Potenz des Druckes zu erwarten. ELENBAAS schlieBlich hat 


} Der Druck p ist der Dichte des Quecksilbers proportional. In einem gewissen 
Atm m 


Bereich gilt [4]: p = 1,23 — 
- 4 p ) 0 a bd 


. 
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durch obige Gl. (3) gezeigt, daB beide Vorgiinge gemeinsam! an der 
kontinuierlichen Strahlung in dem Sinne beteiligt sind, daB bei héheren 
Drucken die Molekiilstrahlung tiberwiegt. Durch diese Auffassung von 
der Entstehung der kontinuierlichen Strahlung wird natiirlich auch die 
Diskussion der gemessenen Anregungsspannung [7] beeinfluBt. Als An- 
regungsspannung hatte sich unabhingig vom Druck stets 8,6 V ergeben?. 
Daher hatte ich geglaubt, diese Anregungsspannung einem einzigen 
Niveau zuschreiben zu miissen und war zu Zuordnungen gekommen, die 
jetzt als teilweise iiberholt angesehen werden miissen. Es hat sich weiter 
herausgestellt, daB mehrere Potentialkurven existieren, die die Bildung 
von ,, Quasimolekiilen‘‘ [8] gestatten, d.h. von oberhalb des Dissoziations- 
zustandes gelegenen, in die AbstoBungskurve eingebetteten, stabilen 
Molekiilzustanden, deren Dissoziationsenergie allerdings nur einige 
zehntel Volt betragt. Es handelt sich dabei um die 1//,-Potentialkurven 
der Molekiilzustande: 61S,+61P,,61S,+71P,,... Beziiglich der Dar- 
stellung im Potentialkurvenschema sei auf Fig. 5 der Arbeit I verwiesen. 
Die kontinuierliche Strahlung setzt sich demnach aus den in Tabelle 14 
zusammengestellten Anteilen mit den zugehérigen Anregungsspannungen 
zusammen. Aus der Beteiligung von Rekombinationsstrahlung mit 
10,4 V und der gemessenen Anregungsspannung von 8,6 V konnte sofort 
ohne jede Rechnung gefolgert werden, da noch tieferliegende Niveaus 
zur Molekiilstrahlung beitragen miBten. 


Tabelle 1. Evrzeugende Prozesse des Kontinuums. 
| 


Anregungsspannung © 


ProzeB Ausgangsniveau (dissoziiert) Volt | Druckabhangigkeit 
Rekombination. ..... Hgt 10,4 md? 
QuasimolekilI. ..... G25, 4- Gir, 6,7 (m/d*)? 
QuasimolekiilII ..... 61S, + 71F, 8,8 (md)? 

Strahlungsantetle. 


Wir werden jetzt wieder eine Gleichung vom Typus der Gl. (1) auf- 
stellen, aber insofern iiber diese hinausgehen, als wir jetzt die Verschieden- 
heit der Anregungsspannungen durchaus berticksichtigen und daraus 


1 Die Uberlagerung zweier Kontinua verschiedenen Ursprungs stellt ein Ana- 
logon zu dem im Institut von LocutE-HoLTGREVEN beobachteten Fall des 
Auftretens des H~-Kontinuums zusammen mit der Rekombinationsstrahlung dar. 
[Fucus, R.: Z. Physik 130, 69 (1951).] 

2 Fiir diese Anregungsspannung wurde nach vier voneinander unabhangigen 
Methoden stets der gleiche Wert gefunden, so daB an dieser Zahl nicht zu zweifeln 
ist. Zur Bestimmung wurden verwandt: der radumliche Temperaturabfall ((Quer- 
verteilung) [7], [1], der zeitliche Temperaturabfall (Welligkeit) {7}, die Abhangig- 
keit der Temperatur von der Leistung (Strahlungsvergleich mit der Linie 5770/90 A) 
[2], [4] und schlieBlich die Bestimmung des unteren Anregungsniveaus. [Absorp- 
tionsmessungen. RdéssLeErR, F.: Z. Naturforsch. 6a, 263 (1951).) Es kommt hinzu, 
daB obiger Wert auch bei verschiedenen Drucken gleich bleibt. 
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unsere Folgerungen ziehen werden. Dabei beschranken wir uns lediglich 
auf die Glieder der kontinuierlichen Strahlung. Durch Zusammen- 
wirken aller genannten Prozesse muB sich die empirisch bestimmte An- 
regungsspannung von 8,6 V ergeben. Man kann also die folgende Gl. (4) 
mit zunichst noch unbekannten Koeffizienten fiir die kontinuierlichen 
Strahlungen aufstellen. Die BottzmaNN-Faktoren enthalten die je- 
welligen Anregungsspannungen 


4 


8,6Ve 


=C'-e Mat . (4) 


10,4 Ve , 9 - 6,7 Ve ha 8,8 Ve 
Rise ie | Mee S. 4 .|Myj-e *Tet + Myy:e *Tett 
d 


Division durch den ersten Faktor ergibt: 


37 Ve 1,6Ve] 18Ve 


1 zo “ 7 M, , a kTett — 1 os hTett | nn pra kTeti ; (5) 


wenn man C=C’/R’-d2/m und M,;=M,/R’ bzw. My = M,,/R’ setzt. 
So erhalt man die Molekiilstrahlung in Einheiten der Rekombinations- 
strahlung. Nach den ELEensaAasschen Versuchen (Gl. (2)} muB8 der 
Faktor von m/d? zahlenmaBig gleich demjenigen der Rekombinations- 
strahlung, d.h. also 1/0 sein. 


. 3,7 Ve 1,6Ve ‘ 
M, -é | RT ete My, -é kT ese =_- r 2 (6) 
Damit wird wegen (5): 
18Ve p 
m 
C-e kTet — 4+ nee Cy 7 
oe (7) 


Die Aussage von Gl. (4) geht, wie bereits betont, tiber die von Gl. (4) 
hinaus, weil nicht mehr mit der einheitlichen mittleren Anregungs- 
spannung von J’ = 7,8 V [4] gerechnet wird!. Dieser Unterschied ist 
bisher aber noch nicht verwandt worden, er tritt vielmehr erst bei einer 
Variation der Temperatur hervor. Wegen des Auftretens der verschie- 
denen Exponentialfunktionen kann Gl. (4) nicht exakt fiir alle Tem- 
peraturen giiltig sein. Die Giiltigkeit ist vielmehr nur auf die nahere 
Umgebung der Effektivtemperatur beschrankt. Denken wir uns daher 
Gl. (5) fiir kleine Anderungen von 1/7, in eine Reihe entwickelt, oder 
was auf das gleiche herauskommt, einmal nach 1/7. differenziert, so 
erhalten wir: 


z 3,7 Ve 1,6Ve 1,8Ve 
a2 M,3,7V-ektet + Mi; 1,6 V +e *Tett =C-1,8V-erTe , 
und mittels Gl. (7) wird: 
3,7Ve 1,6Ve 
37V-Mye Tm + 1,6V-Mye a —1,8V(" 4 ). (8) 


' 
m Oo 


' V stellt das Symbol fiir die Anregungsspannung, V die Abkiirzung fiir Volt dar. 
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Aus Gl. (6) und (8) kénnen M, bzw. M), bestimmt werden: 
3,7Ve . 
M, ~é kTett — at + 0,9 : 
0 m 
1,6Ve z (9) 
M,,~e'Ta = 99 oof. 
m 


S 


2 


Im Sinne der Gl. (5) geben also die linken Seiten der Gl. (9) nach Multi- 
plikation mit m/d? die gesuchten Anteile Q der Quasimolekiile bezogen 
auf die Rekombinationsstrahlung. 


Tabelle 2. Antetle am Kontinuum. 


Relativer Anteil 


ProzeB Anteil Grenzwerte fiir m 
t 


[oe] 


Rekombination 


i) + 0,1 = 
9-0; 2 


Ire | 


Quasimolekiul I 


Quasimolekil IT 


Summe ee aia 1 | 4 | 4 


Quasimolekiile I] existieren also nur, sobald m/d? => o ist, was 
einem Druck von etwa 1 Atm entspricht. Wesentlich unterhalb 
4 Atm, d.h. aber bei der Niederdruckentladung, verliert also Tabelle 2 
ihren Sinn, was man nur als verniinftig bezeichnen kann. In einem 
solchen Gebiet wiirden vermutlich auch nicht mehr die 8,6 V Anregungs- 
spannung gemessen werden. Als Grenzwerte fiir m0 hat man also 
die Werte der Tabelle 2 anzusehen. Bei den graphischen Darstellungen 
sehen wir in dem Bereich von m/d* zwischen 0 und 1 mg/cm? lediglich 
Q,, das aber mit dem vollen Wert m/d?, als existierend an. 

Zur Veranschaulichung seien die Beziehungen der Tabelle 2 fiir 
einige Lampen ausgerechnet, wobei die m/d’-Werte nur angenahert 
gelten. Lediglich fiir das UV-Standard sind sie mit m= 4,3 mg und 
d—=1,8cm exakt gegeben. 
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Tabelle 3. Anteil am Kontinuum fiir einige Lampent}. 


i Relative Anteile 
Druck | Dichte a 4 = 
Atm | mg/cm? 2 Orr 


0,43 | 0,43 | 0,14 
0,14 0,19 0,70 
0,01 0,14 0,88 


Lampe 


UV-Standard . 
HOA 500 . 
HBF 1000 


In Fig.1 und 2 sind schlieBlich die Beziehungen der Tabelle 2 
graphisch dargestellt. Dabei sind die Ordinaten einander zuaddiert, 
zahlen also von der jeweils vorher- 
gehenden Kurve ab, so daB fiir die 


) 
S 


° 
= 


relat Strahlungsanteile (Kort 


einzelnen Strahlungen die Existenzbereiche gekennzeichnet werden 
konnen. Der Kurvenbereich zwischen 0 und 1 mg/cm’ ist dabei ohne 
reale Bedeutung. Seine Darstellung geschieht hier nur zum AbschluB 
der Bereiche. 


Diskussion der Genauigkeit. 
Beriicksichtigt man eine Erniedrigung der Ionisierungsspannung um 


AVolt, so betragen die Anteile fiir das Quasimolekiil I: (0,9 _ 4 )+ 
+ 0,1 x .-. und fiir das Quasimolekiil IT: (0,9 -- =) + 0,9 ms ‘ : : 
Die Anderung ist also bei kleinen m/d?-Werten am einfluBreichsten. 
Andererseits ist bei geringen Drucken, also kleinen m/d?-Werten, der 
A-Wert gering [9], so daB der EinfluB der Ermiedrigung der Ionisierungs- 
spannung in unserem Zusammenhange im ganzen zu vernachlassigen ist. 

Bei dieser hier durchgefiihrten etwas formalen Ausnutzung der ge- 
messenen Anregungsspannung mu8 man sich dariiber im klaren sein, 
daB die daraus gezogenen Folgerungen (Tabelle 2) in ihrem Giiltigkeits- 


\ 


4 


1 Friiher angegebene Zahlen fiir das Verhaltnis Q;/Qy;weichen geringfiigig von 
den hiesigen wegen etwas anderer Daten fiir die Anregungsspannungen ab. Wir 
werden die Werte obiger Tabelle 3 bevorzugen. 


f 
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bereich auf denjenigen der Gl. (3) beschrankt sind. Die Messungen zur 
Verifizierung der Gl. (3) gehen bei ELENBAAs [2], [4] nur bis 20 mg/cm, 
Die Beziehungen der Gl. (9) kénnen auf héhere Drucke also nur mit 
einer gewissen Unsicherheit extrapoliert werden. 


Weiter sind in dem Ansatz (4) die Temperaturabhangigkeiten der 
verschiedenen Prozesse nur in der e-Funktion als der einfluBreichsten 
beriicksichtigt, dagegen die Temperaturfaktoren fiir die Rekombina- 
tion T*t und das Quasimolekiil T~! vernachlissigt worden, Daher riihrt 
es, daB die Anteile in Tabelle 2 sich als unabhangig von der Temperatur 
ergeben haben, was natiirlich auch nur als erste Naherung zu bewerten ist. 


Konstanz der Anregungsspannung. 


Die Verwendung eines konstanten Wertes fiir die gemessene An- 
regungsspannung ist nur durch die Erfahrung gegeben, indem seiner- 
zeit [1] sowohl fiir das UV-Standard mit 1,6 Atm Hg-Dampfdruck, als 
auch die Hg F 700 mit 80 Atm Hg-Dampfdruck die innerhalb der Fehler- 
grenzen von 0,2 V gleiche Anregungsspannung von 8,6 V gefunden 
wurde. Der tiefere Grund warum sich gerade stets dieser Wert von 
8,6 V als Anregungsspannung ergibt, ebenso wie fiir die Giiltigkeit der 
Beziehung (3) bzw. (7) ist bisher noch unbekannt. Auch fiir andere als 
die oben genannten Lampen hat ELENBAAs [2] die 8,6 V bestatigt. Es 
ist daher an der Giiltigkeit dieses Wertes nicht zu zweifeln. 


Lediglich unter ganz extremen Bedingungen Andert sich diese An- 
regungsspannung. So konnte BorcHERT [10] zeigen, daB bei sehr groBer 
spezifischer Belastung einer Lampe die Anregungsspannung ansteigt. 
Die hohe Temperatur und die in diesem Falle nennenswerte Erniedri- 
gung [9] der Ionisierungsspannung durch die Mikrofelder bewirken eine 
wesentliche Erhéhung der Elektronenkonzentration, die dann ihrerseits 
den RekombinationsprozeB und damit die héhere Anregungsspannung 
begiinstigt. 

Ein weiterer Fall einer Anderung der 8,6 V-Anregungsspannung 
scheint nun in der langstwellig ultraroten Strahlung der Quecksilber- 
hochdruckentladung vorzuliegen. Jedenfalls lassen sich die vorliegenden 
Messungen von DaAuHLKE [/1] der Leuchtdichteverteilung tber den 
Querschnitt und von SAUFFERER [12] der Welligkeit in dem Sinne 
deuten [13], daB dem Ursprungsproze8 eine Anregungsspannung von 
gréBenordnungsmaBig 5 V zuzuschreiben ist. Es hat also eine erhebliche 
Herabsetzung der Anregungsspannung stattgefunden, die man gerade 
fiir das alleinige Auftreten (ohne Q;;) des Quasimolekiils I fordern miiBte. 

Ein entsprechender Fall ist im kurzwelligsten nicht meBbaren 
Ultraviolett zu erwarten, wo nur noch das Niveau von Qj; eine Rolle 
spielt, worauf wir spater noch eingehen werden. In diesem Falle ist ein 
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allerdings nicht sehr erheblicher Anstieg der Anregungsspannung auf 
8,8 V zu verlangen. 

Vielleicht ist es von Interesse, unter Benutzung der fiir die gesamte 
Ausstrahlung gemessenenen [4] mittleren Anregungsspannung Vi= 7,89 
die mittlere Anregungsspannung V’, zu bestimmen, die allein durch die 
Linien hervorgerufen wird. Die Rechenmethode ist genau die gleiche 
wie bisher, so daB es geniigt, lediglich die einzelnen Gleichungen hinzu- 
schreiben. 

Ve 10,4Ve 


tO we PERL | Tho Ma ad Ys 
Lhe ppt ROR Tae, AE EN ee (10) 
6,7 Ve _ 88Ve) _ 78Ve 
x|Mie Tet + Mie "Tet |=D'e Alen 
(10,4V—V;)e [ 3708 . 1,6Ve } 2,6Ve 
Le "la +44 m.|Mye Tat + Mie | *Tett =De*Te , (44) 
(10,4 V—Fy)e 
Le "ta. =§ (12) 
nach Gl. (2), 
2,6Ve ‘ 
Ata SAS 
De at AE ng (13) 
wenn man noch Gl. (6) beriicksichtigt. 
Differentiation von Gl. (11) liefert: 
(10,4 V—Vz)e 
(104V—V,)Le Te ~ 4" x 
. ae . (14) 
3,7 Ve 10Ve 2,6Ve 
4 aT Y. M, € RT ost — 1,6 V My °é hTett j — 2,6 VDe RTest , 
Unter Verwendung von Gl. (12), (8) und (13) folgt schlieBlich: 
ia ana m 1 . 
Vz (715 O,9 es} Volt (15) 
Fiir das UV-Standard wird damit: V,=7,1V. Die Giiltigkeit der 
Gl. (15) ist offenbar bis allerhéchstens = = 25 ae. gegeben. 
cm 


Spektrale Verteilung in unzugdnglichen Bereichen. 


Nachdem nun die Folgerungen aus der Verschiedenheit der An- 
regungsspannungen gezogen sind, rechnen wir wieder mit dem einheit- 
lichen Wert V der Gl. (3). Eliminiert man nach ELENBAAS aus der 
Gleichung fiir die Strahlung der Linien den Faktor fb? m Cy und mittels 
Gl. (3) fiir die Gesamtstrahlung die e-Funktion, so erhalt man fiir Sr 


die Gl. (16) und Entsprechendes gilt fiir die anderen Anteile, deren 


| 
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Gleichungen wir aber nicht erst hinschreiben: 


Site ack ih - Ms i (16) 
fai a Q 
Speziell fiir das UV-Standard mit L = 22,6 W/cm}, A=10 W/cm 
und “si = 4,35 =~ * ergeben sich nach Gl. (16) 7,1 W/cm fiir S,. 


Diesen berechneten Zahlen fiir die Strahlungsleistung stehen die 
gemessenen gegeniiber, die wegen der Absorptionsverluste im Quarz 
kleiner sind. Nach ELEnBAAs [4] gilt fiir die Gesamtstrahlung? ganz 
allgemein: = 

gem = 0,7 (L =A) . (17) 
Fir das UV-Standard wird also S,.,,=8,8 W/cm. Die Messung [14] hat 
8,5 W/cm ergeben, was in geniigender Ubereinstimmung mit Gl. (17) 
steht. Die 8,5 W/cm teilen sich auf Grund der Messung in 6,4 W/cm fiir die 
Linien und 2,1 W/cm fiir das Kontinuum auf. Der Wert fiir das Kontinuum 
enthalt noch zwei verschiedenartige Bestandteile. Er beinhaltet einmal 
das Kontinuum (R-+ Q;+Qy), von dem wir bisher ausschlieBlich ge- 
sprochen haben, das in Fig. 4 dargestellt ist, das als allgemeiner konti- 
nuierlicher Untergrund auftritt, fiir das die Anregungsspannung be- 
stimmt wurde, und fiir das ELENBAAS 9 - Cy; =Cp der Gl. (2) verifiziert 
hat. Dieser Anteil betragt 1,4 W/cm. Weiter ist aber noch ein Kontinuum 
mit 0,7 W/cm# enthalten, das sich von der Resonanzlinie 2537 A nach 
langeren Wellenlangen erstreckt und wie man sieht nicht vernachlassigt 
werden kann. Dabei ist das Zentrum der Linie stark selbstumgekehrt 
(Fig. 5 der Arbeit [/5]). Das Kontinuum entsteht durch eine erhebliche 
unsymmetrische Verbreiterung der Linie und nimmt daher eine Zwi- 
schenstellung zwischen Linie und Kontinuum ein (S; x). Seine spektrale 
Verteilung ist diejenige eines Kontinuums, seine Druckabhangigkeit da- 
gegen diejenige einer Linie. Da seine Entstehung bekannt ist, wurde 
es bei der figiirlichen Darstellung des Kontinuums meistens von vorn- 
herein fortgelassen, was wir auch hier beibehalten wollen (Fig. 4). Auf 
Grund der Versuchsfiihrung von ELENBAAs ist es in dem Faktor 3 ent- 
halten, erscheint also in der Gl. (16) in dem Posten S, , den wir jetzt in die 
beiden Bestandteile aufteilen wollen: S; = S;-+S,,% mit S;,=6,4W/cm 
und S; x =0,7 W/cm. 

Man sieht, daB berechnete und gemessene Leistung fiir den Summen- 
wert der beiden Gruppen S,;,+ S;x iibereinstimmen. Das ist aber nicht 

x % = Wattaufnahme — Elektrodenverluste ee 250 — 413 W 

Bogenlange 105 cm 

2 ELENBAAS findet etwas abweichende Zahlen, weil ihm der Wert fiir m/d? 

nicht genau genug bekannt ist. 


3 Die Quarzstrahlung ist darin nicht enthalten. 
4 Dieser Wert entspricht der Strahlungsleistung starkerer Linien. 
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zu erwarten. Denn fiir die Resonanzlinie 1850 A ist noch einmal genau 
wie fiir 2537 A mit einer erheblichen Verbreiterung nach langen Wellen- — 
langen und in der Gesamtheit mit einer nicht zu vernachlassigenden 
Strahlungsleistung zu rechnen. In Ermangelung besserer Kenntnis nehmen 
wir ebenfalls 0,7 W/cm an. S, wiirde sich zu (6,4+0,7+ 0,7) W/cm 
ergeben, wenn in Gl. (2) gesetzt wiirde: 


Cy = 4x. (18) 


Gl. (16) wiirde dann in (19) iibergehen. Berechnet man daraus Sx und 
vergleicht damit die von ELENBAAS gemessenen [4) Werte seiner Fig.65, 
indem man bei a =2,5 << die Anpassung vornimmt, so zeigt es sich, 
daB der Verlauf zwischen den 3 -Werten 0 und 7,5 ~~ innerhalb 
der MeBgenauigkeit nicht verandert wird. Lediglich bei gr6Beren Werten 
von ”” verlauft die neue Kurve etwas (10% bei ”, =20 = ober- 
d da? cm® 
halb der in Fig. 65 eingezeichneten. Mit den gemessenen bei gréBeren 
m/d* sowieso starker streuenden Punkten ist ein solcher Kurvenverlauf 
genau so gut vertraglich wie der eingezeichnete. Wir werden daher 
weiterhin mit Gl. (18) und (19) rechnen. 


Linien: Sccecfl Abit 
la m 1 
. @ o 
Resonanzlinien : Six =(L—A) me 
mt 
ie ae z . 0 
Rekombination: Sp =(L —A) 
., @m 
Shige 


m 
0,9 + 0,1 


Quasimolekiil I: ey | et | 
Cr ae 1 
ote ae 0 (19) 

—99+0,9 7%. - 
) P ae A wt - co = a 0 
Quasimolekiil IT: Son = (LE — A) <> o 

ht oe : 

und die Summenwerte: S, =(L —A) s 
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Von den friitheren Gleichungen ist durch die neue Gl, (18) lediglich 


» Gl. (145) beeinfluBt worden. 


Sie wird jetzt: 
V cs 7.6 —02 m P 1 
2 © 9, a +@ 


Volt (20) 


mit dem Wert fiir das UV-Standard: V’, =7,3 V. 

Den Gln. (19) ist zu entnehmen, daB die Linienstrahlung mit wach- 
sendem Druck abnimmt, die kontinuierliche Strahlung dagegen an- 
wachst, wie es die Fig. 3 in 
gleicher Darstellungsart wie 
die Fig. 2 uns zeigt. Die kon- 
tinuierliche Strahlung strebt 
einem Sattigungswert zu. 

Die geringe Differenz von 


a 
SI 


Linien 


° 
= 


relat Strahlungsanlerle(gesamt) 
OH 
3 


0,2 W/cm, die bei S,, nun Leas 
a. Voki] 
noch als nicht meBbar auf- hes COT a 
tritt, kann bequem als den 0 a 
Ultrarotlinien (A>2u) zu- a 


gehorig gedeutet werden, die 
im Quarz absorbiert werden?. Die nicht meBbaren 0,7 W/cm von Sy, x 
werden also wie bereits gesagt der Strahlung 1850 A und ihrem Kon- 
tinuum zugeschrieben. 

Die gemessene Leistung der kontinuierlichen Strahlung laBt sich 
entsprechend den Verhaltniszahlen der Tabelle 3 aufteilen, die allerdings 


Tabelle 4. Strahlungsanteile des UV-Standards nach Gl. (19). 


Gesamt Teile 


berechnet gemessen nicht meBbar 


Petes | Leistung . Leistung in Fig. 4 
Bogenlange | Bogenlange | Bogenlange | Zuordnung | dargestellt 
W/cm Wiem- | Wem | A W/cm 
Faun SRR es EG 
| 0,2 |>20000}; — 
0,7 1850 rie 
1,4 = 1200 OF 
> 20000 0,7 
Kontinuum SO, aed 0,6 it { 1800 0,2 
0 C | 00 0,2 
SOn 0,6 apy: | 0,4 14 
Sk 4,6 1,4 3,2 ~ 1,8 


1 AuGBerdem kann sie natiirlich durch Wahl nicht ganzer Zahlen in Gl. (18) 
zu Null gemacht werden. Zu einer fruchtbaren Diskussion dariiber reicht die 
Genauigkeit der Messungen aber offenbar nicht aus. 
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genau genommen nur fiir die Gesamtstrahlung abgeleitet sind. Trotzdem 
laBt sich ein solches Vorgehen dadurch rechtfertigen, daB bei der in © 
Fig. 4 und 5 in der Arbeit I getatigten Zuordnung* von Ubergangen und 
Maxima in der spektralen Verteilung die Strahlungsleistung der Uber- 
gange #, n ven So, gerade 0,2 W/cm und des Rekombinationskontinuums 
gerade 0,6 W/cm betragt, wenn man dafiir den schraffierten unteren Be- 
reich der hiesigen Fig. 4 verwendet, worauf wir noch gleich zu sprechen 
kommen. Es haben sich also die Werte der Tabelle 4 ergeben. Dann 
stimmt natiirlich der Beitrag 0,6 W/cm von So, ebenfalls, da 1,4 W/cm 
fiir die Summe gemessen ist. 


fi 
\ e: 
i! W/cm-sec : — bekannt 
in : 
——-extrapoliert? 


Strahlungsteistuag 


Bech goad 3 10 15 2 sec’ 25-107 
Frequenz v 
Fig. 4. 


Als Differenz gegen die berechneten Werte ergibt sich damit zwangs- 
laufig der nicht meBbare Teil in der 3. Spalte der W/cm in Tabelle 4. 


Es sind recht erhebliche Leistungen, die sich als kontinuierliche 
Strahlung errechnen, was schon ELENBAAS [4] festgestellt hat. Ohne 
der spektralen Verteilung Zwang anzutun, ist es nicht méglich, alle 
kontinuierliche Strahlung vollstandig unterzubringen. Es ist daher in 
Tabelle 4 noch eine gesonderte Rubrik ausgefiillt worden, die angibt, 
wieviel Leistung der nicht meBbaren Strahlung in Fig. 4 zur Darstellung 
gelangt ist. 

In Fig. 4 ist die spektrale Verteilung des Kontinuums der Fig. 1 von 
Arbeit I noch einmal wiedergegeben worden. Es ist also wieder die 
Strahlungsleistung bezogen auf Einheit der Frequenz und der Rohr- 
lange dargestellt worden. Wahrend aber in Arbeit I die Ordinate die 
Bestrahlungsstirke angab, ist in unserer Fig. 4 die Strahlungsleistung 
in dem gesamten Raum als Ordinatenwert verwendet worden. Beide 
Ordinatenmafstabe unterscheiden sich also grob gesprochen lediglich 
durch einen konstanten Faktor. Als volle Kurve ist der bekannte Ver- 


‘ In Fig. 5 der Arbeit I ist versehentlich die Bezeichnung & stehengeblieben. 
Sie mu in € verbessert werden. 


Kontinuierliche Strahlung in der Hg-Hochdruckentladung. 629 


lauf eingetragen worden. Dabei ergibt die gesamte Fliche dieses Teiles 
uber der Ordinate 1,4 W/cm. Gestrichelt sind die gemaB Tabelle 4 zu- 
satzlich zu erwartenden Strahlungen in unzugiinglichen Bereichen an- 
gegeben worden. 

In Arbeit I wurde gezeigt, daB die Rekombinationsstrahlung als 
allgemeiner kontinuierlicher Untergrund der spektralen Verteilung in 
Erscheinung tritt und daB die Molekiilstrahlung sich davon durch ihre 
dariiber gelagerten Extremwerte deutlich unterscheidet. La8t man nun 
auf Grund der Uns6ipschen [6] Angabe, daB die spektrale Verteilung 
als Funktion der Frequenz in allen Spektralbereichen unabhangig von » 
ist, das Rekombinationsspektrum sich gleichmaBig zundchst iiber den 
gemessenen Bereich von 13 - 10! sec? erstrecken, so ergibt eine Ordinate 
von 0,05 - 10° Wsec/cm die nach Tabelle 4 zu fordernden 0,6 W. Diese 
zugehorige Flache wurde schraffiert in Fig. 4 eingetragen und beriihrt 
die spektrale Verteilung in ihrem tiefsten Punkte, wie es auch sinnvoll 
ist. Fiir die gessamte Rekombinationsstrahlung erweitern wir unter Bei- 
behaltung der Ordinate den Frequenzbereich auf 26-10!sec ent- 
sprechend 1200 A (10,4 V) als kiirzester Wellenlange. Damit erhéht 
sich die Strahlungsleistung auf 1,3 W/cm, erreicht aber nicht die nach 
Tabelle 4 zu fordernden 2,0 W/cm. Wo die fehlenden 0,7 W/cm noch 
unterzubringen sind, ist schwer zu sagen. Mdéglicherweise erstreckt sich 
das Rekombinationskontinuum noch weiter ins kurzwellige Gebiet 
hinein (frei-frei Ubergange) oder die Konstanz der spektralen Verteilung 
ist nicht geniigend gewdhrleistet. Ganz gegen die Enden des Spektrums 
muB die Intensitat der Rekombinationsstrahlung auf jeden Fall gegen 
Null gehen. Im kurzwelligen Gebiet ist die Abnahme willkiirlich ein- 
gezeichnet worden. Im langstwellig ultraroten Gebiet lassen sich dazu 
die Zahlen verwenden, die HETTNER [16] berechnet hat. Unter Benutzung 
der relativen Werte Ei(A) seiner Tabelle2 und nach Umrechnung auf 
Ei(v) erhalt man den in Fig. 4 wiedergegebenen Verlauf. Der Wert fiir 
400 u wurde als der maximale angesehen und an unsere 0,05 Wsec/cm 
angeschlossen. Da die langstwellig ultrarote Strahlung in der Haupt- 
figur zu stark zusammengedrangt erscheint, wurde sie mit 100fach ver- 
groBertem AbszissenmaBstab noch einmal seitlich herausgezeichnet. Der 
Rekombinationsstrahlung iiberlagert sich diejenige Q,-Strahlung, deren 
Ubergang in ArbeitI mit x bezeichnet worden ist, und die in 
Arbeit III [13] ausfiihrlich behandelt werden wird. Die dort abgeleitete 
spektrale Verteilung ist hier eingetragen worden. Dabei wurde zum 
energetischen Anschlu8 die Angabe von DAHLKE [11] verwandt, daB 
unterhalb 0,02-10!4sec1 die Leistung der Strahlung 0,01 W, one 
0,001 W/cm betragt. Die in der Fig. 4 eingezeichnete quantitative Auf- 
teilung der Strahlung in annadhernd gleiche Anteile Rekombinations- 
strahlung und Molekiilstrahlung ist durch den obigen AnschluB der 
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Rekombinationsstrahlung bei 100y bedingt und dadurch vollig will- 
kiirlich!. Er soll lediglich eine Darstellung tiberhaupt erst ermoglichen. 


Im kurzwelligen Ultraviolett ist vorwiegend Strahlung um 1800 und 
1400 A als Uberginge p bzw. o von 61S +61P, bzw. 64S +717, zum 
Grundzustand zu erwarten. Ihre Intensitaten mégen zu je 0,2 W/cm 
geschatzt werden. 

Wir haben noch 1,2 W/cm von Q, unterzubringen. Es liegt nahe, 
diese Strahlung dem ultraroten Gebiet zuzuschreiben, weil das starke 
Ansteigen der ultraroten Strahlung in der spektralen Verteilung (Fig. 4 
der Arbeit [8]) gebieterisch eine Extrapolation verlangt. Allerdings 
erscheint durch die Darstellung als Funktion der Frequenz dieser 
Anstieg noch steiler. Bei der gemessenen kontinuierlichen Strahlung 
Sx=1,4 W/cm ist die Strahlung bis zu Frequenzen oberhalb von y= 
1,2 + 10!4 sec"! beriicksichtigt worden. Sehen wir die restliche Verteilung 
zwischen 0 und »y=1,2-10!4sec! zunachst einmal als dreiecksférmig 
an, so folgt damit eine Héhe des Dreiecks von 2,0- 1074 Wsec/cm. 
Ein derartig hohes Dreieck ist in der Fig. 4 nur schwer darstellbar. 
Es wurde daher nur 0,7 W/cm wiedergegeben. Um auch hier das 
Dreieck nicht gar zu spitz machen zu miissen, ist es in Fig. 4 etwas breiter 
und mit dafiir entsprechend geringerer Hohe eingezeichnet worden. 
Andererseits ist eine erhebliche UR-Strahlung nach dem Potential- 
kurvenschema der Fig. 5 in Arbeit | durchaus vorstellbar. Bereits drei 
Ubergange « sind eingezeichnet worden. Es kénnen auBerdem noch 
mehr hinzugenommen werden, da ein groBer Teil der unteren geraden 
Potentialkurven in dem Schema der Arbeit I nicht angegeben worden 
ist, weil die Kurven zunachst nicht benétigt wurden. 


Zusammenfassend sei gesagt, daB die Zuordnung der nichtgemessenen 
Strahlung zu den vorgeschlagenen spektralen Verteilungen naturgemaB 
nur eine mutmaBliche sein kann und sich mit zunehmenden Kennt- 
nissen wandeln wird. Die vorliegende Darstellung ist lediglich als erster 
Versuch in dieser Richtung zu werten. Entscheidend geht in die Gl, (2) 
und (19) die Voraussetzung ein, daB das von ELENBAAS gewahlte Konti- 
nuum um 4800 und 6500 A representativ fiir das gesamte Kontinuum ist. 
Bei 4800 A lassen sich insofern Bedenken erheben, als diese Strahlung 
teilweise durch die Linie 2537 A hervorgerufen wird, die den Queck- 
silberdampf in Wandnahe zur Fluoreszenz [17] anregt. Diese Fluores- 
zenzstrahlung verhalt sich dann wie eine Linie. Gliicklicherweise ist 
allerdings die Fluoreszenzstrahlung in diesem Wellenlangengebiet nicht 
besonders stark. 


' Wiirde der AnschluB beispielsweise bei 75 bzw. 50u geschehen, so ware die 
schraffierte Flache in diesem Bereich wesentlich kleiner ausgefallen. 
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Zur Isotopieverschiebung im Nd I-Spektrum. 


Von 
GERHARD NOLDEKE und ANDREAS STEUDEL. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 5. Februar 1954.) 


Die Hyperfeinstruktur des Nd I-Spektrums wird zwischen 4600 und 5100 A mit 
einem Faspry-PErRot-Interferometer untersucht. An 11 Linien werden fiinf Kom- 
ponenten beobachtet, die den geraden Nd-Isotopen zuzuordnen sind (leichteres 
Isotop nach gréBeren Wellenzahlen). Die relative Isotopenlage ist (Mittelwert des 
Abstandes Nd 142—146 gleich 2 gesetzt): 0 (142); 1,05+ 0,02 (144); 2,00 + 0,02 
(146); 3,12+0,05 (148); 4,70+0,05 (150). Diese Isotopenlage stimmt innerhalb 
der Fehlergrenzen mit der von Brix und KoprFERMANN am Sm gemessenen rela- 
tiven Isotopenlage iiberein, wenn man sich auf gleiche Neutronenzahlen bezieht. 
Der Befund stellt eine wesentliche Stiitze fiir die Annahme der Existenz individueller 
Nukleonen in den Grundzustanden der Atomkerne dar. 


1. Einleitung. 


Die Hyperfeinstruktur (Hfs.) des Nd I-Spektrums ist erstmalig von 
KLINKENBERG! untersucht worden. KLINKENBERG beobachtete an 
vielen Linien im sichtbaren Spektralbereich eine Aufspaltung in drei 
etwa gleich starke Komponenten, die er als Isotopieverschiebung (Is. V.) 
der haufigen geraden Isotope (s. Tabelle 1) deutete. An vier Linien 
konnte er eine vierte und fiinfte weitaus schwachere Komponente nach- 
weisen, die er den selteneren Isotopen Nd 148 und Nd 150 zuordnete. 
Dabei war der Abstand der schwachen Komponenten voneinander un- 
gefahr doppelt so groB wie die iibrigen — untereinander etwa gleichen — 
Komponentenabstande. 


Tabelle 1. Verzeichnis der stabilen Nd-Isotope. 
ee 


Massenzahl 142 143 144 145 146 148 | 150 


Relative Haufigkeit* in % 26,80 12,12 | 23,01) 835 17,35 5,78 


Eine ahnlich auffallende Abweichung von der Aquidistanz der 
Isotopenlage war schon friiher von ScHULER und ScHMmipT? in der Is.V. 
des Sm bemerkt worden. Brix und KoprerMANN® haben die Is.V. des 


‘ KLINKENBERG, P. F. A.: Physica, Haag 11, 327 (1945). 


* LANDOLT-B6RNSTEIN: Zahlenwerte und Funktionen, Bd.I/5, S. 138. Ber- 
lin 1952. 


3 ScHULER, H., u..Tu. Scumipt: Z. Physik 92, 148 (1934). 


* Brix, P., u. H. KoprerMANN: Naturwiss. 35, 189 (1948). — Z. Physik 126, 
344 (1949). 
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Sm neu vermessen und gezeigt, daB die relativen Isotopenlagen der 
geraden Isotope des Nd und Sm iibereinstimmen, wenn man sich auf 
gleiche Neutronenzahlen bezieht. 

Die bisher vorliegenden Messungen der Is.V. des Nd sind — im 
Gegensatz zu den Messungen am Sm — noch mit groBen Unsicherheiten 
behaftet. Aus kernphysikalischen Griinden ist es von Interesse, die 
GréBe des ,,Sprunges“ in der Is.V. des Nd ebenfalls moglichst genau zu 
kennen. Ferner bietet dieser ,,Sprung‘‘ eine ideale Moéglchkeit, die 
Konstanz der relativen Isotopenlage an einer gréBeren Anzahl von 
Linien sauber zu priifen. Deshalb erschien es uns lohnend, die Hfs. im 
Nd I-Spektrum im Hinblick auf die relative Isotopenlage der fiinf geraden 
Isotope neu zu untersuchen. 


42 144 146 148 = 150 


‘tr ea tees 


Fig. 1. Photometerkurve von 4= 4659 A. Etalonabstand 8mm. Zunehmende Wellenzahlen nach links, 


2. Versuchsanordnung und Mefergebnisse. 


Als Lichtquelle diente eine mit Nd,O, gefiillte und mit fliissiger Luft 
gekiihlte SCHULER-Hohlkathode (Tragergas: Neon; Druck: etwa 1 Torr). 
Bei den verwendeten Stromstaérken von 100 bis 150 mA verschwanden 
in dem photographierten Spektralbereich von 4600 bis 5100 A die Edel- 
gaslinien fast vollstandig, wahrend das Neodym-Spektrum intensiv an- 
geregt wurde (Belichtungszeit auf Perutz-Persenso-Platten etwa 45td). 
Die Untersuchung erfolgte mit einem FABRy-PERot-Interferometer mit 
Silberverspiegelung!. Die verwandten Etalonabstande betrugen 7, 8 und 
10mm. Als Vorzerleger stand ein Steinheil-Dreiprismenspektrograph 
mit einem Teleobjektiv von 1300 mm Brennweite zur Verfiigung (Linear- 
dispersion 5,5 A/mm bei 7 = 4600 A). 

Elf Linien zeigten eine Aufspaltung in fiinf Komponenten. Fig. 1 
bringt als Beispiel die Photometerkurve einer solchen Linie. Aus der 
Intensitat der Komponenten und der relativen Haufigkeit der geraden 
Nd-Isotope ergibt sich eindeutig die in Fig. 1 angegebene Zuordnung unter 
der Voraussetzung, daB die geraden Isotope — gemaf allen bisherigen 
Erfahrungen — in der Reihenfolge ihrer Massenzahlen liegen. Die un- 
geraden Isotope Nd 143 und 145 spalten wegen ihrer groBen Kerndreh- 


1 Die Spiegel wurden im Institut von Dipl.-Phys. G. Lturs hergestellt. 
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impulsquantenzahl (J = 7/2)! in viele Komponenten auf, d.h. ihre Hfs. 
macht sich durch einen mehr oder minder kontinuierlichen Untergrund 
bemerkbar?. 


AuBerdem wurde bei etwa 40 Linien eine Aufspaltung in drei ungefahr 
aquidistante Komponenten beobachtet, wobei es sich offenbar um die 
drei Komponenten der haufigen geraden Isotope handelt. Die Intensitat 
dieser Linien war so gering, daB es nicht méglich war, die zu den Isoto- 
pen Nd 148 und 150 gehérenden schwachen Komponenten nachzuweisen. 


Die Hfs. der fiinf Komponenten zeigenden Linien wurde mit einem 
Komparator vermessen. In Tabelle 2 sind die Ergebnisse zusammen- 
gestellt?. Die angegebenen Komponentenlagen sind Mittelwerte von 
mindestens vier bei verschiedenen Etalonabstanden aufgenommenen 
Platten. Soweit die Linien von KLINKENBERG vermessen wurden, er- 
geben sich Unterschiede in der Komponentenlage bis zu 19 - 10-3 em™, 
Die Diskrepanzen diirften sich durch unsere erhéhte MeBgenauigkeit 
erklaren lassen. Diese Verbesserung wurde durch hdheres Auflésungs- 
vermégen des Interferometers und durch gréBere Lineardispersion des 
Spektrographen erreicht. Trotz der groBen Liniendichte des Nd-Spek- 
trums lagen die in Tabelle 2 aufgefiihrten Linien noch hinreichend frei 
von Nachbarlinien, so daB ihre Komponenten sauber vermessen werden 
konnten. Die Linie A=4618 A zeigt auf unseren Aufnahmen eine 


Tabelle 2. Isotopieverschiebung im Nd I-Spektrum. Is.V. gegen Nd 142 in 10-3 cm71, 


ss 


a{A]* 144 146 148 150 
| a a 

4599,3 | — 95 — 180 — 289 — 429 
4659,4 — 102 = 405 — 204 — dee 
4678,9 — i91 — 190 — 298 un 45G 
4688,6 — 101 — 192 - 207 _ 446 
4871,4 — 71 137 216 — 322 
4926,7 72 — 140 — 218 — 326 
4965,3 = 10 — 134 = 208 — 324 
4966,7 — 73 138 — 216 — 327 
4996,1 109 213 — 331 492 
5022,7 = 78 — 145 —233 — 348 
5125,9 — 95 -148 227 — 346 


1 BLEANEY, B., u. H. E. D. Scovit: Proc. Phys. Soc. Lond. Ser. A 63, 1369 
(1950). 

* Die untersuchten Linien sind nicht in ein Termschema eingeordnet. Sie ge- 
héren zu den intensivsten, eine Is.V. zeigenden Ubergaingen. Man darf also an- 
nehmen, da diese Linien zwischen Termen mit groBen J-Werten kombinieren 

* MeBfehler der angegebenen Werte durchweg < +3 bzw. $+4:-103cm—7 
fiir die Abstande der starken bzw. schwachen Komponenten. a 

4 Angabe der Wellenlange nach MIT-Wavelength Table (New York 1939) und 
Kinec, A. S.: Astrophys. J. 78, 9 (1933) 
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»,sechserstruktur‘‘!. Wahrscheinlich handelt es sich um eine zufallige 
Koinzidenz zweier Nd-Linien, von denen die eine in fiinf Komponenten 
aufspaltet. Wegen der sich ergebenden Unsicherheit in der Vermessung 
haben wir diese Linie in Tabelle 2 fortgelassen ®. 


In Zeile 3 der Tabelle 3 sind die aus den Daten der Tabelle 2 berech- 
neten Mittelwerte der relativen Isotopenlage zusammengestellt. Dabei 
wurde der Mittelwert des Abstandes zwischen den Isotopen Nd 142 und 
146 gleich 2 gesetzt, um einen Vergleich mit den Messungen von BrRIx 


Midelwerte x ‘ —————— ee 
Mitfelwerte | 
N d = —_— 2 —— —— 
A [A] 
4599 = — — — 
4659 —_— — — — | exe 
4678 ss a — ~~ 
4871 _— ee — -—— — 
4926 — —— — — ee 
4965 eerie ae & peg | met 
4.966% ae eve —— we 
4996 i —- oT — ~— 
5125 j= —_— —_ ~~ 
$22) os hs eo cme iy 1th 
0 102 105 108 197 200 203 309 Z12 315 467 470 473 481 
relative Isofopieverschiebung 
N & &} 86 os 90 


Fig. 2. Relative Is.V. in den untersuchten Nd-Linien und Vergleich mit der relativen Is.V. des Sm. 
AbszissenmaBstab zwischen den einzelnen Isotopen unterbrochen, N Neutronenzahl. 


und KOPpFERMANN am Sm zu erméglichen, die in Zeile 5 von Tabelle 3 
aufgefiihrt sind. 


In Fig. 2 sind die relativen Isotopenlagen in den einzelnen Nd-Linien 
dargestellt. Die Langen der waagerechten Striche geben die GréBe der 


Tabelle 3. Vergleich der relativen Isotopieverschiebung im Nd- und Sm-Spektrum. 


| Neutronenzahl 82 84 86 =| 88 90 92 
Massenzahl 142 144 146 148 150 
Nd | : se} pa at 
| Relative Isotopie- 0 1,05 2,00 | Em 4,70 
verschiebung +0,02 +0,02 | +0,05 | 40,05 
Massenzahl 144 148 150 152 154 
Sm i i % 


3,14 4,81 oye 
+0,06 | +0,08 | +0,08 


Relative Isotopie- 
verschiebung 


1 


1 Bej KLINKENBERG ist die ,,sechste‘’ Komponente durch Verbreiterung bzw. 
Einsattelung einer Komponente angedeutet. 

2 Die sich fiir 7 = 4618 A ergebende Komponentenlage ist: 0 (142); — 112(144); 
— 212 (146); — 335 (148); —498(150). Die ,,sechste’’ Komponente liegt bei — 404, 
also zwischen den Isotopen Nd 148 und 150. (Hfs.-Abstaénde in 10~*cm™.) 
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MeBfehler an. Am Kopf der Fig. 2 sind die Mittelwerte der relativen 
Is.V. im Nd- und Sm-Spektrum angegeben. 


3. Diskussion und Schlup. 


Die aus Fig. 2 ersichtlichen Abweichungen der relativen Isotopenlage 
vom Mittelwert diirften vollstandig durch die Unsicherheiten in den 
Messungen zu erklaren sein!. Wenn ein massenabhangiger Is. V.-Effekt# 
vorhanden ist, so sollte er kleiner sein, als die fiir die Mittelwerte der 
Komponentenlage angegebenen Fehlergrenzen. 

Tabelle 3 zeigt, daB beim Einbau des 45. Neutronenpaares sowohl 
im Nd als im Sm ein ,,Sprung“ in der relativen Is.V. auftritt. Die Ver- 
teilung der MeBpunkte des Nd (vgl. Fig. 2) 148t vermuten, daB dieser 
,, Sprung‘ bei Nd etwa um 0,1 (gemessen in dem in Tabelle 3 gewahlten 
MaBstab) kleiner ist als bei Sm. Der Einbau des 44. Neutronenpaares 
verursacht in beiden Elementen eine etwas gréBere relative Is.V. als 
die vorhergehenden Neutronenpaare. 

Diese Ubereinstimmungen in der relativen Is.V. des Nd und Sm 
stellen eine wesentliche Stiitze fiir die Annahme der Existenz individueller 
Nukleonen in den Grundzustaénden der Atomkerne dar. Die relative 
Anderung des elektrischen Kernradius? und damit die relative Is.V. ist 
beim Einbau eines bestimmten Neutronenpaares fast unabhangig von 
der Anzahl der vorhandenen Protonen. Wenn die Vorstellung indivi- 
dueller Neutronen richtig ist, sollte auch in der relativen Is.V. des Gd 
zwischen den Isotopen Gd 152 und 154 ein ,,Sprung“ auftreten. Leider 
sind diese Isotope im natiirlichen Gemisch so selten, daB ein Nachweis 
nur mit angereicherten Isotopen méglich ist. 

Die zwischen den Kernen mit den Neutronenzahlen 88 und 90 vor- 
handene groBe Is.V., die sich bei Nd und Sm als ,,Sprung“ in der rela- 
tiven Is.V. auBert, ist von Brix und KOPFERMANN durch die verschieden 
starke Deformation dieser Kerne gedeutet worden; auf diese Deformation 
wurde aus den Quadrupolmomenten der beiden — ebenfalls 88 und 
90 Neutronen besitzenden — Europium-Isotope geschlossen?. 

Um die Is.V. des Nd im Rahmen der allgemeinen Systematik des 
Kernyolumeneffektes? diskutieren zu kénnen, ist es notwendig, die 


1 DaB die in Fig. 2 angegebenen Fehlergrenzen den eingezeichneten Mittelwert 
nicht immer tiberlappen, erklart sich zum Teil daraus, da8 der Mittelwert des Ab- 
standes Nd 142—146 gleich 2 gesetzt wurde, zum Teil daraus, daB der von den 
ungeraden Isotopen und von Stdrlinien herriihrende Untergrund eine geringe Ver 
schiebung der Komponenten verursachen kann. In {= 4965 A diirfte der abnorm 
groBe Abstand Nd 148—150 wohl auf einer Verschiebung der Komponente des 
Nd 150 durch eine staérkere Untergrundlinie beruhen. 

2 Vel. Brix, P., u. H. KoprerMANN: Festschrift Akad. Wiss. Géttingen, Math.- 
physik. Kl. 1951, S. 47. 

’ Brix, P., u. H. KopFERMANN: Z. Physik 126, 344 (1949). 


re 
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experimentelle Isotopieverschiebungskonstante zu bestimmen, Dies ist 
zur Zeit nicht méglich, da das Nd I-Spektrum noch nicht hinreichend 
in ein Termschema eingeordnet ist. Untersuchungen zur Ermittlung 
der experimentellen Isotopieverschiebungskonstante aus dem gut be- 
kannten Nd II-Spektrum sind im Gange. 


Herrn Professor Dr. KoPFERMANN mochten wir fiir sein stetes fér- 
derndes Interesse danken. Der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
danken wir fiir die Bereitstellung der Spektralapparate, der Gesellschaft 
fiir Linde’s Eismaschinen, Hdllriegelskreuth, fiir die Uberlassung spek- 
tralreiner Edelgase. 


Heidelberg, 1. Physikalisches Institut der Universitat. 
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Untersuchungen zur lonisierungswirkung 
schneller Elektronen*. 


Von 
R. DECHER und H. KULENKAMPFF. 
Mit 6 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 13. Februar 1954.) 


An einer kleinen Elektronenschleuder der Siemens-Reiniger-Werke wurde fir 

Elektronen einer kinetischen Energie von 4,9 MeV mittels Ionisationskammer und 

Auffanger die totale spezifische Ionisation N, und mittels einer Nebelkammer die 

primare spezifische Ionisation Ny in Luft bestimmt. Es ergab sich, umgerechnet 
auf 760 Torr und 0° C: N, = 62,5cm™4, Ny, = 25,4 cm. 


Wir hatten die Méglichkeit, an der in der Medizinischen Universitats- 
klinik in Erlangen befindlichen kleinen Elektronenschleuder der Siemens- 
Reiniger-Werke einige neue Messungen zur Ionisierungswirkung von 
Elektronen bei einer Energie von rund 5 MeV auszufiihren. Diese Energie 
liegt in der Nahe des Ionisationsminimums, fiir das genauere Zahlenwerte 
von Interesse sind, besonders im Hinblick auf zum Teil erhebliche Dif- 
ferenzen zwischen bisherigen Messungen und der theoretischen Berech- 
nung. 

Bei der Elektronenschleuder der Siemens-Reiniger-Werke ist es még- 
lich, den Elektronenstrah] herauszufiihren [7]. So konnte einerseits 
mittels Ionisationskammer und Auffanger die totale spezifische Ioni- 
sation N,, andererseits mittels einer Nebelkammer die primare spezifi- 
sche Ionisation N, bestimmt werden; unter spezifischer Ionisation ist 
dabei wie iiblich die pro cm Weglange im Gas insgesamt bzw. primar 
gebildete Anzahl Ionenpaare zu verstehen. 

Die Messungen wurden an Luft ausgefiihrt. Eine wiinschenswerte 
Erweiterung auf andere Gase war bisher nicht méglich, weil die Elek- 
tronenschleuder nur zu beschrankten Zeiten zur Verfiigung stand. AuBer- 
dem muBte unsere MeBanordnung transportabel eingerichtet und den 
értlichen Verhaltnissen in der Klinik angepaBt werden. 


1. Bestimmung der totalen spezifischen Ionisation. 
a) Mepverfahren. 
Die Bestimmung der totalen spezifischen Ionisation N, erfordert die 


gleichzeitige Messung der Anzahl Ionenpaare, die auf einer bekannten 
Weglange des Elektronenstrahls erzeugt werden, sowie der Anzahl der 


* Wirzburger Dissertation (R. DECHER). 
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Elektronen, welche diese Ionisation hervorrufen. Die Starke des Elek- 
tronenstrahles ist bei der Elektronenschleuder so groB, daB die Elek- 
tronenzahl unmittelbar mit einem Auffainger gemessen werden kann. 

Es ergibt sich damit eine Anordnung, die schematisch in Fig. 1 dar- 
gestellt ist. Von den aus der Elektronenschleuder ES kommenden 
Elektronen wird durch die Blenden B, und By ein enges Biindel ausge- 
blendet. Dieser Elektronenstrahl durchliuft dann die Tonisations- 
kammer JA und wird schlieBlich im Auffinger (FARADAY-Kafig) PK 
aufgefangen. 

Der Ionisationsstrom J, und der Elektronenstrom J, werden nach 
Verstarkung durch Elektrometerréhren mit zwei Spiegelgalvanometern 
gemessen. Aus dem Verhiltnis beider 
Stréme und der Lange L der Ionisa- 
tionskammer ergibt sich unmittelbar 


A I 
é y if 
die Zahl der Ionenpaare pro cm, d.h. , Ze FK 
ee; 3 


die totale spezifische Ionisation Fs 
Jj] ob 
N= Si es ; zum zum 
; (ars Verstarker Verstarker 
pan. 


Fig. 1. Schema der Anordnung zur Messung 


Tm Ste - ss a 
Ums torungen durch Rontgenbrems der totalen spezifischen Jonisation. 


strahlung hinreichend klein zu halten, 

ist die Blende B, aus einer 10cm starken Paraffinplatte angefertigt. 
Die Blende 5, und alle sonstigen Teile der Apparatur, die von Elektronen 
getroffen werden kénnen, bestehen aus Aluminium. 


b) Ionisationskammer und Auffdnger. 

Die Konstruktion der Ionisationskammer wurde durch die Uber- 
legung bestimmt, daB alle Elektronen, welche die Ionisationskammer 
durchlaufen haben, auch in den Auffanger gelangen miissen. Auf dem 
Wege durch die Ionisationskammer erfahrt aber der Elektronenstrahl 
durch Streuung eine zunehmende Querschnittsvergr6éBerung. Die Ein- 
trittsoffnung des Auffangers darf jedoch nicht zu groB sein, weil sonst 
ein merklicher Teil riickdiffundierender oder sekundarer Elektronen ihn 
wieder verlassen kann. Die Jonisationskammer muB also méglichst 
kurz sein. Bei einer im Hinblick auf Sattigungsstrom giinstigen An- 
ordnung mit elektrischem Transversalfeld laBt sich die erforderliche 
kurze Bauweise nicht gut verwirklichen, weil zur exakten Abgrenzung 
der MeBstrecke Schutzelektroden erforderlich sein wiirden. 

Es wurde deshalb fiir die Ionisationskammer cine Konstruktion ge- 
wahlt, die in Fig. 2 im Schnitt dargestellt ist. Der Elektronenstrahl 
durchsetzt drei Aluminiumfolien f von je 0,6 Starke. Die beiden 
4uBeren Folien begrenzen die MeBstrecke; an ihnen liegt die Kammer- 
spannung Ux. Die mittlere Folie ist zur Messung des Lonisationsstromes 
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mit dem Gitter einer Elektrometerrohre verbunden und iiber den Gitter- 
ableitwiderstand geerdet. Der Verbreiterung des Elektronenstrahles wird 
durch zunehmenden Foliendurchmesser (7, 10 und 14 mm) in Richtung 
auf den Auffanger Rechnung getragen. Die Lange der MeBstrecke im 
Ionisationsraum betragt 2,20cm. Die mittlere Folie wird von einem 
Messingring getragen, der selbst an drei Stabchen mit Bernsteinisolatoren 
gehalten wird. Zwecks Erzielung eines homogenen Feldes ist dieser 
Folientrager von einem geerdeten Schutzring umgeben. 

Un Der Auffanger ist unmittel- 
bar hinter der Ionisations- 
kammer angebracht. Er be- 
steht aus einem starkwandigen 
Aluminiumzylinder mit einem 
Boden von 12mm Starke; dies 


Elekt : : 
ed ist ausreichend, um alle Elek- 
tronen abzubremsen. Vorge- 
lagert ist noch eine Graphit- 
CZ Messing platte G, welche die Riick- 
ZD Aluminium diffusion vermindern soll. Aus 
(2 Harlgummi 


C5 Bernstein ¥ 7 Bi dem Verhaltnis des Durch- 
messers der Eintritts6ffnung 
zur Tiefe des Auffangers ergibt 
sich, daB nicht mehr als 1% der riickdiffundierenden und sekundaren 
Elektronen wieder austreten kann. Der Auffanger ist zur Messung des 
Elektronenstromes direkt mit dem Gitter einer zweiten Elektrometer- 
rohre verbunden. 

Es zeigte sich, daB der ganze Auffanger evakuiert werden muBte, 
da er sich gegentiber dem geerdeten Gehause auf dem negativen Potential 
der Gittervorspannung (— 3 V) befindet. Bei Luftfiillung wiirde deshalb 
der Auffanger die auf der davor befindlichen Strecke erzeugten positiven 
Ionen sammeln, wodurch der gemessene Elektronenstrom sehr stark 
verfalscht wird. Er wurde deshalb mittels einer 204 starken Al-Folie F 
von der lonisationskammer abgetrennt, die zugleich eine elektrische 
Abschirmung bewirkt. 


Fig. 2. Ionisationskammer und Auffanger. 


c) Verstdrker. 
Die Messung des Ionenstromes J, und des Elektronenstromes J er- 
folgte mit zwei Gleichstromverstarkern, die ganz gleichartig gebaut 
waren und sich nur durch verschieden groBe Gitterableitwiderstainde 


unterschieden. Das Schaltschema fiir einen dieser Verstarker ist in Fig.3 
dargestellt. 


Die Verstarkerréhre ist eine Elektrometerréhre, Typ 4060 von 
Philips. Die Heizung erfolgte aus einem 2 V-Akkumulator groBerer 


: 
| 
. 
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Kapazitat, als Anodenspannung, Gitterspannung sowie als Spannungs- 
quelle zur Kompensation des Anodenruhestromes dienten kleine Trocken- 
batterien. An die Konstanz der Gittervorspannung werden héchste An- 
forderungen gestellt. Es wurde deshalb davon abgesehen, die Gitter- 
batterien mit einem Spannungsteiler zu belasten und die Spannung fest 
zu —3 V gewahlt. Im Anodenkreis jeder Réhre liegt ein Spiegelgalvano- 
meter G mit einer Empfindlichkeit von 1- 10-8 Amp pro mm/m. Die 
Gitterableitwiderstande bei den beiden Verstarkern (GréBenordnung 108 
bzw. 10° Q) waren so bemessen, daB die Lichtzeiger der beiden Galvano- 
meter wahrend der Messung etwa gleich groBe Ausschlage zeigten. Zur 
Auswertung der Messungen muBte dann nur 
das Verhaltnis der beiden Widerstande genau 
bekannt sein. 

Beim Betrieb der Elektronenschleuder sind 
kurzzeitige Schwankungen des Elektronen- 
stromes unvermeidlich. Um die dadurch her- 
vorgerufenen Stromst6Be an den Spiegelgal- 
vanometern aufzufangen, wurden parallel zu 
den Gitterableitwiderstanden hochisolierende 
Styroflexkondensatoren gelegt, deren Kapazi- Fig. 3. 
tat so bemessen war, daB die Zeitkonstante  Scbaltung der Elektrometerréhre. 
jedes Verstarkers etwa R-C= 10sec betrug. 

Die Stromempfindlichkeit des Verstarkers fiir den Elektronenstrom 
betrug 2,5-1074Amp pro mm/m. Die Nullpunktstabilitat war bei 
dieser Empfindlichkeit auch ohne Briickenschaltung noch ausreichend. 
Nach einer Anlaufzeit von etwa einer Stunde stellte sich ein ausreichender 
stabiler Zustand ein. 

Starke Stérfelder in der Umgebung der Elektronenschleuder er- 
fordern eine saubere Abschirmung aller Teile. Dabei war der Abschirm- 
kasten mit den Elektrometerréhren und Zubehér zwecks kurzer Lei- 
tungsdurchfiihrung unmittelbar an die Ionisationskammer und den Auf- 
fanger angebaut. Die Spiegelgalvanometer muBten aus Strahlenschutz- 
griinden in gréBerem Abstand, gleichfalls in Abschirmkasten, aufgestellt 
werden; die Verbindungen erfolgten durch abgeschirmte Kabel. Wah- 
rend des Betriebes der Elektronenschleuder tritt nun in ihrer Umgebung, 
besonders in Richtung des austretenden Elektronenstrahles, eine harte 
Roéntgenstrahlung auf. Dabei wirkt der Rohrenabschirmkasten mit den 
Gitterleitungen wegen der Gittervorspannung von — 3 V wie eine Ioni- 
sationskammer fiir diese Réntgenstrahlung ; die Gitterleitungen sammeln 
die positiven Ionen und es entsteht ein dem zu messenden Strom ent- 
gegengesetzter Galvanometerausschlag von erheblichem Betrage. Eine 
ausreichende Abschirmung dieser Réntgenstrahlung ware sehr schwierig, 
ebenso lieB sich ein Evakuieren des Rohrenabschirmkastens aus 
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verschiedenen Griinden nicht durchfithren. Als sehr brauchbar erwies sich 
der folgende Weg: Die Elektrometerréhren mit Gitterableitwiderstanden, ~ 
Gitterkondensatoren sowie alle mit dem Gitter verbundenen Leitungen 
wurden in einen den Abschirmkasten ganz ausfiillenden Ceresinblock 
eingegossen. Voruntersuchungen hatten gezeigt, daB reines Ceresin einen 
sehr hohen Isolationswiderstand besitzt; infolgedessen verschwanden 
durch diese MaBnahme auch alle Isolationsschwierigkeiten bei den Glas- 
kolben der Elektrometerrohren. 


d) Messungen und Ergebnis. 


Die Elektronenschleuder arbeitet bekanntlich im Impulsbetrieb, und 
zwar bei dem kleinen Modell der Siemens-Reiniger-Werke mit einer 
Frequenz von 500 Hz; die einzelnen Strahlungsimpulse haben eine Zeit- 
dauer von der GréBenordnung 10~* sec. In der Ionisationskammer be- 
stehen deshalb beziiglich der Rekombination von Ionen besondere Ver- 
haltnisse, weil die Momentanstromstarke des Elektronenstromes wesent- 
lich héher als die gemessene mittlere Stromstarke /, ist. Die Spannung 
an der Ionisationskammer soll deshalb mindestens so hoch sein, daB alle 
durch einen Strahlungsimpuls erzeugten Ionen bis zum Eintreffen des 
nachsten Strahlungsimpulses abgesaugt sind. Hierfiir ware bei Annahme 
einer mittleren Ionenbeweglichkeit von 2 cm/sec pro Volt/cm eine Span- 
nung von etwa 250 V erforderlich; einige Messungen tiber die Abhangig- 
keit des gemessenen Ionenstromes von der Kammerspannung bei ver- 
schiedenen Elektronenstromstarken J, ergaben, daB tatsachlich schon 
bei etwa 150 bis 200 V praktisch Sattigung erreicht ist. Zur Sicherheit 
wurden alle endgiiltigen Messungen bei einer noch wesentlich héheren 
Kammerspannung von 1050 V ausgefiihrt. 

Die Starke des Elektronenstromes J, wurde bei den Messungen von 
etwa 5-107 bis 2-107" Amp variiert. Bei etwa 100 Einzelwerten er- 
gaben sich dabei fiir das Verhaltnis J,/J, keine die Fehlergrenzen von 
etwa +1 bis 2% iibersteigenden Unterschiede und keinerlei systemati- 
scher Gang mit der Stromstirke. 

Weiterhin wurden Messungen bei verschiedenen Blendenanordnungen 
(vgl. Fig. 1) ausgefiihrt, und zwar 

Blende B, Paraffin Durchmesser 5 mm 

Blende B, Paraffin Durchmesser 10 mm 


statt B, zwei Al-Blenden, Durchmesser 8 bzw. 5 mm. 


Der Durchmesser der Blende B, (Al) betrug dabei stets 7mm. Auch hier- 
bei ergaben sich bis auf + 1% die gleichen Werte fiir das Verhaltnis J,/ J». 
Das Endergebnis aus rund 100 Einzelmessungen, umgerechnet auf 


N, = 62,5 £ 1,5 cm7. 
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Die Energie der Elektronen in der Ionisationskammer betragt 4,9 MeV. 
Dabei ist der Energieverlust im Austrittsfenster der Elektronenschleuder 
und auf dem Luftwege bis zur Ionisationskammer beriicksichtigt. 

Bei einer Energie von 2 MeV sind Bestimmungen der totalen spezifi- 
schen Ionisation in Luft von BropeE und BaGLry [2] sowie von HAZEN [3] 
an diffundierten Bahnen in einer Nebelkammer ausgefiihrt worden. Sie 
ergaben merklich niedrigere Werte, was daran liegen diirfte, daB dichte 
Ionenhaufen nicht aufgelést werden. Mit Ionisationskammer und Auf- 
fanger haben neuerdings Ovapra, LAuGHLIN, BEATTIE und HENDER- 
SON [4] bei héheren Energien die totale Ionisation in Luft bestimmt; sie 
fanden N,=61cm™ bei 9 MeV 
und N,=64 cm bei 17,5 MeV. 

Diese Werte sind zusammen “? 
mit dem von uns gemessenen in 80 
Fig. 4 dargestellt. Die eingezeich- “t 
nete Kurve ist berechnet aus dem 
mittleren Energieverlust dE/dx 0 


160 


40 


: gi 7 bs MeV 100 
und dem Energieverbrauch pro E- mc? —+ 
Ionenpaar é gemaB Fig. 4. Verlauf der totalen spezifischen Ionisation. 
; S. Kurve nach Betue-Biocnu, 
— dE/dx = e-N,. 


Fiir Luft ist ¢« = 32 V/Ionenpaar experimentell gut bekannt; dE/dx 
wurde nach der BeETHE-BLocHschen Formel (5) berechnet: 


AN wer 2 2 B2 
eae th (In ie 1 1 — ) 
(N = Anzahl Atomelektronen pro cm*?; JZ = mittlere Ionisierungs- 
energie mit J = 11,15 eV fiir Luft nach R. R. Witson [6]. Die tibrigen 
Gr6éBen haben die tibliche Bedeutung). 

Fiir 4,9 MeV entnimmt man der Kurve einen Wert N,= 73 cm. 
Der Unterschied von etwa 15% ist gréBer als die méglichen Fehler 
unserer Messungen; auch die Werte von OvApIA, LAUGHLIN, BEATTIE 
und HENDERSON scheinen anzudeuten, daB das Ionisationsminimum 
etwas niedriger und flacher ist als nach der Theorie, jedoch laBt sich 
naheres dariiber wohl erst nach Ausdehnung derartiger Messungen tiber 
einen gréBeren Energiebereich sagen. Auch ist experimentell bisher 
nichts dariiber bekannt, ob vielleicht die GroBe ¢ in diesem Energie- 
bereich etwas ansteigt. 


dx m v2 


2. Bestimmung der primaren spezifischen Ionisation. 
a) Mefverfahren und Apparatur. 


Die im Abschnitt 1 behandelte totale Ionisation setzt sich zusammen 
aus det von den primaren Elektronen unmittelbar und der von dabei 
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auftretenden Sekundarelektronen erzeugten Ionisation. Die Sekundar- 
elektronen haben im allgemeinen sehr kleine Energie und ionisieren nur 
in sehr geringem Abstand von den primar gebildeten Ionen. Wenn die 
primaren Elektronen eine Nebelkammer nach der Expansion durch- 
laufen, verhindert die sofort einsetzende Tropfenkondensation ein Aus- 
einanderdiffundieren der Ionen. Von seltenen Fallen gréBerer Energie 
der Sekundarelektronen abgesehen, liefern also die sekundar erzeugten 
Ionen keine von den primaren getrennte Nebeltropfen. Die Auszahlung 
der Tropfen langs der Elektronenbahnen ergibt dann die Zahl der pro 
Zentimeter primar gebildeten Ionen N,. 
BL Der Versuchsaufbau ist in Fig. 5 
schematisch wiedergegeben. Die 
Elektronen, die von der Elektronen- 
wth! Jae K emer) schleuder ES kommen, gelangen 
| | | durch ein spaltférmiges EinschuB- 

ES Br B2 53 fenster F, welches mit einer 50u 
Fig. 5. Schema der Anordnung zur Bestimmung starken Cu-Folie verschlossen ist 
der primaren spezifischen Ionisation. (Die Elek- 
tronenschleuder ES ist senkrecht zur Zeichenebene von der Seite her in die Nebel- 

Le kammer NK. Die Blenden B,, By 
und B, sorgen dafiir, daB nur dieses EinschuBfenster von Elektronen 
getroffen wird und verhindern so die Erzeugung von Sekundarstrahlung 
in den Metallteilen der Nebelkammer. 

Die verwendete Nebelkammer hatte einen Durchmesser von 14 cm 
und war nach dem Membrantyp gema8 einem von BLACKETT [7] an- 
gegebenen Prinzip gebaut. Sie enthielt als Dampfquelle ein Gemisch 
aus Athylalkohol und Wasser im Verhaltnis 2:1; der Gasdruck betrug 
im expansierten Zustand 1,35 Atm. Das Expansionsverhaltnis wurde 
moglichst hoch gewahlt, damit sicher an allen Ionen Kondensation statt- 
findet ; es lag zwischen 1,12 und 1,13. Die Beleuchtung der Nebelkammer 
erfolgte von oben mit einer stabférmigen Xenon-Blitzlampe BL aus 
Quarzglas (Lange 18cm, Innendurchmesser 5mm, Xenondruck etwa 
120 Torr), in der pro Lichtblitz eine Energie von etwa 400 Joule um- 
gesetzt wurde, Mit einer wassergefiillten Zylinderlinse L wurde das Licht 
dieser Blitzlampe so gebiindelt und anschlieBend ausgeblendet, daB in 
der Nebelkammer eine beleuchtete Zone von nur 1 cm Tiefe entstand. 
Die Aufnahmen erfolgten auf hochempfindlichem Agfa-Fluorapidfilm; 
als Kamera diente eine Robot mit Zeiss-Objektiv Sonnar 1:2, f= 8,5cm. 
Das Objektiv wurde zur Vermeidung von Tropfeniiberlappungen auf 
dem Film auf 1:4 abgeblendet. Bei einer Verkleinerung von 2,5:1 ent- 
sprach das Negativbild einem Bildausschnitt von 6 x6 cm? in der Nebel- 
kammer. Es wurde also nicht die ganze Bahnlange der Elektronen in 
der Kammer aufgenommen, weil bei weiterer Verkleinerung das Auf- 
losungsvermégen fiir einzelne Tropfen zu stark zuriickgehen wiirde. In- 
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folge der geringen Tiefenschiirfe der Optik und der gleichfalls geringen 
Tiefe der beleuchteten Zone ergaben sich keine Stérungen durch Bahnen 
vor oder hinter der scharf abgebildeten Mittelebene der Nebelkammer. 

Der Einschu8 der Elektronen in die Nebelkammer erfolgte durch 
Steuerung des WEHNELT-Zvlinders am Injektor der Elektronenschleuder. 
Der Elektronenstrom wurde durch eine hohe negative Vorspannung ge- 
sperrt, die bei jeder Expansion kurzzeitig iiber ein RC-Glied erniedrigt 


wurde. Die Zeitkonstante war so bemessen, daB jeweils nur 4 bis 2 Strah- 


lungsimpulse die Schleuder verlassen konnten. Durch Herunterregeln 


Des : 


etm pe@e.... 


Fig. ¢ i s n Elektroner hnen in der Nebelkammer (etwa 1,8fach vergroBert). 


der Heizung der Kathode lieB sich dann leicht erreichen, daB bei jeder 
Expansion nur wenige Elektronenbahnen in der Nebelkammer erschienen. 
Ein rotierender Nockenschalter, angetrieben durch einen Synchron- 
motor, steuerte die fiir die Nebelkammer noétigen Vorgange. Um den 
EinfluB der Tropfengr6Be auf das Auflo6sungsvermogen zu untersuchen, 
wurden die Aufnahmen in drei Gruppen mit unterschiedlicher Verzége- 
rung (0,03, 0,10 und 0,17 sec) zwischen Elektroneneinschu8 und Be- 


leuchtung vorgenommen. 


b) Auswertung und Ergebnis. 

In Fig.6 sind einige Elektronenbahnen aus vergroBerten Nebel- 
kammeraufnahmen wiedergegeben, welche als Beispiele die Verteilung 
der Nebeltropfen, d.h. der primaren Ionisationsakte, langs der sahnen 
zeigen sollen. Sie lassen die statistischen Schwankungen sowie die 
unterschiedliche TropfengréBe gut erkennen Es kann angenommen 
werden, daB die zahlenmabig weit iiberwiegenden kleinen Tropfen je 
{ bis 2 lonenpaare enthalten, die in Fig. 6 besonders mat kierten groBeren 
Tropfen Ionenhaufen energiereicher Sekundarelektronen sind ne 

Zum Auszihlen wurden die Aufnahmen mit 10facher VergroBerung 


a PP ; > 5. : 
projiziert. Die Auswertung beschrankte sich aut scharfe Bahnen 1m 
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Mittelteil der Nebelkammer, also von Elektronen, die keine starke Ab- 
lenkung im Eintrittsfenster erfahren haben. Fehler in der Langen- 
bestimmung ausgezahlter Bahnstiicke durch schrag nach vorne oder > 
hinten laufende Spuren sind durch die geringe Tiefenscharfe der Optik 
praktisch ausgeschlossen. 

Auf insgesamt 300 Nebelkammeraufnahmen wurden etwa 23 000 Trop- 
fen bei einer Gesamtlange der Elektronenbahnen von etwa 8 m ausge- 
zahlt. An der ermittelten Zahl ist zundachst eine Korrektur fiir gegen- 
seitige Uberdeckung einzelner Tropfen anzubringen. Diese ist abhangig 
vom mittleren Tropfenabstand und vom mittleren Tropfendurchmesser, 
letzterer wieder von der Beleuchtungsintensitat bzw. der Blendendffnung 
der Kamera und vom Zeitpunkt zwischen ElektroneneinschuB und Auf- 
nahme. Ist diese Verzégerung zu gering, so sind die kleinen Tropfen noch 
nicht auf photographierbare GréBe angewachsen; wird sie zu groB, so 
nimmt die Tropfeniiberlappung zu. Die Uberdeckungskorrektur ist 
selbst mit einer gewissen Unsicherheit behaftet ; es wurde dafiir eine von 
KUNZE |S] angegebene Formel benutzt: 


N, = N?-d/(1 — e-™4) 


(N = gezahlte Tropfenzahl pro cm; Ny wahre Tropfenzahl pro cm; 
d = mittlerer Tropfendurchmesser). 

In Tabelle 1 sind die gemessenen und korrigierten Tropfenzahlen fiir 
die drei verschiedenen Aufnahmegruppen zusammengestellt. Fiir die 
Abschatzung des mittleren Tropfendurchmessers d wurden dabei groBe 
Ionenhaufen nicht beriicksichtigt, da sie im Verhaltnis zu kleineren 
Tropfen zu selten auftreten. 


Tabelle 1. Korrektur der Tropfenzahlen in Abhangigheit von der Verzégerung zwischen 


‘ 


ElektroneneinschuB und Aufnahme. 


Tropfenzahl pro cm 


VerzOgerung 
(sec) 


Tropfendurchmesser d@ 


(cm) Gesamtzahl 


gezahit N korr. Ny 


0,03 0,004 33, 4931 

0,10 0,008 29,4 33,0 9440 

0,47 0,010 31,8 So4t 
Mittelwert: 32,4 


Weiter ist zu beriicksichtigen, daB die Elektronen in der Nebel-_ 
kammer nicht nur die N,- und O,-Molekiile der Luft ionisieren, sondern 
auch Molekiile des Alkohol-Wasserdampf-Gemisches. Diese Ionisation 
im Dampf laiBt sich hinreichend genau abschatzen unter der Annahme, 
daB die Ionisation in den einzelnen Gaskomponenten proportional dem 
Partialdruck und der Elektronendichte jeder Komponente ist. Der 
Partialdruck des Dampfgemisches im Gleichgewicht mit der Fliissigkeit 
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_ wurde einer Arbeit von GAUTIER und RvuarRK [9] entnommen. Es ergab 
sich fiir die Ionisation im Dampf ein Wert von 1,6 Ionenpaare/cm, fiir 
die Ionisation in Luft allein also 30,8 Ionenpaare/cm. 

Nach Umrechnung auf 760 Torr und 0°C ergibt sich damit die 
_primare spezifische Ionisation in Luft zu 


N, = 20 Acm ~, 


Unter Beriicksichtigung der Energieverluste in den Kupferfolien des 
Elektronenschleuder- und Nebelkammerfensters und auf dem dazwischen 
liegenden Luftweg erhalt man fiir die Energie der Elektronen in der 
Nebelkammer den Wert 4,8 MeV. 


Mit dem Wert fiir die totale spezifische Ionisation N,=62,5 cm7} 
nach Abschnitt 1 erhalt man also fiir das Verhiltnis totale zu primare 
Ionisation den Wert 

N,|N, = 2,5. 


Zu einem primar erzeugten Ionenpaar kommen also im Mittel noch 1 bis 
2 sekundar erzeugte Ionenpaare. 

Vergleichbare Messungen liegen nur vor von WILLIAMS und TER- 
ROUX [10] in Sauerstoff bei 1,4 MeV mit N,= 22,2 und von SKRAMSTAD 
und LAUGHRIDGE [//} in Stickstoff bei 2 MeV mit N, = 19; beide liegen 
also merklich tiefer als der von uns ermittelte Wert. Naheres iiber 
diesen Unterschied wird man aber erst sagen kénnen, wenn noch weitere 
Messungen iiber einen grdéBeren Energiebereich vorliegen; es sei nur 
bemerkt, daB bei verschiedenen Nebelkammermessungen die jeweils be- 
nutzten Korrekturen das Ergebnis merklich beeinflussen. Theoretisch 
ist die primare spezifische Ionisation von BETHE [5] berechnet worden, 
wobei sich eine Formel ergibt, die 4hnlich dem Ausdruck fiir den mitt- 
leren Energieverlust ist. Die Formel gilt exakt nur fiir Wasserstoff und 
es treten darin Zahlenwerte auf, die fiir andere Elemente nur empirisch 
aus Messungen ermittelt werden kénnen. Auf einen Vergleich mit 
dieser Berechnung mu8 deshalb verzichtet werden. 

Uber die Verteilung der sekundaren Ionisationsprozesse kénnen nach 
unseren Aufnahmen nur einige qualitative Angaben gemacht werden. 
Es wurden dazu die gelegentlich auftretenden Ionenhaufen in zwei 
Gruppen eingeteilt und besonders ausgezahlt, die an den in Fig. 6 wieder- 
gegebenen Beispielen als mittlere (m) bzw. groBe (g) Tropfen markiert 
sind. Diese Auszahlung ergab: 


1,4 mittlere Tropfen pro cm Bahnlange, 
0,27 groBe Tropfen pro cm Bahnlange. 


Uber die Anzahl der Ionen in diesen mittleren und groBen Tropfen 
kann man auf folgendem Wege zu einer angenaherten Abschatzung 


4%) 
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kommen: Etwa 2,5% der primaren Ionisierungen erfolgen beim Stick- 
stoff bzw. Sauerstoff in der K-Schale; diese Zahl ergibt sich, wenn man | 
als grobe Annaherung gem4B der klassischen Theorie annimmt, daB die 
Ionisierungswahrscheinlichkeit in einer bestimmten Schale proportional 
n|I ist, wobei n die Zahl der Elektronen in der betrachteten Schale und I 
die zugehérige Ionisierungsarbeit bedeuten. In nahezu allen Fallen tritt 
bei diesen leichten Elementen bei Ionisierung der K-Schale ein AUGER- 
Elektron auf (Ausbeute > 99%; vgl. [12)), welches seinerseits etwa 
10 bis 12 weitere Ionenpaare erzeugen kann. 2,5% der primar gebildeten 
Tropfen, d.h. 0,6 Tropfen pro cm oder rund die Halfte der gezahlten 
mittleren Tropfen miissen also mindestens etwa 12 Ionenpaare enthalten. 
Wenn man die gleiche Zahl von Ionenpaaren auch fiir die tibrigen Tropfen 
mittlerer GréBe annimmt, ergibt sich, daB diese mittleren Tropfen einen 
Beitrag von 17 Ionenpaaren pro cm zur Gesamtzahl von 62,5 Ionenpaaren 
pro cm beitragen. Wenn man weiter annimmt, daB die kleinen Tropfen 
im Mittel 1,5 Ionenpaare enthalten, also einen Anteil von 36 Ionenpaaren 
pro cm an der Gesamtionisation liefern, so bleibt ein Rest von 9 bis 10 
Ionenpaaren pro cm, der sich auf die gezahlten 0,27 groBen Tropfen 
verteilt. Diese miissen dann also im Mittel je etwa 35 lonenpaare ent- 
halten. 


Wir danken fiir besonderes Entgegenkommen und Unterstiitzung 
dem Direktor der Erlanger Medizinischen Universitatsklinik, Herrn 
Professor Dr. K. MATTHES, Herrn Priv.-Doz. Dr. F. WACHSMANN, Er- 
langen, sowie den Siemens-Reiniger-Werken, schlieBlich der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft fiir finanzielle Férderung der Arbeiten an der 
Elektronenschleuder. 
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Geladene Elementarteilchen 
mit endlicher Ruhmasse und beliebigem Spin 
im elektromagnetischen Feld. 
Von 
HERMANN DONNERT. 
(Eingegangen am 4. Marz 1954.) 


Es wird gezeigt, daB bei der konsequenten Durchfiihrung der Capschen Forderung [1] 
die bei Pautr und Frerz [2)} auftretenden Schwierigkeiten wegfallen. Man erhalt 


Wellengleichungen der Form (d“d,— x2) y = os (ie +7) py, wobei sich der 
c 


Spinoperator 2 des Teilchens richtig ergibt. Die Wellengleichung 148t unmittelbar 

den Betrag des mechanischen und magnetischen Spinmoments erkennen. Fiir die 

Streuung am statischen CouLomB-Feld ergibt sich die relativistisch korrigierte 

RUTHERFORD-Formel mit einem Spinfaktor der analog gebaut ist wie der Mottsche 
Faktor fiir Teilchen mit Spin }. 


$1. Einleitung. 

Bei ihrem Versuch, die Bewegung von geladenen Elementarteilchen 
mit endlicher Ruhmasse und beliebigem Spin in elektromagnetischen 
Feldern durch Wellengleichungen zu beschreiben, gingen PAuLt und 
FIERz [2] von den Drracschen Gleichungen [3] fiir die kraftefreie Be- 
wegung der entsprechenden Teilchen aus. Sobald sie das auBere elektro- 
magnetische Feld in der iiblichen Weise durch die Substitution 6,>d, = 


=0,— —o. einfiihrten, muBten sie fiir Maximalspins s> 2 Glieder mit 


° mu den Wellenglei- 


Hilfsfeldern der Maximalspins s—1,s—2,...,4, 
chungen hinzufiigen, um in sich aids Sprint cin Gleichungssysteme 
zu erhalten. Legt man dagegen fiir den kraftefreien Fall die der Cap- 
schen Forderung [1] entsprechende irreduzible Darstellung der LORENTZ- 
Gruppe zugrunde, dann bleiben bei der Substitution @,,>d,, die Wellen- 
gleichungen in sich widerspruchstrei und die Einfiihrung von Hilfs- 
feldern wird iiberfliissig. 


§2. Die Wellengleichungen der kraftefreien Bewegung. 

Will man das Wellenfeld eines Elementarteilchens mit Maximalspin s 
beschreiben, dann mu8 die Wellenfunktion durch vollsymmetrische 
Spinoren vom Rang 2s darstellbar sein [4]. Dies sind die Spinoren 

Pela mma? a ee Se Oe ene ee ae (1) 


Vy Vo... V8iQ 
Der vollsymmetrische Spinor a‘ i ae us transformiert sich pach der 
irreduziblen Darstellung D;+9 s—g der eigentlichen LoRENTZ-Gruppe 
3 2 ’ 2 
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durch die unimodulare Gruppe vom Rang 2 [5]. Drrac benutzt in 

seinen Wellengleichungen [3] Spinoren der Darstellungen 2s aan 

2'3 

Dott si, Ded 41 tut. 25=O0(2) und Ds44 sy, D s-5 sth fiir 
BMLICD eR AAT 2° 2 252 

2s=1(2). Der Capschen Forderung entsprechen aber in jedem Falle 

Spinoren der Darstellungen D, 9 und Dy , mit den Wellengleichungen [6] 


(0 — #) qits) #1 Ha--- Has — Q (2) 

(CO — x?) a), og... rye = 0- (3) 

Um ein duBeres elektromagnetisches Feld wie iiblich durch die Substi- 
tution d,—>d, einzufiihren brauchen wir Wellengleichungen erster Ord- 
nung; aus (2) und (3) bekamen wir kein Spinglied sondern nur die 


KLEIN-GorDON-Gleichung fiir spinlose Teilchen. Zu diesem Ende 
miissen wir als HilfsgréBen die zu den irreduziblen Darstellungen Desi) 15 


ss 
und 21 2s-1 gehdrenden Spinoren einfiihren, die wir nach der Sub- 
aes 
stitution @,—>d, wieder eliminieren. Auf Grund der Invarianzforderung 
ergeben sich als Wellengleichungen fiir den kraftefreien Fall mit x = ~~ 
2s 
» GuKA qits—}) Ha oo My My «-- fae 2siz qits) fa ---Has 
eas 1 Eee TAIN, | OE (4) 
Og en qt) #1 ++ Hg+1 OR UR4 y+: Mae = ix alts Mia «-- Hama Bes ++ Bae fs 
2s 
e cases as Se qi—3) 
eine ers ks os ithe | 2stxa Pp... Poe (5) 
= Bx a(—s) — fy ql—-stit 
é « hs ots as os tik Tae vig di, Mi vos Mag 7 so PRE 
fir K=41,2,...,2s. Die Summation tiber K=1,2,...,2s bringt 


explizite zum Ausdruck, daB die Spinoren a‘* und a‘—*) vollsymmetrisch 
sind, Bei Lorentz-Drehungen bleiben die Gln. (4) und (5) invariant, 
bei rdumlicher Spiegelung gehen die Gln. (4) in (5) tiber und umgekehrt. 
Fiir die Falle s= 4 und s=1 stimmt (4) und (5) mit dem Drracschen 
Ansatz tiberein. Eliminiert man in (4) und (5) die HilfsgréBen a'+s-)) 
und a‘-s+), dann erhalt man die Gln. (2) und (3). Es sei bemerkt, daB 
im kraftefreien Fall der Ansatz (4) und (5) mit dem Drracschen Ansatz 
aquivalent ist. 


§3. Die Wellengleichungen fiir Elementarteilchen 
im duBeren elektromagnetischen Feld. 
Um das elektromagnetische Feld mit dem Viererpotential ®, = (WU, ig)} 


einzufiihren substituieren wir in der iiblichen Weise [7] @,—>d,= 


a v 


= 6,— — @,,, wobei ¢ die Ladung des Teilchens ist. In Spinorschreib- 


? Als Koordinaten verwenden wir x, = (x, y, z, ict). 
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weise entspricht dem Keppel ie @,, ein Spinor guy sie xq und wir 
tip ev fy fly v 
miissen 0° "+d" — oh” — ~ “4g » O24 dyqg= 0: — - Pxa ersetzen. 


Damit gehen unsere Gln. (4) und (5) iiber in 


2s 
‘> qx? Plea yaaa a aa (+5) gy... des 


K = 2s1a 
he ( . . . . (6) 
‘ +S) #1---Be Sey yee (+s—1) fy)... yh my, f, 
dz 44 1 Tine See £ hg fais dei ak lo 
< (=s-+1) 
a) s+1)t a) Oe ace — 5) 
2 tine . pers ots esti: Lae =e ae WE t K 
| (7) 
TBR A(—Ss) = (—s+1) rz 
d a My... Mey Be Py) --- Pas =—txa * oe ead oe Be 
fiir K =1, 2,..., 2s. Bei Lorentz-Transformationen verhalten sie sich 


wie die Gln. (4) und (5). Unsere Gln. (6) und (7) sind in sich wider- 
spruchsfrei. Im Gegensatz zu PAULI und FieErz [2] benétigen wir hier 


keine Hhilfsfelder der Maximalspins s—1, s—2, vba um dies zu 
gewahrleisten wenn s > 3 ist. . 


§ 4. Ubergang zu den Wellengleichungen zweiter Ordnung. 

Um die Capsche Forderung vollends zu erfiillen mtissen wir die 
HilfsgréBen a‘**—» und a‘~*» eliminieren, wobei wir 2(2s+1) Wellen- 
gleichungen zweiter Ordnung fiir die 2(2s+1) komplexen Kompo- 
nenten der vollsymmetrischen Spinoren s‘*5) und a‘~‘) erhalten. 

Die Elimination von a‘*s~) in (6) ergibt unter Verwendung der 
Identitaten 


d?? d; yt =d** dz, yp" — dz,d"* y* [8] und —4d**d,,y =a" d,y: 


fs +s) fy... fee — 7 14K I poy? 
(d* d, __ #2) qt) a---Hes pas aoe )Ar-- MK -ytK MK Mos ; (8) 
mit 

Hx 9. beh ohKh,, Ag 

gtk = 0349 PE Pagy il 8 * = 0: (9) 


aK 


Die linke Seite von (8) entspricht der Bahnbewegung des geladenen 
Teilchens im elektromagnetischen Feld, die rechte Seite beschreibt als 
Spinglied die Wirkung des AuBenfeldes auf das magnetische Spinmoment 
des Teilchens. 
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Analog erhalten wir aus (7) durch Elimination von a‘-s*+) und unter 
Verwendung der Identitaten 


d;, d*® y, =dz,d'? y, — da? d:,yx (8) und —tdz,d? p= dd, 
die Gleichung 


(d" dy aaa w) a4, ee = 4s —— ry 6 a‘ a coo Px iy BeY may a8 (10) 


mit 
k— Grp, —@. gtx, gx =0. (11) 


VE TE TYR VE 


Die Spinoren a{t941--“25 und a\~,. 9, Sind vollsymmetrisch und 
haben je 2s +1 wesentlich verschiedene Komponenten. Da es nur 
darauf ankommt, wie viele der Indizes 4; =1 oder © bzw. vy, =1 oder 2 
sind, bezeichnen wir jede Komponente bei der N-Indizes gleich 2 bzw. 2, 
die restlichen 2s — N-Indizes dagegen gleich i bzw. 1 sind, mit a bzw. 
ayyi, wo N=0,1, 2,..., 2s ist. Weiter fassen wir diese Komponenten 
zu zwei Spaltenvektoren & bzw. & zusammen mit den Komponenten? 


(25)! ig [an 
ee 2s— N)!N! aM, Am=/ (2s— N)IN! 4 (12) 


1 a) bezeichnet die oben definierten Komponenten des Spinors a(+s)/1---#ae, 
ayy die des Spinors a\—s) 


rT 
2s)! 
2 Die Wahl der Wurzelfaktoren | mm: Ts NI hat folgenden Grund: Es 
seien 4 “figs UE b’1-*-"2s vollsymmetrische Spinoren, deren 2s+4 wesentlich 


aad Komponenten wieder wie oben mit buy bzw. b') bezeichnet und zu 
Zeilenvektoren Br und $* mit den Komponenten 


. = (2s)! Ty (N) __ él (2s)! ( 
Po) =| (@s—N)INT *O™) r =| / (@s—N)INT REG 


zusammengefaBt werden; dann sind die Skalarprodukte 


2s 2s 
ec ‘ +N (2s) 
Bt) Bnd aD ace Wee bey a = ig fgg Ste = inv. 

N=0 N=0 

2s 2s 

| 
My (N) g: (2s)! (N) Ls) witty it 

Brus) BM Am= DG wT een =O, enw. 

N=0 N=0 


invariant gegen eigentliche Lorentz-Transformationen. 


4 
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Die Spinoren git und g® beschreiben das auBere elektromagnetische 
Feld mit den Feldstarken § und ©. Die Zuordnung lautet: 


| F, = — (ei + ge) 


sate te fie ie F, = + (gi — gi) 
x R=Z¢d=F 8 
1 
A A= 2 (e+ 8) a 
Fah piee LF Fy = — (6 — 83) 
F, Fa 3,8 Gp & 


Fiihrt man die Bezeichnungen (12) und (13) ein dann lassen sich 
die Wellengleichungen (8) und (10) in der Form 


f 5 € re . => . ; => . 

(a"d, — 2) H = — * (2,3) H=— ~ (2,6) 4+ (2,6), (14) 
& Soe = 4 

(a"d, — 7) X= — (2,3) U= —— (2, H)A-FE(ZLHA (45) 


anschreiben. & ist ein auf die Komponenten von % bzw. %& wirkender 
Vektoroperator, dessen Komponenten durch drei hermitesche Matrizen 
(2,22, 3) mit je 2s+1 Zeilen und Spalten gegeben sind; die Ele- 
mente dieser Matrizen lauten: 


2 a ag 1 % “= 
Zab PVtLN = Vw +1)(2s—WN), 2S == 0 sonst 
DYN+ — _ FN+LN — —*V(N + 1)(2s—N), ZP%=0 sonst ¢ (16) 
IN 2s—2N 
yyw en EP. — 0 sonst, 
s 
Den Spinoren g# und gb entspricht ein selbstdualer Sechservektor F,, y= —F¥, »- 


Alle relativistisch berechtigten Bezugssysteme unterteilen wir in zwei miheen R, 
und §, derart, daB sich zwei Bezugssysteme derselben Klasse durch LORENTZ- 
Drehung ineinander iiberfiihren lassen, , und §t, aber vermittels raumlicher 
Spiegelung eineindeutig aufeinander abgebildet werden. In &t, beschreibe ef das 
Feld und der selbstduale Sechservektor hat die drei Kennzahlen | = /,,;= Fy, 
F, = Fy. = Foy, Fy= n= Fa. Eine raumliche Spiegelung bedeutet einen tibergang 
zu gb und damit zum selbstdualen Sechservektor, dessen Kennzahlen in den Bezugs- 
systemen der Klasse §, durch F= F3= — ein F,= = Fy, =— Fa F= :Fy =— F,, 
gegeben sind [9]. 
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wo N=0, 1, 2,..-, 2s und P Zeilen-, Q Spaltenindex ist. Die Matrizen 
ion pg, wage erfillen folgende Relationen: 
Sy lp — 2p lp et (17) 


Ss 


wo (k,l, m) eine gerade Permutation von (1, 2, 3) ist und 


Eo = (E,)* + (Zq)* + (23)? = SS". (18) 
Bei Lorentz-Transformationen bleiben die Matrizen (2,25, 2%) 
numerisch invariant. 
Die Gln. (14) und (15) bleiben bei LoreNtz-Drehungen invariant, 
bei raumlicher Spiegelung geht (14) in (15) iiber und umgekehrt. 


§5. Spinoperator, magnetisches und mechanisches Spinmoment. 


Die rechten Seiten der Gln. (14) und (15) stellen das Spinglied dar, 
das die Wirkung des auBeren elektromagnetischen Feldes auf das 
magnetische Spinmoment des Teilchens beschreibt. Dieses hangt nur 
von den Feldstaérken § und G, nicht aber explizit vom elektromagneti- 
schen Viererpotential ®, ab, was aus Griinden der Korrespondenz mit 
der klassischen Elektrodynamik zu erwarten ist. Das Spinglied hat 
dieselbe Form wie das der iterierten DrraAc-Gleichung fiir Teilchen mit 
s=4 (siehe z.B, [10]); diese ist mit unseren Gln. (14) und (15) fiirden 
Fall s=} identisch, es werden ja nach (16) die Matrizen (2, 2,, 2) 
zu den PauLischen Matrizen 


Z(t) = (2) =(0 4) 


Wir kénnen daher den Operator Y als magnetischen Spinoperator 
unseres Elementarteilchens ansehen. Jede der Komponenten 2,, 2,, Y3 


, : 2s—2N - : 
hat die 2s +- 1-Eigenwerte , wo N=0,1, 2, ..., 2s ist, und dazu 
1 Die iterierte Drrac-Gleichung lautet nach [10] 


" i : +é —> 
("dy — x8) p = — 5 (0, S) y+ nc TO Ov 


Unserer Spinordarstellung entspricht die NEUMANNsche Darstellung der Diracschen 


Matrizen y,, so daB 
— 
= a :) E 9 
a Bi x¥ P i v | 
Ord 0 —E, 


ist mit E = Einheitsmatrix und Y = Vektoroperator gebildet mit den drei 
Pautischen Matrizen. 
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ein System von 2s+ 14 orthogonalen, linear unabhangigen Eigenvek- 


 toren?. 
| $ Durch Vergleich mit der unrelativistischen SCHRODINGER-Gleichung 
h pea ; 
) = 4p—Vy= ; o kénnen wir 
r eh ~ ~ 
Vn arg 2mc (*, ») (19) 
_ als magnetischen, 
eo teh DO 
V,= 42% 6) (20) 


als elektrischen Beitrag des Spins zur potentiellen Energie deuten (siehe 
z.B. {[10}) und erhalten als magnetisches Spinmoment 


Pilates (21) 


2mc 
mit dem erwarteten Faktor up, = — gleich einem Bourschen Magne- 
ton, das sich fiir alle Elementarteilchen aus dem Ansatz (6) und (7) 
zwangslaufig ergibt. 
Weiter definieren wir den Vektoroperator ¢ = (0,, ¢9, 63) durch 
rere) (22) 
der wegen (18) und (19) die Beziehungen 
Oy, Oy — 0,0, = 10m, (23) 
wobei (k,/, m) eine gerade Permutation von (1, 2, 3) ist und 
G? = (0,)? + (02)? + (45)? = s(s + 1) (24) 
erfiillt. Jede der hermiteschen Matrizen (0,, 0,03) hat die 2s+ 1- 


Eigenwerte s—N, N=0, 1, 2,..., 2s und dazu ein System von 2s+1 
orthogonalen, linear unabhangigen Eigenvektorent. Wegen (23) und 


(24) ist yas (25) 


das mechanische Spinmoment unseres Teilchens. Es ist dem magneti- 
schen Spinmoment proportional 


gies 2 © 3. S. (20) 


2mCSs 


1 Fiir die Diagonalmatrix 2, ist dies direkt einzusehen: Ihre 2s +-1-Eigenwerte 


aor , N=0, 1, 2, ..., 2s stehen in der Hauptdiagonale, der Eigenvektor zum 
s 
=n ne 
Eigenwert = nimmt die Form 
(N) 
Bin = iba N'=0, 1, 2,...,28 
[N] = VU, 1, oy ees . 


BU) —o fir M+N 
Wegen der Isotropie des Raumes muB alles auch fiir 2, und 2, gelten, man kann 
ja durch geeignete unitare Transformation immer 2, oder 2’, diagonal machen und 
auch auf die in (16) gegebene Form von 2, bringen. 
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Magnetisches und mechanisches Spinmoment haben in eine bestimmte 
Raumrichtung gerade 2s+1 Einstellméglichkeiten. Der maximale 
Eigenwert des mechanischen Spinmoments ist tatsachlich gleich s. 
Fiir die Absolutbetrage erhalt man wegen (18) und (24) . 


|S] =hY/s(s +1), (27). 
|m| = so \'s (s + 4). (28) 


§6. Adjungierte Wellengleichung, Stromdichtevektor, 
LAGRANGE-Funktion. 

Fiir die rechnerische Behandlung quantenmechanischer Probleme 
muB8 man die zur Wellengleichung des Problems adjungierte Wellen- 
gleichung kennen. Bezeichnen wir die zu YU adjungierte Wellenfunktion | 
mit dem Zeilenvektor U*, die zu U adjungierte mit dem Zeilenvektor W*, 
dann findet man in der tiblichen Weise (siehe z.B. [10}) als die zu (14) 
und (15) adjungierten Wellengleichungen 

(ad, — 2) U = — Ut (2, 8), (29) 


(dd, — 2) Ur = — £ 4° (2, §) (30) 


mit denselben Transformationseigenschaften wie die Gln. (14) und (15); 

dabei beniitzen wir als Abkiirzung d, = @, + =. ®,. Es sei bemerkt, 
c 

daB die zu (14) konjugiert komplexe Gleichung mit (30), die zu (15) 

konjugiert komplexe mit (29) identisch ist; bezeichnen wir mit einem 

Querstrich den konjugiert komplexen Wert einer GréBe, dann gilt: 


=U, W=a, W=H, W=aw, (31) 
Fiir den Stromdichtevektor ergibt sich damit der Ausdruck: 

s, = —ie{M (2, W—-G@W)X+ WAG W—@W)W (2) 

S, 1st wegen (31) reell fiir »—1, 2,3, rein imaginar fiir »=4. Bei Lo- 


RENTZ-Drehungen transformiert sich s, wegen der Invarianz! von 
WW und WW wie ein Vierervektor. Bei raéumlicher Spiegelung geht 
(33) 


Ss, > 5, = | ie 
l+s, 


fir n= 1,2,3 
fir »=4 


iiber, weil wegen der Transformationseigenschaften der Gln. (14), (15), 
(29) und (30) 


X=4, Waw, Yau, Hage (34) 
1 Vel. FuBnote 2, S. 652. 
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ist, wobei 8 die aus B bei raumlicher Spiegelung entstehende Gr6Be ist. 
Der Vierervektor s, hat genau die Form eines ScHRODINGERsChen 
Leitungsstromes [11] und erfiillt die Kontinuitatsgleichung 


fs, = 0. (35) 

Der Stromdichtevektor ist nach unserem Verfahren nur bis auf 
einen divergenzfreien Summanden bestimmt. In Analogie zur GoRDON- 
schen Entwicklung [72] beim Stromdichtevektor fiir Teilchen mit s = } 


kOnnen wir zu (32) noch einen fiir sich divergenzfreien Polarisations- 
strom hinzufiigen, fiir den wir 


s, = eo" (UZ,,, H+ Ut S,,, W) (36) 
ansetzen!; dabei ist 
Dae = rae 
2 ‘é (37) 
25 = Zim = 24 = Lim = — Xe 


mit (&,/,m) = gerade Permutation von (1, 2, 3). Er erfiillt wegen (37) 
identisch die Kontinuitatsgleichung 
os, = 0: (38) 
Wir kénnen daher den divergenzfreien Vierervektor 
=k, SS =p (39) 


als Stromdichtevektor einfiihren. 
Es sei noch erwahnt, daB sich unsere Wellengleichungen (14), (45), 
(29) und (30) als EuLeRsche Gleichungen aus einem Variationsproblem 


bf Q(x,, UW, WU, HW, HW, KU, HU*) dx, dxydx,dx%,=0 (40) 
ergeben mit der LAGRANGE-Funktion 
Q = (d" U*) (dW +2 Ut A — - Ur (2', F) U+ is 
+ (d" U*) (d, U) +22 UW A — — Ut (LD, %) W. 


Die LAGRANGE-Funktion ist wegen (31) reell und wegen der Invarianz? 
von %* U und W* W gegen LorENtz-Drehungen sowie wegen (34) invariant 
gegen die volle LORENTZ-Gruppe. 

1 Mit (s!, sf, 5) =8, s,y=ico laBt sich (36) in der Form 

. =>. => a a ux e >. x 

g=erot (UW LA+ UA) — 7° at (A+ 2 % — A+ 2 A), 

o= div (a+ ¥ a — At EH) schreiben. Dies entspricht genau den Ausdriicken 

ty - * . 

3=rot Yt + oo o = — div $$ fiir den Polarisations- und Magnetisierungsanteil 

= < 


zur Strom- und Ladungsdichte der klassischen Elektrodynamik. 
2 Vgl. FuBnote 2, S. 652. 
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§7. Elastische Strewung geladener schneller Elementartetlchen 
mit Spin s und endlicher Ruhmasse im statischen COULOMB-Feld. 


Wir wollen den Vorgang der elastischen Streuung in einem statischen 
elektrischen Zentralfeld untersuchen, welches durch das Potential 


D, = PD, = P, — UP D, = aV(r) (42) 


mit v= (x?-+ 424 +2 + x?) gegeben ist. Alle Wellenfunktionen setzen 
wir in tiblicher Weise als periodisch mit der Zeit an: 


site 
H (x4, Hq, %q, Xq) = A(%y, X2, Xs) € he ™ 
+E 
uC (1, %2, %3, X4) = A" (4%, Xe, Xp) e he ™ 
2a (43) 


— 2X, 


Nix, 4s; X3, %q) = a(x,, Xy, Xs) é lic 
+24, 
W* (xy, Xe, Xy, Xq) = A" (%, XQ, Xs) e ** ye } 


Wir wollen unsere Wellengleichungen nach der Bornschen Naherungs- 
methode lésen und beschranken uns dabei auf die erste Naherung?!. Als 
Lésungen fiir das ungestérte Problem setzen wir ebene Wellen an: 


i i 

“ 3 (p, 0) : ee a ye) 

dg = be* ay—b*te * 
i i (44) 
= (P, t) ee 

ts= be* aj=bre 4 


mit p?c? = B® — m?c4. 
Als erste Naherung des gestérten Problems finden wir fiir groBe 


Entfernungen R vom Streuzentrum die einer auslaufenden Kugelwelle 
entsprechende Lésung: 


+ipR 


aes Yap y 


4 h® c® R 


[—2E+ cp(,e—n)]b lt eg 
x <* , a aye 
fee 2E —cp(X,e —n) Ie Siar 
—ipR (45) 


le Ss 6 e ‘ 

ay | 4ah?c? R x 
b* [— 2E — cp(d, e — n) 
[— 254 cp(d, e—n) 


r ip 
| Je , (eo V(r) dr, 


} Die Integration der Wellengleichungen bis zur ersten Bornschen Naherung 


verlauft genau so wie sie im Rechnungsgang der Arbeiten [15] und [73] naher 
ausgefiihrt ist. 


a 
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wo e = p/p der Einheitsvektor in der Primarstrahlrichtung, n = H/R der 
in der Beobachtungsrichtung ist. Die Integration dt—d x, dx,a x5 be- 
zieht sich auf die Koordinaten von r= (x, xy, 3). 

Die Intensitat des Primirstrahles betragt 


k= “P (b* b + bt b) (46) 
die der Streustrahlung 


— 3 bem aii R? {b° [4E* — 2 p*(2,e —n)*] b+ 
,} (47) 


4. + [4E2 — c2 p2(5, e — n)3] bt fee R (eo) V(ndt 


’ 


wobei der R$ proportionale Anteil des Polarisationsstromes (36) gegen 
den R~ proportionalen Anteil (47) vernachlassigt wurde. 

Lassen wir einen unpolarisierten Teilchenstrahl einfallen, dann 
missen wir im Ergebnis tiber alle 2s+1 Polarisationszustande der 
Primarstrahlung mitteln. Dabei ergibt sich: 

2s 
+ 5 = 2 : es My h- — 2 sf. — 2 — 
b* (2,e—n)*bh>5— (b* b)(e— nm)? 5 7 >, (5 N) 
N=0 
= <** (6 b)(e— n)? 
(48) 


2s 
b*(2,e — n)?b > (b* ewes (s — N)2 

N=0 

“7s (b* b)(e — n)?. 


Mit (e —n)?=2(1 —(e, n)) =2(1 —cos#) =4 sin? ? , wo @ der Streu- 
winkel ist, und mit (46) und (48) wird 


+4 
1— Brain’ © +i | ae 2 
— 2s (m5) - fee —— tis Bea! V(r) dt : (49) 
Fiir den Fall des CouLoms-Potentials V(r) = — 8: erhalt man aus (49) 


die relativistische RUTHERFORD-Formel mit einem Spinfaktor [13]: 
co Fe ea ST (1 38 abbot 2) (50) 
f+ sin4 
2 
Der Spinfaktor . 
1 « 
(s, 8,8) = 1 —“5* prsin® (51) 
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geht fiir den Fall s=4 in den bekannten Mortschen Faktor [14] 
1 Pa Pr ert 
(> 8,8) = 1 — p*sin® > (52) 


iiber, der von SAUTER [14] auf demselben Wege gefunden wurde wie 
unser Ergebnis. Fiir s=1 stimmt der Spinfaktor 


b 
2 


(1, p,8) = 1 — > BPsin® (53) 


mit dem vom Verfasser [16] bereits ver6ffentlichten tiberein. 


Herrn Professor Dr. F. SAUTER, Kéln, danke ich herzlich fiir sein 
reges, forderndes Interesse. 
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